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Straipsnyje aptariami kombinatorinio optimizavimo ir intelektualiy optimizavimo priemoniy, t. y. me-
taeuristiniy metody (metaeuristiky), teoriniai aspektai. Apibddinami kombinatorinio optimizavimo uz-
daviniai, jy savybes, specifika. Pagrindinis démesys skiriamas metaeuristiniy optimizavimo metody
charakterizavimui bdtent kombinatorinio optimizavimo kontekste. Trumpai formuluojami metaeuristi-
niy metody tikslai, bendrosios nuostatos, taip pat akcentuojamas Siy metody savitumas, modernu-
mas. I$samiau apZvelgiami skiriamieji metaeuristiky bruozai, apraSomos svarbesnés teorinés meta-
euristiniy metody aiskinimo kryptys. Pabaigoje pateikiamos apibendrinamosios pastabos.

Viena i$ aktualiy informatikos mokslo sri¢iy
yra optimizavimo metodai ir algoritmai, ju su-
darymas ir tyrimas. ReikSminga optimizavimo
metody grupe sudaro modernieji euristiniai al-
goritmai (toliau vartosime termina ,,metaeuris-
tiniai metodai arba ,,metaeuristikos®) (angl.
metaheuristics). Metaeuristiniai metodai apima
labai platy optimizavimo uzdaviniy sprendimo
budy spektra, pradedant paprastais klasikiniais

algoritmais ir baigiant sudétingais adaptyviy,
apsimokanciy (i$ ju biologiniy) sistemy mode-
liavimo metodais. Labai intensyviai metaeuris-
tiniai metodai taikomi sprendziant kombinatori-
nio optimizavimo (KO) uzdavinius (angl. combi-
natorial optimization problems) (Papadimitriou,
Steiglitz, 1982; Du, Pardalos, 1998). Kuriant ir
tiriant $iuos metodus, svary indéli inesé daug
zymiy pasaulio kompiuterijos, programavimo,
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matematikos specialisty. Ypatinga stimula optimi-
zavimo metody plétrai suteiké skaiciavimo (kom-
piuterinés) technikos revoliucija. Cia turimas ome-
nyje XX amziaus laikotarpis mazdaug tarp 1985
ir 2000 mety. Biitent Siuo laikotarpiu sukurti tokie
efektyvils metaeuristiniai metodai, kaip atkaitini-
mo modeliavimas (angl. simulated annealing),
genetiniai algoritmai (angl. genetic algorithms),
godziosios randomizuotos adaptyvios paieskos
procediiros (angl. greedy randomized adaptive
search procedures — GRASP), ,,i$sklaidytoji paies-
ka“ (angl. scatter search), iteratyvioji lokalioji
paieska (angl. iterated local search), paieska kin-
tamose aplinkose (angl. variable neighbourhood
search), skruzdéliy kolonijy elgsenos imitavimo
algoritmai (angl. ant colony optimization), tabu
paieska (angl. tabu search) ir kt. (Rayward-Smith
irkt., 1996; Aarts, Lenstra, 1997; Voss ir kt., 1998;
Michalewicz, Fogel, 2000; Pham, Karaboga, 2000;
Ribeiro, Hansen, 2001; Glover, Kochenberger,
2002; Pardalos, Resende, 2002).

Kombinatorinio optimizavimo
uZdaviniai - metaeuristiniy metody
taikymo sritis

Spresdami optimizavimo uzdavini, turime tiks-
la rasti geriausia nepriklausomuy dydziu (kintamy-
juw) konfigiracija, t. y. sprendinj. Kombinatorinio
optimizavimo uzdaviniy atveju operuojama su
diskretinio tipo kintamaisiais (pvz., sveikaisiais
skaiCiais, sveikyjuy skaiiy rinkiniais, persta-
tymais, poaibiais, grafais ir pan.). Kintamuyju

tikslo funkcija
tikslo funkcija
\/

reik§miy aibé Siuo atveju yra baigtiné ar bent jau
suskai¢iuojama. Kombinatorinio optimizavimo
uzdaviniy pavyzdziai: garsusis komivojazieriaus
uzdavinys (angl. traveling salesman problem),
kvadratinio paskirstymo uzdavinys (angl. quadra-
tic assignment problem), ,kuprinés“ uzdavinys
(angl. knapsack problem), grafo dalijimo uzdavi-
nys (angl. graph partitioning problem).

Formaliai kombinatorinio optimizavimo uz-
davini galima aprasyti pora (S, f) (Blum, Roli,
2003). S yra sprendiniy aibé (angl. set of fea-
sible solutions). Antrasis poros (S, f) narys yra
funkcija, kurios apibrézimo sritis — aibé S, o
reik§miy aibé — realieji skaiGiai. Si funkcija
vadinama tikslo funkcija (TF) (angl. objective
function). TF pobudis ir iSraiSka priklauso nuo
konkretaus sprendziamo uzdavinio. Labai daz-
nai KO uzdaviniy tikslo funkcijos yra netiesi-
nés, neiskilos, nediferencijuojamos, daugiaeks-
tremés (zr. 1 pav.). Neprarasdami universalumo
tarsime, kad tikslo funkcija f/ turi biiti minimi-
zuojama. Tokiu budu, iSspresti uzdavini (S, £)
reiskia surasti sprendinj s* € S ir toki, jog

s'eS = {sv |s" =argrninf(s)}.
seS
Sprendinys s* vadinamas uzdavinio (S, f) (glo-
baliai) optimaliu sprendiniu, o aibé $* < .S — op-
timaliy sprendiniy aibe.

Svarby vaidmenj sudarant metaeuristinius
metodus KO wuzdaviniams atlieka aplinkos
funkcija @: §— 25 Ja bet kuriam sprendi-
niui s 1§ S galima priskirti poaibi O(s) =S —
sprendinio s aplinka (,,sprendiniy-kaimyny* aibg)

%
tikslo funkcija

sprendiniai

(a)

‘ sprend‘iniéi
(b) (c)

T

sprendiniai

1 pav. Tikslo funkcijos tipai: a) jprastos tolydZios funkcijos atvejis, b) nesudétingo optimizavimo
uzdavinio atvejis (tikslo funkcija multimodaliné, taciau globalusis optimumas néra izoliuotas), c) sudétingo
optimizavimo uZdavinio atvejis (tikslo funkcija hiper-multimodaliné, optimumas izoliuotas)
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(angl. neighborhood) (zr. 2 pav.). Aplinkos funk-
cijos pavyzdys yra vadinamoji ,,k-aplinka® ©,.
Sakykime, paprastumo délei, kad sprendiniy
aibg¢ S sudaro visi imanomi natiriniy skaiciy
nuo 1 iki n perstatymai (nesikartojanciy skai-
¢iy sekos), t.y. = {s|s=(s(1), 5(2), ..., s(n)),
s@@)e{l, 2, ..., n},i=1,2, ..., n, s(i)#s()),
i #J}; ¢ia s zymi sprendinj-perstatyma, o s(i) —
perstatymo s i-aji elementa. Tuomet ,k-aplinka“
sudaro visi tie sprendiniai, kurie ,,nutol¢* nuo
duoto sprendinio s atstumu, ne didesniu kaip

k, ty. Q. (s)={s"|s"eS,r(s,s")<k}; ¢ia
seS, ke {23, .., n}, pyra Hammingo atstu-
mas” tarp perstatymy.

Sprendinys s° yra lokaliai optimalus (lokalu-
sis optimumas) aplinkos ® atzvilgiu, jeigu kie-
kvienam sprendiniui s’ i§ aplinkos ®(s*) galioja
As") = f(s*) 2 0.

Sprendiniy aplinky nagrinéjimu, peréjimais i$
vienos aplinkos i kita, lokaliai optimaliy sprendiniy
paieska grindziamas metaeuristiky veikimas. Kaip
tik Siame kontekste toliau charakterizuosime ben-
drais bruozais metaeuristinius metodus, pabréziant
Jju teorinius aspektus ir metodologinius principus.
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Bendruoju atveju bet kuriam diskretiniam sprendiniui
s visada galima rasti kiek norima maza € > 0 ir tokj,
jog duotajam sprendiniui s egzistuos hipersfera, t. y.
aplinka © (s), kurios ,,radiusas* lygus ¢ ir kurioje yra
vienintelis narys s (| © (s) | = 1).

2 pav. Sprendinys s ir sprendinio s aplinka O(s)
" Perstatymy atveju Hammingo atstumas yra tiesiog

skaiCius elementy, kurie yra skirtingose perstatymy,
pvz., s irs’, pozicijose, t. y. p(s,s") = |{i | s(i) # s'(i)}|.

Metaeuristiniai metodai:
pagrindinés teorinés traktuotés

Metaeuristikos savoka 1986 m. pirma karta
suformulavo Zymus optimizavimo specialistas
F. Gloveris (Glover, 1986). Taciau net ir praéjus
daugiau kaip dvideSimciai mety, Si savoka vis
dar traktuojama gana skirtingai. Toliau aptarsi-
me svarbesnes teorines metacuristiniy metody
traktuotes.

I. Termino ,,metaeuristinis“ genez¢é yra grai-
ku kalbos zodziai peba (meta) ir gvpiokelv
(euriskein). Pazodziui iSvertus i lietuviuy kalba
tai reiksty ,,vir§“ ir ,rasti“, tiksliau — ,,esantis
virs euristinio*. Priminsime, kad euristiniu algo-
ritmu priimta laikyti toki optimizavimo uzdavi-
niy sprendimo metoda, kuriuo siekiama surasti
aukstos kokybés, bet nebitinai optimaly spren-
dinj per priimting skai¢iavimy laika (Silver ir kt.,
1980). Euristiniai algoritmai (kaip ir metaeuris-
tiniai metodai) negarantuoja gauty sprendiniy
optimalumo, o surasti sprendiniai paprastai yra
tik lokaliai optimaliis duotos aplinkos atzvilgiu.
Tuo euristiniai ir metaeuristiniai metodai skiria-
si tiek nuo tiksliyjy algoritmy (angl. exact algo-
rithms), kurie garantuoja optimalaus sprendinio
suradima, tiek nuo apytiksliy (aproksimaciniy)
algoritmy (angl. approximate algorithms), kurie
uztikrina, kad gauto sprendinio kokybé skirsis
nuo optimalaus sprendinio kokybés ne daugiau
kaip i8 anksto fiksuota paklaida & > 0.

I1. Prisimenant kai kurias istorines optimiza-
vimo metody vystymosi tendencijas, reikéty at-
kreipti démesi i tai, kad ankstyvuoju laikotarpiu
optimizavimo algoritmai, galima sakyti, buidavo
salygojami konkreciy uzdaviniy, i§ ju kildavo.
Kitaip sakant, vadovautasi metodologiniu prin-
cipu ,,i§ pradziy uzdavinys — po to algoritmas®.
Tolesnés optimizavimo metody vystymosi rai-
dos metu vis labiau ryskéjo santykinis sudaromy
metody nepriklausomumas nuo sprendziamy
uzdaviniy, kol galiausiai metodus imta kurti
beveik nesusiejant juy su atskirais uzdaviniais.
Siam euristiniy sprendimo metody raidos eta-
pui biidingas jau kardinaliai prieSingas pirmiau
minétam principas ,,i§ pradziy metodas — pas-
kui uzdaviniai. Esant tokiai nuostatai, svarbu
ne tik konkreiy, specializuoty optimizavimo

215



procediiry programavimas, bet ir paciu algori-
tmy kiirimo metodika (,,metody metodai‘), sis-
teminis-metodologinis poziiiris, racionali moks-
liné ideologija (Misevicius, 2006).

III. Natdiralu metaeuristinius metodus api-
brézti kaip tam tikro auksto abstrakcijos lygio
taisykliy, nurodymy (pagaliau, koncepciju) rin-
kinius, trumpai tariant, paradigmas (Vaessens ir
kt., 1998; Misevicius, 2003). Tokiy paradigmy
paskirtis yra formaliai aprasyti kurios nors kla-
sés uzdaviniy sprendimo idéja, principa. Siuo
poziliriu savoka ,,metaeuristinis metodas“ yra
daug talpesné negu savoka ,,euristinis algorit-
mas*“. Kai sakome ,metaecuristiniai metodai‘,
turime omenyje tai, kas yra vir§ euristiniy algo-
ritmy (perkeltine prasme), t. y. tai, kas yra i§vys-
tyta, patobulinta, modernizuota tradiciniy euris-
tiniy algoritmy atzvilgiu. Metaeuristikos yra
aukstesniojo lygio, bendro pobtidzio metodai,
santykinai ,.atitraukti“ nuo atskiry uzdaviniy
ir orientuoti tam tikroms uzdaviniy grupéms,
probleminéms sritims. Tai yra kontrastas ze-
mesniojo lygmens, specializuotoms grynosioms
euristikoms, kurios susiejamos su konkreciais
sprendziamais uzdaviniais.

Metaeuristiniai metodai — tai nauja, auks-
tesné kokybé, gimusi i§ euristiniy algoritmy.
Metaeuristikos yra tai, kam budinga universa-
lumas, konceptualis, strateginiai dalykai, o ne
ribotumas, specifiniai, procediriniai aspektai.
Metaeuristikos apraso veikimo btida — ne funk-
cionavimo detales.

IV. Metaeuristikas galima traktuoti ir kaip
tam tikrus kompleksinius, sudétinius uzdaviniy
sprendimo metodus, kurie, jei taip galima pasa-
kyti, turi savyje viena ar daugiau kity metody, al-
goritmy, procediiry (Voss, 2001). Perfrazuojant
kitaip, vienas universalesnis (aukstesniojo ly-
gmens) metodas — tarkime, M, — pajungia”
kita, ne toki universaly (Zemesniojo lygmens)
metoda — M,. Galimas pavyzdys: atkaitinimo
modeliavimo metodas turi savyje ,,grei¢iausio
nusileidimo* (angl. steepest descent) metoda;
kitaip tariant, ,,grei¢iausio nusileidimo* meto-
das yra atskiras atkaitinimo modeliavimo me-
todo atvejis. Vadovaudamiesi pateiktu principu,

* Sis dalykas labai taikliai nusakomas anglisku zodZiu guide.
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galétume sukonstruoti ir daugiau nei dviejy ly-
giy iSvestinius, hibridinius darinius — savotis-
kas ,,meta-metaeuristikas®. Tokio darinio ilius-
tracija — genetinis algoritmas, hibridizuotas su
atkaitinimo modeliavimu.

V. Pagal kita neretai sutinkama nuostata me-
taeuristikos yra optimizavimo uzdaviniy spren-
dimo metodai, orientuoti keliy (daugiau nei vie-
no) lokaliai optimaliy sprendiniy paieskai. (Sia
prasme metaeuristiniai metodai yra prieSingybé
klasikiniams euristiniams algoritmams, kurie pa-
prastai apsiriboja tik vieno lokaliai optimalaus
sprendinio suradimu.) Metaeuristiky atveju atsi-
randa didesnés potencialios galimybés rasti auks-
tesnés kokybés sprendinius. IS tiesy, daugéjant
randamy lokaliyjy optimumu, didéja ir tikimybé,
jog kuris nors surastas sprendinys bus geresnis
negu pirmasis rastas lokalusis optimumas. Aisku,
paieskos laikas atitinkamai pailgéja, taciau ,,racio-
nalusis grudas® yra tai, kad geriau gauti aukstos
kokybés rezultata per ilgesni laika, negu tenkin-
tis blogu rezultatu, gautu per labai trumpa laika.
Esmé yra principas: ,,geresni rezultatai — per il-
gesnj, bet priimting laika“. (Beje, nuolat tobule-
jant kompiuterinei technikai, minéta principg ga-
létume idomiai perfrazuoti: ,,geresni rezultatai —
per trumpesni laika (!)“.) Net ir pakankamai il-
gas, bet tenkinantis vartotoja ar tyréja paieskos
laikas yra pateisinamas, jeigu tik suteikia gali-
mybiy apciuopiamai pagerinti sprendiniy ko-
kybe (Misevicius, 2006). Zinoma, nuolatos turi
biiti stengiamasi, kad ir aukstos kokybés, arti
globaliojo optimumo esantys sprendiniai biity
pasiekiami per kuo trumpesni laika — tai isliks
pagrindinis tikslas tiems, kurie kuria naujus
efektyvesnius metaeuristinius metodus.

VI. Dar vienas metaeuristiniy metody trak-
tavimas yra susijg¢s su jy nagrinéjimu atlickamy
veiksmy poziliriu. Remiantis §iuo interpretavi-
mu, metaeuristikos veikimas suprantamas kaip
iteracinis efektyvaus, kryptingo sprendiniy erd-
vés nagrinéjimo procesas. Siuo atveju tinka api-
budinimas ,,trajektorijy metodai* — ir i$ tikryju
¢ia buty galima jzvelgti {domia analogija tarp
isivaizduojamos peréjimy sprendiniy erdvéje
trajektorijos ir, pavyzdziui, tasko judéjimo eu-
klidinéje erdvéje pédsako (zr. 3 pav.).



hipotetiné paieskos

paieskos pradzia

trajektorija

/ paieskos pabaiga
F e alng
\Lsprendiniq aplinkos

3 pav. Grafinis paieSkos (sprendiniy nagrinéjimo) proceso interpretavimas

Metaeuristiniuose metoduose peréjimy tarp
sprendiniy (sprendiniy nagrinéjimo) procesas
valdomas atitinkamomis sprendimy priémimo
taisyklémis. Klasikiniuose metoduose $ios tai-
syklés paprastai yra determinuotos, tac¢iau dau-
gelis Siuolaikiniy metaeuristiky remiasi nede-
terminuotais, tikimybiniais sprendimais. Ypaé
tai pasakytina apie mus supancio pasaulio
procesy imitavimo metodus, tokius kaip evo-
liucijos modeliavimo, genetiniai algoritmai,
skruzdéliy kolonijy elgsenos imitavimo algo-
ritmai ir pan. Tai nereiskia, kad tokie metodai
redukuojami | nevaldoma stochastini paieskos
procesa. Metaeuristinis procesas néra ,,chao-
tiskas klaidziojimas nezinioje. Atvirksciai,
randomizavimas, atsitiktinumai (angl. ran-
domness) metaeuristikose atlieka konstruktyvy
vaidmenj, diversifikuojant paieskos procesa
(Stiitzle, 1998; Hoos, Stiitzle, 2004). Ne at-
sitiktinumai aklai valdo misy algoritmus, ju
vykdyma, o mes, sudarydami algoritmus, ap-
galvotai iSnaudojame atsitiktinumus, siekdami,
kad paieska tapty lankstesné, efektyvesne, kad
bty surandami geresnés kokybés sprendiniai.
Intelektualizuotas, iSmintingas racionaliai kon-
troliuojamy atsitiktinumy panaudojimo biidas —
Stai kur gliidi stochastiniy metacuristiniy me-
tody esmé.

VII. Reikia pabrézti, kad modernieji meta-
euristiniai metodai, nors ir besiremiantys sto-
chastinémis sprendimy priémimo taisyklémis,
daznai yra grindziami atminties (aposteriorinés
informacijos) panaudojimu. Tai budinga tiek
gamtos procesus imituojantiems metodams, tick
dirbtiniams, sintezuotiems, ,.atitolusiems nuo

gamtos” metodams, tokiems kaip tabu paies-
ka, godzioji randomizuota adaptyvioji paieska
ir kt. Pripazistama, kad disponavimas vieno ar
kito tipo atmintimi — kaip svarbi tikslingesnés,
kryptingesnés, efektyvesnés paieskos salyga —
yra vienas i§ fundamentaliy moderniy metaeu-
ristiky atributy (Misevicius, 2006). Labai svar-
bi yra vadinamoji adaptyvioji atmintis (angl.
adaptive memory), kurios paskirtis — atsizvelgti
1 anksCiau vykusius procesus, iStirtus spren-
dinius, sprendiniy poerdvius ir akumuliuoti
svarbius paieskos proceso pozymius, kad pagal
juos bty galima tinkamai reguliuoti paieskos
pobudi, kryptis ir pan. Galimi skirtingi atmin-
ties realizavimo variantai. Paprastai i$skiriama
trumpalaiké atmintis (angl. short-term memory)
ir ilgalaiké atmintis (angl. long-term memory).
Pirmoji padeda {siminti neseniai atliktus spren-
diniy peréjimus, nagrinétus sprendinius. Antroji
kaupia ivairius paieSkos proceso parametrus,
pavyzdziui, duomenis apie tam tikry jvykiy kie-
ki, daznuma ir t. t.

VIII. Baigiant pagrindiniy metaeuristiniy
metody traktuoCiy apzvalga — trumpai apie
formaly metacuristiky pateikima, aprasyma.
Atvaizduojant metaeuristinius metodus, tikslin-
ga pasinaudoti svarbiausiy metody atlickamy
veiksmy aprasymo Sablonais (struktlrogramo-
mis). Tokie Sablonai gali biiti sudaromi pasitel-
kiant specialias formalizuotas konceptualiojo al-
goritmy aprasymo pseudo kalbas, savo forma ir
sintakse primenancias daugeliui gerai Zinomas,
populiarias programavimo kalbas, tokias kaip
Pascal. Metaeuristinio metodo apraso Sablono
pavyzdys demonstruojamas 4 paveiksle.
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procedure Lokalioji_paieska_aplinkoje_©;

// pradiniai duomenys: s° — pradinis sprendinys; rezultatai: s* — lokaliai optimalus sprendinys

begin
J o
s :=5%

while 35': 5" € Os") Afs')—fs") <0 do begin // lokaliosios paieskos ciklas
parinkti sprendini s’ i$ sprendinio s° aplinkos OXs*)

ir toki, kad fs")-fs7)<0;

end // while
end.

s* :=s" // esamas sprendinys pakei¢iamas nauju

4 pav. Lokaliosios paieskos metodo apraSymas naudojant konceptualiojo
algoritmy apraSymo pseudo kalbq

Baigiamosios pastabos

Kombinatorinis optimizavimas ir intelektua-
lis kombinatorinio optimizavimo uZzdaviniy
sprendimo btdai - metaeuristiniai metodai -
yra svarbi informatikos mokslo kryptis. Bitent
metaeuristiniai metodai KO uzdaviniy kontekste,
pagrindinés teorinés Siy metody traktuotés trum-
pai aptartos Siame straipsnyje. Metaeuristikos su-
prantamos kaip abstrahuoty nurodymu, direktyvy
rinkiniai, aprasantys tam tikros grupés uzdaviniy
sprendimo idéja, — kas yra prieSingybé siauros
paskirties, specializuotiems tradiciniams euristi-
niams optimizavimo algoritmams, orientuotiems
atskiriems konkretiems uzdaviniams. Pagrindinis
metaeuristiniy metody tikslas yra labai aiskus
- surasti aukstos kokybeés sprendinius, kiek ga-
lima artimesnius globaliajam optimumui. Taciau
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COMBINATORIAL OPTIMIZATION AND METAHEURISTIC METHODS:

THEORETICAL ASPECTS

Alfonsas Misevicius, Jonas Blonskis, Vytautas Buksnaitis

Summary

In this paper, theoretical aspects of combinatorial
optimization (CO) and intelligent optimization tech-
niques, i. e. metaheuristic methods (metaheuristics)
are discussed. The combinatorial optimization prob-
lems and their basic properties are shortly introduced.
Much of our attention is paid to the characterization
of the metaheuristic methods, in particular for solving

CO problems. We formulate the main goals of the
metaheuristic methods, also focusing on the special
theoretical issues and features of these methods. The
most important interpretations of the metaheuristic
methods are described in more details. The paper is
completed with the concluding remarks.
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