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Formuojant vertybini  popieri  portfel  svarbu nustatyti ryšius tarp atskir  akcij  gr ž . Ta iau lai-
kantis stabilumo prielaidos (modeliuojant akcij  gr ž  sekas stabiliaisiais d sniais) klasikiniai ryšio 
matai (kovariacija, koreliacija) negali b ti taikomi. Tod l apibendrintasis Markovitzo uždavinys yra 
sprendžiamas su apibendrintais ryšio matais (kovariantiškumas, kodiferencija). Parodyta, kad kodi-
ferencijos tarp atskir  finansini  instrument  koeficientas gerokai supaprastina portfelio formavim .
Buvo sudaryti Baltijos šali  dešimties vertybini  popieri  optimal s portfeliai.

Ryšio tarp atskir  akcij  gr ž  nustatymas 
yra viena iš esmini  problem , kylan i  for-
muojant vertybini  popieri  portfel . Klasikin -
je ekonomikoje ir statistikoje (kai empiriniai 
duomenys turi pirm j  ir antr j  momentus) ryš
tarp dviej  atsitiktini  dydži  (gr ž ) apibr žia 
kovariacija arba koreliacija. Laikantis akcij
gr ž  (a.d.) stabilumo prielaidos kovariacijos ir 
koreliacijos (Pirsono koreliacijos koeficientas) 
skai iuoti negalima: kai stabilumo parametras 
atitinkamai mažesnis už 1 ir 2, nes tuomet ati-
tinkamai neegzistuoja vidurkis ir dispersija (Be-
lovas, Kabašinskas, Sakalauskas, 2005). To-
kiais atvejais tur t  tikti ranginiai koreliacijos 
koeficientai (pvz., Spirmeno, Kendalo ir pan. 
(Kruopis 1993)) arba kontingencijos (Kobzar, 

1978, p.175; Kendall, Stuart 1967) koeficientas, 
kuris parodo, ar sek  elgsena panaši ar ne. Kita 
vertus, tikslinga taikyti apibendrintus kovariaci-
jos koeficientus – kovariantiškum  arba kodife-
rencij . Ryšio matai yra apskai iuojami laikan-
tis stabilumo prielaidos – gr žos pasiskirs iu-
sios pagal stabil j  d sn  (Belovas, Kabašins-
kas, Sakalauskas, 2006). vertin  stabiliojo d s-
nio parametrus ir apskai iav  kodiferencij  ar 
kovariantiškum , sprendžiame apibendrint j
Markovitzo uždavin .

Modelis ir duomenys 

Nagrin sime Baltijos Šali  finansines sekas 
(paprast  vardini  akcij  kain  gr žas). Buvo 

š
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nagrin tas einamasis (Baltic I-list) ir oficialusis 
s rašai (Baltic Main list) (Bendros Baltijos šali
vertybini  popieri  rinkos biržos puslapis). Iš ši
s raš  buvo išrinkta 10 likvidžiausi  sek  nuo 
2000 m. sausio iki 2007 m. sausio. Mes naudojo-
me biržos uždarymo metu nustatyt  kain  (užda-
rymo kain ). Atlikdami analiz  akcij  kainas kei-
iame gr žomis (tolydus atsitiktinis dydis): 

i

ii
i P

PPX 
 1

;

ia {Pi} yra akcij  kain  seka. Atlik  ši  trans-
formacij  maksimalaus tik tinumo metodu ver-
tiname stabili j  d sni  parametrus: , , , .
Gauti rezultatai pateikiami 1 lentel je.

1  l e n t e l .  Stabili j  sek  parametr ver iai 

Akcija

ETLAT 1,5309 -0,0649 0,0004 0,0067 

GZE1R 1,2656 0,0559 0,0019 0,0091 

LDJ1L 1,6094 0,1585 0,0019 0,0133 

MKO1T 1,6313 0,1252 0,0030 0,0118 

MNF1L 1,6283 0,1310 0,0020 0,0162 

NRM1T 1,6158 0,0171 0,0008 0,0071 

SNG1L 1,2872 0,3317 0,0059 0,0093 

TEO1L 1,7832 0,0354 0,0000 0,0107 

VNF1R 1,6789 0,2737 0,0028 0,0161 

VNG1L 1,5384 0,1209 0,0025 0,0133 

Ryšio tarp atskir  akcij  gr ž
nustatymas

Nustat  ryšius tarp akcij  galime apib dinti 
pa i  rink , deja, klasikiniai  ryšio nustatymo 
metodai (koreliacija) ia netinka, nes mišrusis – 
stabilusis skirstinys neturi antrojo momento 
(dispersijos), be to, duomenys yra gana asimet-

riški, tad reikia kitoki , naujovišk  ryšio nusta-
tymo b d .

Samorodnitsky ir Taqqu (2000) si lo neblo-
g  alternatyv , kai neegzistuoja pirmieji mo-
mentai (vidurkis, dispersija). Jie veda du kova-
riacijos (angl. covariance) pakaitalus: 
 kovariantiškum  (angl. covariation),
 kodiferencij  (angl. codifference). 

Jei X1 ir X2 yra simetriniai stabilieji a.d. su 
vienodais parametrais , tai kovariantiškumas 
apibr žiamas taip: 

     

2

1
2121,

S
dsssXX 

 .

Tuomet a.d. X1 skal s parametras 
1X

apskai iuojamas iš formul s   
 

111, XXX  ;

ia >1,   signyy  ,  – atsitiktinio 
vektoriaus (X1, X2) spektrinis tankis.  

Kai 2 , tai 

   21221 ,Cov
2
1, XXXX 

ir
  2

211 1
, XXX   yra a.d. X1 dispersija. 

Tuomet galime apibr žti tam tikr  a.d. 
SX   ( >1) kovariantiškumo norm

   


/1, XXX   ir, jei  0,0,~ SX ,
tai norma sutampa su skal s parametru 

. X
Kodiferencija bendru atveju apibr žiama

charakteristin mis funkcijomis (Nowicka-Za-
grajek, Wylomanska, 2006): 
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ir empirin mis charakteristin mis funkcijo-
mis 
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1
, ln .

Dviej  simetrini  (S S) a.d. X ir Y
( 20   ) kodiferencija yra apibr žiama 
remiantis skal s parametrais 








 YXYXcod YX , .

Kai 2 , tai  YXcod YX ,Cov,  .
Samorodnitsky ir Taqqu (2000) parodo, kad 

galioja  

  
;

21 ,
1















YX

codYX YX



 

ia 21   , tuomet sunormav  abi pu-

ses (padalij  iš 




 YX  ) gausime 

koreliacijos koeficient
  1c21 ,

1  
YXorr .

Bendru atveju 

 
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cod
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

,

tuomet sunormav  gausime, kad koreliacija 
tenkina sistem

    1
expexpln

exp
expexpln

21 ,
1 







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






 

iY{E{iX }E
Y )}{i(XE

iY}{E{iX }E

corr YX
 .

Kai 0,2   , tuomet 
1c1 ,,  YXYXorr   sutampa su Pirsono 

koreliacijos koeficientu, o kai 10   , tai 
šis koreliacijos koeficientas gali b ti tik 
neneigiamas.  

ia iškyla problema – n ra sukurta test ,
kurie leist  patikrinti hipotez  apie normuo- 

tos kodiferencijos lygyb  nuliui, tad hipotezei 
tikrinti taikome butstrapo (angl. bootstrap 
method) metod  (vien  iš Monte Karlo tipo 
metod ).

Nor dami nustatyti, ar Pirsono koreliaci-
jos koeficientas lygus nuliui, naudojame Fi-
šerio skirstin , Spirmeno – atitinkamai Stju-
dento, o Kendalo – statistik , kuri pasiskirs-
iusi pagal Gauso d sn  (Kruopis, 1993). Tik-

rinant hipotez  apie normuotos kodiferenci-
jos ar apibendrintos koreliacijos koeficiento 
lygyb  nuliui iškyla teorini  problem . Tod l
si lomas toks algoritmas: 
 vertiname vis  empirini  sek  stabiliuosius 

parametrus ( , ,  ir ) ir stagnavimo tiki-
myb p;

 Sudarome atitinkamo (normuotos kodife-
rencijos ar kovariantiškumo) ryšio matric
;

 Butstrapo metodu tikriname hipotez  apie 
i,j lygyb  nuliui: 
 poromis generuojame sekas (su vertin-

tais parametrais), pereiname  paskesn
punkt ;

 vertiname ryšio koeficient k
ji,̂ tarp se-

k i ir j, gr žtame  prieš tai buvusi punk-
t  ir kartojame N (=10000) kart ;

 sudarome gaut ver i  variacin  eilu-
t )(

,ˆ k
ji ;

 jei ])975,0([
,,

])025,0([
, ˆˆ   N

jiji
N
ji  , tai 

hipotez s apie i,j lygyb  nuliui atmes-
ti negalime su pasikliovimo lygmeniu 
0,05.

Apskai iuokime kovariantiškum  ir kodi-
ferencij  dešim iai ilgiausias sekas turin i
akcij  (MNF1L, LDJ1L, VNF1R, NRM1T, 
MKO1T, GZE1R, ETLAT, VNG1L, SNG1L, 
TEO1L) ir sudarykime koreliacij  (2–3 lente-
l s) lenteles (sek  ilgiai suvienodinti ir yra 
1427). Kita vertus, portfelio teorijoje reika-
linga kovariacija arba jos atitikmuo, tod l
pateikiame ir apibendint  kovariacij  lenteles 
(4–5 lentel s). 
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2  l e n t e l .  Apibendrintas koreliacijos koeficientas (simetrinis) (visi reikšmingi su pasikliovimo lygme-
niu, didesniu už 0,006) 

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

TEO1L 1 0,104 0,1466 0,3269 0,1344 0,4468 0,1613 0,2519 0,1522 0,1351 

SNG1L 0,104 1 0,157 0,1269 0,1442 0,1219 0,1471 0,1271 0,1784 0,1322 

VNG1L 0,1466 0,157 1 0,1587 0,2365 0,1599 0,1951 0,2277 0,1648 0,2056 

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

ETLAT 0,3269 0,1269 0,1587 1 0,1583 0,3423 0,17 0,179 0,1544 0,1556 

GZE1R 0,1344 0,1442 0,2365 0,1583 1 0,1464 0,1862 0,2013 0,1546 0,1874 

MKO1T 0,4468 0,1219 0,1599 0,3423 0,1464 1 0,1681 0,1873 0,1333 0,1512 

NRM1T 0,1613 0,1471 0,1951 0,17c 0,1862 0,1681 1 0,2054 0,1943 0,1962 

VNF1R 0,2519 0,1271 0,2277 0,179 0,2013 0,1873 0,2054 1 0,1584 0,1701 

LDJ1L 0,1522 0,1784 0,1648 0,1544 0,1546 0,1333 0,1943 0,1584 1 0,18 

MNF1L 0,1351 0,1322 0,2056 0,1556 0,1874 0,1512 0,1962 0,1701 0,18 1 

3  l e n t e l .  Kodiferencijos normos koeficientas (visi reikšmingi) 

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

TEO1L 1 0,0065 0,0088 0,34 0,011 0,8072 0,0081 0,0569 0,0155 0,0024

SNG1L 0,0065 1 0,0396 0,0021 0,0299 0,001 0,0042  0,0044 0,0033 0,0044 

VNG1L 0,0088 0,0396 1 0,0115 0,1016 0,0172 0,0312 0,0442 0,0174 0,0848 

ETLAT 0,34 0,0021 0,0115 1 0,019 0,3744  0,0136 0,02 0,0092 0,0082 

GZE1R 0,011 0,0299 0,1016 0,019 1 0,0185 0,0246 0,0266 0,0085 0,0296 

MKO1T 0,8072 0,001 0,0172 0,3744 0,0185 1 0,015 0,0267 0,0078 0,0111 

NRM1T 0,0081 0,0042 0,0312 0,0136 0,0246 0,015 1 0,0231 0,0281 0,0447 

VNF1R 0,0569 0,0044 0,0442 0,02 0,0266 0,026 0,0231 1 0,0017 0,0151 

LDJ1L 0,0155 0,0033 0,0174 0,0092 0,0085 0,0078 0,0281 0,0017 1 0,0307 

MNF1L 0,0024 0,0044 0,0848 0,0082 0,0296 0,0111 0,0447 0,0151 0,0307 1 

4  l e n t e l .  Kovariantiškumo koeficientas  

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

TEO1L 0,0031 0,0008 0,0012 0,0028 0,0013 0,0029 0,0013 0,0017 0,0014 0,0011 

SNG1L 0,0008 0,0084 0,0014 0,0012 0,0015 0,0009 0,0014 0,001 0,0017 0,0012 

VNG1L 0,0012 0,0014 0,0091 0,0016 0,0026 0,0012 0,0019 0,0018 0,0017 0,0019 
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4  l e n t e l .  Kovariantiškumo koeficientas (t s inys)

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

ETLAT 0,0028 0,0012 0,0016 0,0103 0,0018 0,0028 0,0018 0,0016 0,0017 0,0015 

GZE1R 0,0013 0,0015 0,0026 0,0018 0,0125 0,0014 0,0021 0,002 0,0018 0,002 

MKO1T 0,0029 0,0009 0,0012 0,0028 0,0014 0,0063 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 

NRM1T 0,0013 0,0014 0,0019 0,0018 0,0021 0,0013 0,0088 0,0017 0,0021 0,0019 

VNF1R 0,0017 0,001 0,0018 0,0016 0,002 0,0013 0,0017 0,0071 0,0014 0,0014 

LDJ1L 0,0014 0,0017 0,0017 0,0017 0,0018 0,0012 0,0021 0,0014 0,011 0,0018 

MNF1L 0,0011 0,0012 0,0019 0,0015 0,002 0,0012 0,0019 0,0014 0,0018 0,0091 

5  l e n t e l .  Kodiferencijos koeficientas 

 TEO1L SNG1L VNG1L ETLAT GZE1R MKO1T NRM1T VNF1R LDJ1L MNF1L 

TEO1L 7,4E-04 1,1E-05 1,3E-05 6,0E-04 2,1E-05 6,0E-04 1,1E-05 3,5E-05 2,6E-05 3,0E-06 

SNG1L 1,1E-05 4,2E-04 2,0E-05 1,6E-06 1,7E-05 1,6E-06 2,1E-06 5,7E-06 1,6E-06 2,9E-06 

VNG1L 1,3E-05 2,0E-05 4,0E-04 8,7E-06 7,2E-05 2,2E-05 1,2E-05 4,4E-05 9,1E-06 3,9E-05 

ETLAT 6,0E-04 1,6E-06 8,7E-06 1,1E-03 1,7E-05 6,0E-04 1,0E-05 2,6E-05 7,3E-06 6,9E-06 

GZE1R 2,1E-05 1,7E-05 7,2E-05 1,7E-05 6,4E-04 3,3E-05 1,7E-05 4,0E-05 5,3E-06 2,6E-05 

MKO1T 6,0E-04 1,6E-06 2,2E-05 6,0E-04 3,3E-05 7,2E-04 1,9E-05 1,4E-05 1,2E-05 1,2E-05 

NRM1T 1,1E-05 2,1E-06 1,2E-05 1,0E-05 1,7E-05 1,9E-05 3,4E-04 2,2E-05 1,4E-05 1,9E-05 

VNF1R 3,5E-05 5,7E-06 4,4E-05 2,6E-05 4,0E-05 1,4E-05 2,2E-05 2,4E-04 2,1E-06 1,2E-05 

LDJ1L 2,6E-05 1,6E-06 9,1E-06 7,3E-06 5,3E-06 1,2E-05 1,4E-05 2,1E-06 5,2E-04 2,0E-05 

MNF1L 3,0E-06 2,9E-06 3,9E-05 6,9E-06 2,6E-05 1,2E-05 1,9E-05 1,2E-05 2,0E-05 4,0E-04 

Portfelio parinkimas 

Sudarykime vertybini  popieri  portfel  iš n
akcij . Kiekvienos akcijos svoriui vertinti 
sprendžiame optimizavimo uždavin  (Barami, 
2006; Krokhmal, Palmquist,  Uryasev, 2002): 

 
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
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
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 (1) 

ia i i-osios akcijos svoris portfelyje, i –  
i-osios akcijos gr ž  sekos vidurkis ( -sta-
biliuoju atveju parametras ), ij – kovariaci-
ja tarp i-osios ir j-osios akcijos gr ž  ( -sta-
biliuoju atveju kovariacijos atitikmuo – kodife-
rencija),  1,0  – optimizavimo konstanta (mes 
parenkame 1/2). Pirmoji tikslo funkcijos dedamoji 
charakterizuoja rizik , o antroji – tik tin  gr ž .

Kadangi -stabilaus modelio atveju neegzis-
tuoja nei dispersija, nei standartinis nuokrypis, 
taip pat ir kovariacija (išskyrus =2), portfelio 
svoriams optimizuoti gali b ti naudojama ir 
tokia tikslo funkcija (Rachev, Tokat, Schwartz, 
2003): 
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;

ia =min( i), c=1/ , i – atitinkam  vertybini
popieri  vidutin s pelno normos ( -stabiliuoju 
atveju parametras ), Xj,i – i-ojo vertybinio po-
pieriaus pelno norma j-uoju momentu. Toliau 
sprendžiamas optimizavimo uždavinys: 
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i,minimizuot

i

niw

w

niw
wF

i

n

i
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  (2) 

 lyg i  sistemas (1) ir (2) traukus papil-
dom  s lyg

P
n
i iiw   1 ,

galima rasti optimal  portfel  su norima gr ža 
P.

Pavyzdžiui, iš duot j  akcij  galima sudary-
ti portfelius su tokiais optimaliais svoriais (žr. 6 
lentel ).

Pastebima, kad šios dienos kursu portfelis 
(1) duot  didesn  peln .

Kartu su svori  optimizavimu svarbu nagri-
n ti ir portfelio diversifikavimo uždavin , nes 
portfelyje esant daugiau (n>2) akcij  neretai 
svoriai tampa nykstamai maži ir investicija 
tokias akcijas yra beprasm , o kartais ir ne ma-
noma (reikia sigyti pus  akcijos ir pan.).  

Išvados

Darbe buvo tiriamas ryšys tarp Baltijos šali
akcij  gr ž  ir atsižvelgiant  š  ryš  sudaromas 
optimalus vertybini  popieri  portfelis. Finansin s
sekos buvo modeliuojamos stabiliaisiais d sniais, 
kuriems neegzistuoja antrasis momentas (1,27 < 
< 1,78). Kadangi dispersija neegzistuoja, vietoje 
kovariacijos buvo skai iuojami kovariantiškumo 
ir kodiferencijos koeficientai. Šie ryšio matai buvo 
naudojami sudarant Baltijos šali  dešimties verty-
bini  popieri  optimal  portfel .

Sprendžiant (1) sistem  (su kodiferencij
matrica) dideli  optimizavimo problem  ne- 
iškyla net esant n>10 akcij , ta iau (2) sistemos 
(nenaudojant kodiferencij  matricos) atveju 
optimizavimas yra sud tingas net esant nedide-
liam akcij  skai iui. Taigi kodiferencijos tarp 
atskir  finansini  instrument  koeficientas ge-
rokai supaprastina portfelio sudarym .

6  l e n t e l .  Optimal s vertybini  popieri  portfelio svoriai išsprendus (1) ir (2) sistemas 

 (1) (2) 

TEO1L 0,01931127121831664739 0,00000458324159077873 

SNG1L 0,14748791669745869859 0,20832600703143941412 

VNG1L 0,06520432421240375531 0,07441099228178453540 

ETLAT 0,02316874195215026799 0,00877015050036948456 

GZE1R 0,06396124707815362131 0,26926385550778603184 

MKO1T 0,00856555150906847772 0,12372356319707422667 

NRM1T 0,13592436635025012537 0,04210572877402151554 

VNF1R 0,28168613842527678859 0,11068516003731768138 

LDJ1L 0,11707050740499311270 0,07642465720903288129 

MNF1L 0,13761993515192852411 0,08628530221958331803 
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ON COVARIATION AND CODIFFERENCE IN OPTIMAL PORTFOLIO CONSTRUCTION 

Igoris Belovas, Audrius Kabašinskas, Leonidas Sakalauskas 

S u m m a r y  

Constructing an optimal portfolio it is essential to 
determine possible relationships between different 
stock returns. However, under the assumption of 
stability (stock returns are modelled with stable laws) 
accustomed relationship measures (covariance, cor-
relation) can not be applied. Thus generalized 
Markowitz problem is solved with generalized rela-
tionship measures (covariation, codifference). Port- 

folio construction strategies with and without codif-
ference coefficients matrix are given. We show that 
the codifference application strongly simplifies the 
construction of the optimal portfolio. Optimal stock 
portfolios (with 10 most realizable Baltic States 
stocks) with and without codifference coefficients 
matrix are constructed. 


