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Straipsnyje aptariama matematikos mokymo naudojant informacines technologijas problema-
tika. Kompiuteris suteikia besimokanciajam tyrinéjimo, modeliavimo, konstravimo erdve — ma-
tematikos mokymosi mikropasaulius. Tam reikia parengti kompiuteriniy priemoniy, tinkanciy
matematikai mokytis konstruktyvistiniu metodu. Pries keleta mety Lietuvos mokyklos aprapin-
tos lokalizuota mokomaja kompiuterine programa ,,Dinaminé geometrija” (originalus pavadi-
nimas ,, Geometer’s Sketchpad”). Straipsnyje nagrinéjama sios programos naudojimo matemati-
kos pamokose problematika, programos savybés ir ypatumai, aptariami dinaminiy bréZiniy kon-
stravimo ir programos galimybiy isplétimo badai. Analizuojama dinaminiy bréZiniy komplekto
pagrindinés mokyklos matematikos kursui mokyti rengimo problematika, pateikiamas dinami-

nio bréZinio konstravimo pavyzdys.

Informaciniy ir komunikaciniy technologijy
(IKT) veikiamas keiciasi jvairiy dalyky moky-
mas ir mokymasis mokyklose. Istorija, geog-
rafija naudoja interaktyvius Zemélapius, paZin-
tinius filmus, gamtos moksly pamokose mo-
deliuojami reiSkiniai ir procesai, atliekami eks-
perimentai, kuriuos anksc¢iau buvo galima pa-
matyti tik mokslinése laboratorijose, nagrine-
jami muzikos kiiriniai, uZmezgami bendradar-
biavimo rySiai su ivairiy kultiry Salimis ir $i-
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taip sekmingiau mokomasi kalby. Kompiute-
riai atvéré daug galimybiy mokyti ir mokytis ki-
taip. Bandoma iSmatuoti, kuriuose dalykuose
ir kuriais biidais IKT gerina mokymosi rezulta-
tus — Salys atlieka jvairius tyrimus, stebi moki-
niy ir mokytojy darba, analizuoja pasiekimus.

Pastaruoju metu daugiausia démesio su-
telkta | IKT naudojima pradiniame ugdyme,
ypac pirmauja gerai techniskai apriipintos $a-
lys. Jaunesniojo amzZiaus vaikams sukurta dau-



gybé kompiuteriniy mokomuyjy programy, Zai-
dimy, testavimo sistemy. Patrauklios istorijos,
animaciniai pasakojimai, Zaidybinio pobuidzio
veikla traukia mokinius, mokytojus, tévus. Pra-
diniam ugdymui galima rasti gana daug mate-
matikai skirty mokomujuy kompiuteriniy progra-
my — skaiCiams ir geometrinéms figiroms at-
pazinti, aritmetikos veiksmams atlikti, figiiry plo-
tams, tiriams skaiciuoti ir pan. Pastebima, kad
geréja mokiniy matematinés orientacijos igii-
dziai ir matematin¢ vaizduote (Bork ..., 1992).
Kas toliau? Kaip IKT galety talkinti matema-
tikos mokymui ir mokymuisi gerinti?

Jau pora deSimtmeciy pasaulyje intensyviai
naudojamos ir plétojamos trys universalios
programos, skirtos matematikos (daugiau geo-
metrijos) pagrindams mokytis, tai ,,Auto-
graph“!,  Cabri“?, ,,Geometer’s Sketchpad“?.
Kiekviena i§ $iy programy turi vienokiy ar ki-
tokiy skirtumy, pranaSumy ar trikumy, taciau
i§ esmés yra gana panasios.

Lietuvoje nepakankamai démesio skiriama
matematikai mokyti naudojant IKT. Pirmasias
nedideles matematikos mokomasias kompiu-
teriy programas (treniruoklius) parengé mo-
kytojai (DeSimtainés...,1995; Aritmetika,
1995). Véliau atsirado dar keletas analogisky,
bet beveik tuo viskas ir baigesi.

Vienas didesniy darby taikant IKT mate-
matikai mokyti nuveiktas 2001 metais, kai
iSanalizavus tuomet labiausiai naudojamas
universalias matematikos mokymo kompiute-
rines programas buvo pasirinkta ,,Geometer’s
Sketchpad“ (The Geometer’s..., 2007), lokali-
zuota, licencijomis apripintos visos bendrojo
lavinimo mokyklos (lokalizuota programa pa-
vadinta ,,Dinamine geometrija“).

! Autograf: http://www.autograph-math.com/

2 New Cabri 3D: http://www.cabri.com/

3The Geometer’s Sketchpad: http://www.dynamic-
geometry.com/

Programos lokalizavimas, mokykly apri-
pinimas licencijomis — biitini pradiniai darbai.
Taciau to nepakanka. Toliau prasideda progra-
mos diegimas — ilga, daug triiiso reikalaujanti
veikla. Paprastai iSskiriami du programy die-
gimo metodologiniai etapai: 1) mokytojy mo-
kymas (t. y. kursai mokytojams, jy supazindi-
nimas su programos galimybémis), 2) moky-
mo metodinés medziagos ir taikomuyjy pavyz-
dziy parengimas. Analizuojant ,,Dinaminés ge-
ometrijos* diegima j ugdyma buvo surastas ir
suformuotas papildomas metodologinis etapas
—ne tik mokomi mokytojai, rengiama metodi-
né medziaga, bet ir sistemingai perzilirimos
matematikos mokymo bendrosios programos
(mokymosi turinys), atrenkamos tinkamos
kompiuterizuoti temos ir joms, naudojantis
,Dinaminés geometrijos“ priemonémis, kuria-
mi dinaminiy bréziniy rinkiniai.

Straipsnio tikslas — iStirti dinaminiy bréZi-
niy konstravimo ypatumus naudojant ,,.Dina-
minés geometrijos“ programa, pateikti gali-
mus sprendimo budus, istirti, kaip galima is-
plésti programos galimybes veiksmingesniam
darbui matematikos pamokose.

1. Mokytis matematikos — mokytis
konstruoti matematikos zinias

Matematika —vienas sunkesniy dalyky mokyk-
loje. PriezasCiy daug, viena pagrindiniy — for-
malizuota matematiné kalba, kuri logiska ir
grazi mokslininkui, taciau sunkiai suvokiama
vaiky. Mokslininkai, tyrinéjantys matematikos
mokymo biidus, atkreipia démesj i tai, KAIP
mokyklose dazniausia mokoma matematikos
— paprastai perteikiamos matematikos Zinios,
informacija, aiSkinama, pagrindziama forma-
liais metodais, na dar parodoma — i§ esmés mo-
kinio veikla biina treniruojamojo pobiidzio, vy-
rauja bihevioristinis mokymo buidas (Schor,
Koellner, 2003). Vienas pirmyjy matematikos
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mokymo naudojant kompiuterius tyrin€jimo
pradininky Seymouras Papertas atkakliai siii-
lo konstruktyvistini matematikos mokymo ir
mokymosi metoda (Papert, 1995).

»Atsizvelgus 1 mokyklinj palikima, galima
matyti du matematikos mokymo kelius. Einant
tradiciniu keliu, mokykliné¢ matematika pri-
imama kaip aksioma ir beviltiSkai bandoma
ieSkoti jos mokymo metody. Kai kurie moky-
tojai tam naudoja kompiuterius. Paradoksas,
tac¢iau mokymui naudojamas kompiuteris tam-
pa priemone prievarta kiSti nesuvirS§kinama
medziagg <...> Pagrindiné pedagoginé pro-
blema mums yra ne kaip iSmokyti esamos mo-
kyklinés matematikos, o kaip pertvarkyti ma-
tematikg arba — bendriau — kaip pertvarkyti
zinias, kad nereikéty dideliy pastangy ju is-
mokyti. “ (Papert, 1995, p. 77)

Kompiuteris gali suteikti mokiniui puikia
tyringjimo, konstravimo erdve — matematikos
mokymosi mikropasaulius. Norint tai padary-
ti, pagrindinj démesj reikia skirti:

1) mokytojams rengti mokant naudotis

konstruktyvistine metodika;

2) IKT priemonéms, tinkan¢ioms mate-
matikai mokytis konstruktyvistiniu me-
todu, kurti.

Abu i8vardyti punktai svarbiis. Pirmajam
igyvendinti reikia daug laiko, nepakanka tam
skirti démesi tik mokytoju kvalifikacijos tobu-
linimo kursuose — reikia i§ esmés keisti moky-
ma pedagogus rengianciose aukStosiose mo-
kyklose, nesitenkinti tik geru teoriniu lygme-
niu. Antrajam jgyvendinti biitina rengti kon-
struktyvistiniais metodais gristas priemones ir
iSmokyti mokytojus jomis tinkamai naudotis.

Lietuvoje pora mety bandyta mokyti ma-
tematikos mokytojus rengiant jiems ,,Dinami-
nés geometrijos“ kursus, aiSkinant, ka galima
daryti su Sia programa, kaip ruostis pamokoms.

2003 metais Svietimo ir mokslo ministeri-
jos uzsakymu buvo atliktas kompiuteriniy pro-
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gramy naudojimo mokyklose tyrimas (Moko-
muyjy..., 2003). Jis parodé, kad tik 27% mate-
matikos mokytojy Siek tiek naudoja ,,Dinami-
n¢ geometrija“ —ir tik kai kada, retsykiais, daz-
niausia vieng kita karta parodydami keleta pa-
vyzdziy pamokose.

Mokytojai nurodeé reto naudojimosi ,,Dina-
mine geometrija“ prieZastis — i§ esmes buvo pa-
breziamas laiko ir kvalifikacijos stygius patiems
savarankiSkai pasirengti pamokoms naudojan-
tis kompiuterine programa, pavyzdziui, su-
konstruoti dinaminius brézinius. Nors mokyto-
jams pateiktos metodinés rekomendacijos, kaip
dirbti su Sia programa, nors jie turi konkreciy
pamokos pavyzdziy, taciau kiekvienai matema-
tikos temai ir kiekvienam mokymo (mokymo-
si) stiliui reikia vis kitokiy bréziniy, o norint tai
sukonstruoti reikia nemazai laiko.

Sitaip kilo idéja perziaréti matematikos
mokymo bendrasias programas, iSanalizuoti
atskiras temas, uzdavinius ir sukurti kompiu-
tering priemon¢ — mikropasaulj — matemati-
kai mokyti (mokytis). Priemon¢ turi jgalinti
dirbti konstruktyvistine metodika, be abejo, sa-
vaime jis negali tapti konstruktyvesniu moky-
mo biidu - tai priklauso nuo mokytojo darbo
pobiidzio.

Priemoné pirmiausia skiriama dviem ma-
tematikos mokymo puséms stiprinti — mate-
matikos reiskiniy vizualizavimui ir tyrin€jimui.

Vizualizavimas — puiki kompiuterio funk-
cija mokymuli, ji buvo seniai pastebéta ir nau-
dojama (Dixon, 1997). Sukurta nemazai jvai-
riy kompiuteriniy programy geometriniams
kiinams vaizduoti, ypac plétojamos erdvinés
geometrijos galimybés — pastaroji labiau pra-
varti architektiirai ir inzinerijai. ,,Dinaminés
geometrijos® i§skirtine savybé — Euklido geo-
metrijos ir algebros dinaminiy bréziniy kon-
stravimas turint tik pieStuka, liniuote ir skries-
tuva bei konstruojamy objekty rySiy hierar-
chiSkumas.
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1 pav. ,,Dinaminés geometrijos* priemoniy komplektas 9-10 klasiy matematikos kursui

Matematikos tyrin¢jimas — vienas esminiy
konstruktyvistine pedagogika pagristy moky-
mosi budy. Daug démesio ir priemoniy mate-
matikos pradmenims tyrinéti skiria Logo pe-
dagogikos $alininkai (Papert, 1995). Kaip isi-
tikinome, ,,Dinaminé geometrija“ tam irgi ge-
rai tinka (Stepanauskien¢, 2001). ,,Dinaminés
geometrijos bréziniy sukurtas komplektas ga-
li tapti puikia priemone ivairioms matemati-
kos temoms tyrinéti — §itaip stiprinamas kon-
struktyvistinis mokymosi biidas.

Buvo perziirétos matematikos mokymo
bendrosios programos ir iSsilavinimo standar-
tai (Bendrosios..., 2003). Matematikos bendro-
sios programos analizé parode, kad ,,Dinami-
n¢ geometrija“ galima naudoti mokant arba
mokantis apie 50% matematikos kurso ben-
drojo lavinimo mokykloje (Stepanauskiene,
2001). Be to, ,,Dinaminé geometrija“ padeda
igyvendinti tikslus, uzdavinius ir didaktines
nuostatas, apraSomas bendrosiose programo-
se ir iSsilavinimo standartuose (Dagien¢, Ja-
sutiene, 2004).

Atrinktos temos, kurioms itin tinka nau-
doti ,,Dinaming geometrija*“, ir pradéta rengti
priemoniy komplekta. Aptarus priezastis pir-

miausia pasirinkta pagrindiné mokykla — pa-
rengta mokomoji kompiuteriné priemoné
9 klasés matematikos kursui (Jasutiené ir kt.,
2003), po poros mety — 10 klasés matematikos
kursui (Jasutiené ir kt., 2005). Priemonés iSleis-
tos dviem atskiromis kompaktinémis plokste-
lémis su vartotojo instrukcija ir trumpomis me-
todinémis rekomendacijomis (1 pav.), jomis ap-
ripintos visos bendrojo lavinimo mokyklos.

Parengtas 9-10 klasiy priemoniy komplek-
tas ,,Dinaminei geometrijai“ naudoti matema-
tikos pamokose apima per 900 dinaminiy bre-
ziniy (Jasutiené ir kt., 2003, 2005). Kuriant di-
naminius brézinius buvo pastebeéti ir iStirti bre-
ziniy kiirimo naudojant ,,Dinaming geometri-
ja“ ypatumai.

2. ,,Dinaminés geometrijos*“ ypatumai

Dauguma kompiuteriniy programuy, pa-
vyzdziui, ,,Crocodile Mathematics®, ,,Auto-
graph“, matematikos bréziniams konstruoti
sitilo galimybe pasirinkti geometrines figtiras,
ir jos i§ karto pateikiamos kompiuterio ekra-
ne — galima tiesiogiai atlikti matavimus, trans-
formacijas (Solyté, 2004). ,,Dinaminés geo-
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metrijos“ i$skirtinumas tas, kad geometriné figii-
ra turi biiti konstruojama naudojantis minimalio-
mis priemonémis — pieStuku, liniuote, skriestuvu.
Suprantama, tuomet norint nubraizyti kurig nors
geometring figiira reikia Zinoti jos savybes ir bii-
da, kaip sukonstruoti figiira.

Nubraizyti taisyklinga geometrine figiirg
naudojantis ,,Dinamine geometrija“ néra su-
détinga, taciau nubraizyti taip, kad keiciant fi-
giira jos savybes islikty nepakitusios, reikia ne-
mazai matematikos ziniy ir buti gerai jvaldzius
programa. Sis ,,Dinaminés geometrijos® ypa-
tumas gali biiti laikomas ir pranasumu (reikia
zinoti konstruojamo objekto savybes, perprasti
jo daliy sarysius), ir trikumu (reikia gebéti
naudotis programa, apgalvoti dinaminio bre-
zinio algoritma ir pagal ji sukonstruoti brézi-
ni). Taigi norint sukonstruoti net ir nesudétin-
ga brézinj, reikia matematiniy ziniy ir jgudziy,
taip pat mokéti dirbti kompiuterine progra-
ma, — suprantama, visam tam reikia laiko.

Sia problema galima i§ dalies iSspresti ati-
tinkamai paruoSiant darbui ,,Dinamin¢ geo-
metrija“, t.y. i§ anksto sukuriant savo (naudo-
tojo) priemones (pvz., sukonstruoti taisyklin-
gas geometrines figiiras ir jas jrasyti). Tai pa-
kanka atlikti tik vieng karta. Véliau bet kuria-
me bréZinyje pasirinkus priemong ir bréZiniy
lape spragteléjus keleta karty, bus nubraizoma
pasirinktoji figiira. Taip sukuriama aplinka
(mikropasaulis), kuria nesunku naudotis vi-
siems. Todél Siuo poZiiriu ,,.Dinaminés geo-
metrijos”“ galimybés geometriniams brézi-
niams konstruoti yra gerokai didesnés nei ki-
ty programy.

Vienas esminiy ,,Dinaminés geometrijos
trukumy tas, kad néra trimacio vaizdavimo
priemoniy. Vis délto Siek tiek padirbéjus tri-
mates figiiras (gretasienius, sukinius ir kt.) ir
ju pjivius galima pavaizduoti pasinaudojus
esamomis priemonémis bei komandomis — ga-
lima gauti erdvini dinaminés figiiros vaizda.
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Kuriant dinaminiy bréziniy komplekta pa-
grindinés mokyklos matematikos kursui buvo
susidurta su dar vienu ,,Dinaminés geometri-
jos® trukumu: programa neturi galimybeés vaiz-
duoti parametriniy nelygybiy, lygciy, ju siste-
my sprendiniy. Sis trikumas buvo jveiktas pa-
sinaudojus standartinémis funkcijomis, esan-
¢iomis programoje (bitent, sin, cos, tg, arccos,
arcsin, arctg, abs, sqrt, In, log, sgn, round, trunc).
I$samiau §is konstravimo biidas aptariamas to-
lesniame skyriuje.

Dar viena ,,Dinaminés geometrijos“ ypa-
tybe yra ta, kad geometriniy objekty konstra-
vimas pagristas hierarchija. Pavyzdziui, atkar-
pa, spindulys, tiese, apskritimas konstruojami
turint du taskus (taskai vadinami ,,tévais“, o
gautas objektas ,,vaiku“ ir t. t.). Todél tempiant
»teva“ —taska, keiciamas ir ,,vaikas® — atkarpa
ar kt. Jei sukonstruojamas atkarpos vidurio
statmuo, tai keiciant atkarpa, kei¢iamas ir vi-
durio statmuo. PaSalinus taska — ,,téva“, pasa-
linami ir visi jo objektai — ,,vaikai“. Dél Siy ry-
$iy galima sukonstruoti brézinius, kuriuos di-
namiSkai keiciant jy pagrindinés savybeés iSlie-
ka tos pacios.

»Dinaminés geometrijos“ galimybés leidzia
sukurti dinaminj vaizda, kuriame buty ir di-
naminis geometrinis brézinys, ir paaiSkinimai,
ir sprendiniai, ir navigacijos mygtukai, ir dar
kitokiy patogiy darbui priemoniy. IS tikryjy —
tai mokymo(-si) aplinka, kurioje programuo-
jant objektus galima sukurti priemone bet ku-
riai matematikos ir net kai kurioms fizikos te-
moms mokytis.

Taigi ,,Dinamingéje geometrijoje“ néra kon-
kreciy komandy, kurias suraSius sukonstruo-
jamas brézinys. Dinaminiai vaizdai konstruo-
jami naudojant geometrinius, algebrinius bei
grafinius objektus ir aplinkos priemones. To-
del ,,Dinamin¢ geometrija“ galima vadinti
geometrinio programavimo aplinka (Jackiw,
Finzer, 1993).



3. Dinaminiy bréziniy konstravimas

Sukonstruoti dinaminiai bréZiniai papildo ma-
tematikos mokyma, paskatina mokytojus dirbti
taikant konstruktyvistinius metodus, patrauk-
lius mokiniams: pagreitina Ziniy jsisavinima;
pagerina mokiniy aktyvuma mokymosi proce-
se; kelia mokymosi motyvacija; padeda moki-
niams ugdyti pasitikéjima savimi; lavinamas lo-
ginis mastymas; mokiniai aktyviai bendradar-
biauja su mokytoju (Jasutiené, Stepanauskie-
né, 2006). Be to, pastebimi ir kiti dinaminiy
bréZiniy pranasumai: nereikia daugelj karty
braizyti popieriuje ar lentoje ty paciy brezi-
niy — mokymo(-si) laikas skiriamas Zinioms gi-
linti; iStiriama visa bréZiniy grupé — matomas
visuminis vaizdas; tempiant objektus ir keiciant
parametrus matomas brézinio kitimas — tiriant
jsitikinama jvairiy savybiy egzistavimu; kon-
struojant dinaminius brézinius lavinami ma-
tematiniai gebéjimai ir jgiidziai bei algoritmi-
nis mastymas, gilinamos matematinés Zinios
(Hoyles, Jones, 1998; Dixon, 1997).

Kai imamasi konstruoti dinaminj brézini,
reikia numatyti, kuriai temai jis skirtas ir ku-
riuos gebéjimus turéty lavinti. Kiekvienas kon-
struojamas dinaminis brézinys turi savo paskir-
ti: iStirti objekto savybes, vizualizuoti jrodyma,
pagristi teorema, pavaizduoti uzdavinio spren-
dima ir pan. Nuo dinamisko vaizdo (brézinio)
paskirties priklauso ir jo konstravimo budas.

Breziniy konstravimo biidus naudojantis
,2Dinamine geometrija“ galima suskirstyti j ke-
turias grupes pagal ju konstravimo sudétingu-
ma: 1) tiesioginis konstravimas, kai naudoja-
mos programoje esancios geometrinés priemo-
nés ir komandos (pvz., atkarpa, apskritimas,
trikampis, keturkampis, funkcijos grafikas);
2) konstravimas, pagristas tiesioginiu geomet-
riniu programavimu — kai pagal i§ anksto ap-
galvota algoritma konstruojamas bréZinys nau-
dojantis tiesioginémis programos priemoneé-

mis ir atsizvelgiant j konstruojamy objekty ry-
$iy hierarchiSkuma (pvz., atkarpos dalijimas j
keleta lygiy daliy, taisyklingos geometrinés fi-
giiros, sukiniai); 3) konstravimas, pagristas su-
détingesniu geometriniu programavimu — kai
pagal i§ anksto apgalvota algoritma naudojantis
programos priemonémis ir sudétingesniais al-
gebriniais skaiciavimais kuriama mokymo(-si)
terpé (pvz., griztamojo rySio pateikimas
uzrasant nelygybés sprendinius arba geomet-
riSkai pavaizduojant) ir 4) naudotojo priemo-
niy kirimas i§ visais trim budais konstruoja-
my brézZiniy. Aptarsime kiekvieng i§ budy.

3.1. Tiesioginis konstravimas

Tiesioginis konstravimas yra paprasciausias di-
naminiy bréziniy konstravimo btidas. Tam ne-
reikia ypatingy matematiniy ziniy ar sudétin-
gesnio programos valdymo — naudojamasi tie-
sioginémis programos priemonémis. Pasiren-
kama priemoné (pvz., atkarpa) ir bréZiniy la-
pe nubréziamas objektas. Nubrézus objekta
galima atlikti matavimus ir transformacijas,
uzraSyti teksta, braizyti funkcijy grafikus.

3.2. Konstravimas, pagristas
tiesioginiu geometriniu programavimu

Kiek sudétingesnis yra tiesioginis geometrinis
programavimas. Tam bitina i§ anksto apgal-
voti norimos konstrukcijos algoritma: kaip nu-
braiZzyti dinaminj geometrinj objekta su tam
tikromis savybémis, naudojantis tik skriestu-
vu, liniuote ir keliomis programos komando-
mis. Norint sukonstruoti tokj objekta, reikia
zinoti ne tik objekto savybes ir kaip jas sukonst-
ruoti, bet ir suprasti dinaminiy objekty brai-
Zymo principus, atkreipti démesj j dinamiskas
savybes, rySius tarp objekto daliy ir pan., t.y.
kad keiciant objekta, jo savybés iSlikty nepa-
kitusios.
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Pavyzdziui, norint sukonstruoti lygiaSonj
trikampi, kurio kraStiniy ilgius ir kampy
dydzius galima keisti, reikia remtis lygiaSonio
trikampio savybémis — kampai prie pagrindo
yra lygiis, dvi krastinés yra lygios — ir numaty-
ti, kad Sios savybés bus tenkinamos tada, kai
trecioji trikampio vir§tiné bus pradinés atkar-
pos (trikampio krastinés) vidurio statmenyje
(arba dviejy vienodo spindulio apskritimy, ku-
riy centrai yra atitinkami pradinés atkarpos ga-
lai, sankirtoje). Naudojantis ,,Dinamine geo-
metrija“ lygiaSonio trikampio dinaminis bre-
zinys gali biti sukonstruojamas $eSiais Zings-
niais, kai pradiniai duomenys yra du taSkai —
trikampio vir§anes. Zingsniq skaiCius priklau-
so nuo naudotojo pasirinkto algoritmo. Tai-
kant elementarius geometrinio konstravimo
zingsnius gali biiti nubraizyti visi taisyklingieji
n-kampiai, gretasieniai ir kiti dinaminiai geo-
metriniai objektai. Geometriniy figiiry kon-
stravimo zingsniy skai¢iaus ,,.Dinaminé geo-
metrija“ neriboja.

3.3. Konstravimas, pagristas
sudétingesniu geometriniu programavimu

Sudétingesnio geometrinio programavimo bi-
du dinaminiai bréziniai konstruojami pagal i$
anksto apgalvota algoritma naudojantis viso-
mis programos priemonémis: ir tiesioginémis,
ir sudétingesniais algebriniais skaiciavimais.
Sudétingumas slypi biisimo brézinio algorit-
me —jame naudojami algebriniai skai¢iavimai.

Sitaip dazniausia kuriama mokymo(-si) ter-
pé su griztamuoju rySiu. Pavyzdziui, vienas i$
atvejuy, kai prireikia tokiy konstrukcijy, yra pa-
rametriniy laipsniniy nelygybiy, lyg€iy ar ne-
lygybiy sprendimas, jy sistemy sprendiniy vaiz-
davimas ir jy tekstinis uzraymas. Cia reikia
turéti omeny, kad sprendiniai keiciasi keiciant
lygciy ar nelygybiy parametrus.

Norint geometriSkai pavaizduoti ir tekstu
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uzra$yti tokiy uzdaviniy sprendinius, reikia at-
likti Sivos Zingsnius:

1) numatyti visus imanomus uZzdavinio
sprendiniy variantus, kai kei¢iami pa-
rametrai;

2) kiekvienam sprendinio variantui pa-
raSyti algebrinj reiSkini, kuris lygus 1,
kai tam tikri parametrai tenkina atitin-
kamas salygas, o visais kitais atvejais ly-
gus 0;

3) sukonstruoti pradinius objektus;

4) atlikti pradiniy objekty postiimius tam
tikru atstumu, padaugintu i§ atitinka-
mo aprasytojo algebrinio reiSkinio;

5) sukonstruoti arba uZzrasyti sprendinius
vaizduojancius objektus (atkarpa, spin-
duli, tiese, sakinj).

Zingsniai 3-5 konstruojami geometriskai,
naudojantis tiesioginémis programos priemo-
nemis.

Sudétingiausia numatyti visus galimus para-
metrinio uzdavinio sprendinius, priklausancius
nuo parametry, ir parasyti juos atitinkancius
algebrinius reiskinius. Pavyzdziui, norédami
iSskirti atveji, kai parametras a < 0, turétu-
me aprasyti taip: sgn (abs (sgn(a)-1))-
- abs (sgn (a) ). Sio reiskinio reik§mé lygi 1,
kaia < 0, o kaia > 0, reiSkinio reik§me yra 0.

Sis biidas i$pledia ,, Dinaminés geometrijos“
galimybes. ISmokus algoritmavimo pagrindy
galima sukonstruoti interaktyvias mokymosi
terpes jvairioms matematikos temoms.

3.4. Naudotojo priemonés kiirimas

Bet kuriuo budu sukurtg dinaminj brézinj ga-
lima aprasyti kaip naudotojo priemong. Nau-
doto priemonés kiirimas yra pagristas brézi-
nio scenarijumi. I§ esmeés, tai brézinio konstra-
vimo algoritmo aprasSymas. Tik ji apraSo pati
programa, o ne naudotojas.

Naujas scenarijus — pagal jau sukonstruo-



Duota:
1. tatkas A
2. tatkasH

Zingsniai:

1. Tegul AB = atkarpa jungianti taskus & ir B).

2. Tegul C=vra ohjekio (ﬁ (pasléptas) vidurio taskas.

3. Tegulj=tiesé statmena ohjektui {ﬁ} ir eina pertasksa (T (pasléptas)).
4. Tequl D = taskas ant objekto (statrmuo ).

a. Tegul AD = atkarpa jungianti tagkus (& ir 0.

6. Tegul DB = atkarpa jungianti taskus (O ir B).

2 pav. LygiaSonio trikampio konstravimo scenarijus

ta brézinj: i§ pradziy sukuriama norima kon-
strukcija, o pagal ja kuriamas tos konstrukci-
jos gavimo scenarijus. Biitina salyga, kad pa-
zymeti konstrukcijos objektai biity hierarchis-
kai susieti.

Norint sukurti scenarijy (naudotojo prie-
mong¢) reikia: 1) sukurti konstrukcija — pavyz-
di naujam scenarijui (8i konstrukcija ir bus ku-
riama naujaja priemone); 2) pazyméti kon-
strukcijos pradinius objektus (dazniausiai tai
nepriklausomi taskai) ir priemone norima gau-
ti galuting konstrukcija; jei, be pradiniy ob-
jekty ir galutinés konstrukcijos dar yra objek-
ty, siejanciy pradinius duomenis ir rezultatus,
ju Zyméti nebiitina (jei Sie objektai paZymimi,
tai jie bus matomi ir sukonstravus brézinj su
sukurtagja priemone); 3) sukurti priemong¢ pa-
sirinkus scenarijaus kiirimo komanda.

Atlikus Siuos veiksmus, sukurta priemoné
(scenarijus) jraukiama i priemoniy (scenari-
ju) meniu ir tada ja galima naudoti tame pa-
¢iame arba naujame bréZinyje.

»Dinaminé geometrija“ leidzia perzitiréti
sukurtg scenarijy pasirinkus tam tikra koman-
da (2 pav.). Scenarijaus perziiréjimo gali rei-

keti, kai norima rankiniu budu pakartoti visg
konstravimo kelig ar kartojant konstravimo
zingsnius pakeisti vieng ar kita objekta. Per-
Ziuirint scenarijus galima mokytis konstruoti ir
paprastesnius, ir sudétingesnius dinaminius
bréZinius.

3.5. Sudétingesnio dinaminio bréZinio
konstravimo pavyzdys

Parodysime, kaip pagrindinés mokyklos kurso
breziniy komplekte buvo pavaizduoti paramet-
rinés kvadratinés nelygybés ax> + bx + ¢ <0,
kai a = 0, sprendiniai. Sio vaizdavimo pagrin-
diné problema yra ta, kad ,,Dinaminé geomet-
rija“ neturi tokios komandos, kuri skaiciy tie-
séje pavaizduoty nelygybés sprendinius, taip
pat néra priemoniy sprendiniy intervalams
uzrasyti tekstiniu biidu. Todél norint sprendi-
nius pavaizduoti taip, kad keiciant nelygybés
parametrus, keistysi ir geometriskai pavaiz-
duoti (ar uzrasyti) sprendiniai, reikia papildy-
ti programa naujomis galimybémis.
Sprendinius vaizduosime skaiciy ties€je at-
karpa, spinduliu arba tiese — nelygu, kokie yra
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sprendiniy intervalai. Pirmiausia bréZiniy la-
pe apibréziama koordinaciy sistema, uZzraSomi
parametrai a, b ir ¢, nelygybé, funkcija
f(x) = ax2 + bx + ¢ bei nubraizomas jos grafi-
kas. Nelygybés sprendiniai priklauso nuo pa-
rametro a, lygties ax2 + bx + ¢ = 0 diskrimi-
nanto D reik§més bei lygties sprendiniy x, ir
X,. Apskaiciuojamas diskriminantas ir lygties
sprendiniai. Lygties sprendiniai atidedami abs-
cisiy alyje.

Parametrinés nelygybés sprendiniai yra
Dxe[x x| kaia>0,D > 0;2)x =x,= (-b)/(2a),
kai a > 0, D = 0; 3) sprendiniy néra, kai
a>0,D<0;4)x e (-0 x,]U[x,; +00), kai
a<0,D>0;5) x e (-0 +w), kai a < 0,
D =0ir6)x € (-o0; +), kaia < 0,D < 0.
Kadangi 5 ir 6 atveju nelygybés sprendiniy ai-
bés sutampa, tai tuos du atvejus galima sujung-
ti. Antrojo atvejo geometriskai vaizduoti ne-
reikia, nes Sis nelygybés sprendinys pasirodys,
kai atidésime koordinaciy sistemoje lygties
sprendinius — jie sutaps abscisiy asyje. Trecio-
jo atvejo geometriSkai taip pat nereikia vaiz-
duoti, bet reikia, kad pasirodyty praneSimas,
jog Siuo atveju nelygybé sprendiniy neturi. Tai-
gi turime keturis nelygybés sprendiniy vaizda-
vimo atvejus. Kiekvienam jy sudaromi algeb-
riniai reiSkiniai:

1) sgn (abs (sgn (a) +1)-abs (sgn (D) +1))-
- abs (sgn (D)) . ReiSkinys lygus 1, kaia > 0
ir D > 0, o visais kitais atvejais lygus 0.

2) sgn (abs (sgn (a)—1)- abs (sgn (D) +1)) .
Reiskinys lygus 0, kai a > 0 ir D < 0, o kitais
atvejais lygus 1.

3) sgn(abs(sgn(a)-1)-abs (sgn(D)+1)) -
- abs (sgn (D)) . ReiSkinys lygus 1, kaia < 0
ir D > 0, o kitais atvejais lygus 0.

4) sgn (abs (sgn(a)-1)-abs(sgn(D)-1)).
Reiskinys lygus 1, kai a < 0 ir D <0, o kitais
atvejais lygus 0.

Kiekvienas atvejis vaizduojamas atskirai.
Kaia > 0ir D > 0, tai sprendiniy aibé yra tarp
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X, ir X,. Ja pavaizduosime atkarpa, jungiancia
Siuos du taSkus skaiciy tieséje. Tam atliksime
taSko x, postimj atstumu x x,, kryptis priklau-
so nuo to, kuris i$ lygties sprendiniy yra dides-
nis. Tai nuspresti padeda velgi Zenklo funkci-
jaisgn(x-x,) = 1;0;-1 (1, kaix >x,-1,
kaix, <x, ir0,kaix =Xx,). Vadinasi, postamis
atliekamas horizontaliai atstumu
sgn (abs (sgn(a)+1l) - abs(sgn(D)+1)) -
-abs(sgn(D)) - sgn(x,-x,) -|
jungiame pastumtg taska su jo pirmavaizdziy
atkarpa ir ja parySkiname. Dabar §i atkarpa skai-
¢iy tieseje pasirodys tada, kaia > 0ir D > 0
(3 pav. a).

Kaia > 0ir D < 0, turi pasirodyti pranesi-
mas ,,Nelygybé sprendiniy neturi“. Tam
uzraSomas tekstas. BréZiniy lape atidedamas
taskas toje vietoje, kurioje norima matyti pra-
neSima. Belieka sukurti neapibréztumo reis-
kinj, kai netenkinamos salygosa > 0ir D < 0,
kad praneSimas biity nematomas. Tam, kai
a < 0, naudosime sqrt (a), o kai D >0, nau-
dosime sqgrt (-D) /D. Atlickamas atidéto tas-
ko horizontalusis postimis

x x| . Su-

atstumu
sgn (abs (sgn(a)-1)+ abs(sgn(D)+1)) -
- sqrt (a) - sqrt (-D) - 1cm. Kai reiskinio
reik§mé lygi 0, tai praneSimas matomas, o kai
lygi 1 — pranesimas dingsta (3 pav. b). Analo-
giSkai galima uZraSyti ir kity nelygybés spren-
diniy aibes intervalais. Tada pirmavaizdis ir pa-
stumtasis taskas paslepiami.

Kaia < 0ir D > 0, nelygybés sprendiniai
vaizduojami spinduliais. Jy vaizdavimas pri-
klauso nuo lygties sprendiniy x, ir x,. Taigi vel
naudosime sprendiniy palyginimo reiSkini:
sgn (x,-x,) = 1;0;-1(1,kaix, >x, -1, kai
X, < X, ir 0, kai x;, = x,). Atliksime taSko x
postiimj atstumu sgn (abs (sgn(a)-1)-
-abs (sgn (D) +1)) -abs (sgn (D)) :sgn (x,—x,)
- 1cm ir sukonstruosime spindulj, einantj per
pirmavaizdj ir pastumta taska. Analogiskai at-
lickamas taSko x, postamis atstumu
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3 pav. Kvadratinés nelygybés sprendiniy vaizdavimas:
a)a>0,D>0;b)a>0,D<0;c)a<0,D>0;d)a<0,D<0

)-1) - abs(sgn(D)+1)) -
(-sgn (x,-x,)) - lcm ir su-

sgn (abs (sgn (a
-abs (sgn (D)) -
kuriamas spindulys (3 pav. c). Pastumtasis
taskas paslepiamas.

Paskutiniuoju atveju, kai a < 0 ir D <0,
sprendiniai pavaizduojami tiese. Tam koordi-
naciy pradzZios taskas pastumiamas atstumu
)-1) -abs(sgn(D)-1)) -
- lcm. Per pirmavaizdi ir pastumta taska su-
konstruojama ties¢ (3 pav. d). Pastumtasis
taSkas paslepiamas.

Sukonstruotas dinaminis bréZinys vaizduo-
ja parametrinés kvadratinés nelygybés
ax’+bx+c <0, kai a = 0 sprendinius. Siam bré-
ziniui sukurti ,Dinaminéje geometrijoje“ nau-
dojamas 30 Zingsniy algoritmas.

sgn (abs (sgn (a

4. Pagrindinés mokyklos matematikos
kurso dinaminiu bréziniy komplektas

Dinaminiai bréziniai 9-10 klasiy matematikos
temoms mokytis buvo kuriami dél keliy prie-
ZasCiy: pirmiausia, noréta sukurti produkta,
kuris padéty mokiniams pasiruosti bendryjy
zZiniy patikrinimui baigiant pagrinding mokyk-
la (desimtoje klaséje); antra, dauguma 9-10
klasés matematikos temy buvo galima vizua-
lizuoti prasmingais dinaminiais bréZiniais ir

trecia, devintoje klaséje pradedamas, o deSimto-
je tesiamas funkcijy mokymas — dinaminiai
bréZiniai padeda geriau suvokti funkcijos apibreé-
zima ir funkcijy savybes, perprasti jy transforma-
cijas ir taikomuma (Dagieng, Jasutiene, 20006).

Atsizvelgiant | Sias prieZzastis ir iSsamiai iS-
analizavus programos galimybiy i§plétima bu-
vos pasirinktos tos matematikos temos, kurias
galima vizualizuoti ,,Dinamine geometrija“ ne-
pazeidziant jprasty matematiniy zymeéjimy ir
ziniy. Komplekte pateikiami dviejy tipy dina-
miniai bréziniai: 1) vizualizuojantys matema-
tikos teorija ir 2) vizualizuojantys sprestinus
uzdavinius (Zr. lentelg).

Teorija vizualizuojantys dinaminiai brezi-
niai buvo kuriami taip, kad mokytojas turéty
galimybe pasirinkti, ar naudoti visg temos bré-
ziniy grupe (pvz., kiekvienas brézinys skirtas
tirti funkcijos grafiko kitimui kei¢iant po vie-
na kvadratinés funkcijos parametra), ar ben-
driausia dinaminj brézinj (pvz., brézinyje funk-
cijos grafikas tiriamas keiciant visus tris kvad-
ratinés funkcijos parametrus). Uzdavinius vi-
zualizuojantys dinaminiai bréziniai turi kele-
ta savybiy: 1) vienas dinaminis brézinys apima
visa uzdaviniy grupe ir 2) daznai iSplecia uz-
davinio salyga, pritaiko ja bendresniems atve-
jams (Dagiené, Jasutiene, 2006).
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Lentelé. Dinaminiy bréZiniy skaiciai pagal temas

9 klasé 10 klasé
Tema Dinamini‘lgv .bréiinitg Tema Dinamini.qv 'bréiiniu
skaicius skailius

Tiesiné funkcija 146 Funkcijy grafikai 95

Kvadratiné funkcija 90 Lyg¢iy ir nelygybiy 23
sistemos

Tiesiniy lygéiuy 21 Kvadratinés nelygybés 39

sistemos

Trikampiy panasumas 78 Smailiojo kampo 83
trigonometrinés funkcijos

Kvadratiniy lygéiu 19 Trikampiy sprendimas 74

sprendimas

Apskritimas, skritulys 116

Uzdaviniai 102 UZdaviniai 68

Kuriant priemong daugiausia démesio bu-
vo skiriama priemonés naudojimo patogumui
—kad mokytojas kuo maziau sugaisty laiko pri-
taikydamas brézinius savo pamokoms (Jasu-
tiene, Stepanauskiené¢, 2006). Pazymétina, kad
naudojant priemon¢ galima mokyti (mokytis)
jvairiais metodais: tiek demonstruojant, tiek
dirbant individualiai ar grupelémis. Ypac pa-
bréziamas matematikos mokymas taikant kon-
struktyvistini mokymo metoda.

ISvados

Lietuvos bendrojo lavinimo mokyklos apriipin-
tos lokalizuota mokomaja kompiuterine prie-
mone ,,Dinaminé geometrija“ (originalus pa-
vadinimas ,,Geometer’s Sketchpad®) — tai pa-
saulyje Zinoma ir daugelyje mokymo jstaigy
naudojama matematikos mokomoji programa.
Lietuvoje buvo analizuojamos $ios programos
galimybés matematikos pagrindams mokyti.
Nustatyta, kad ,,Dinaminés geometrijos*
programa gerai tinka matematikos reiskiniams
vizualizuoti ir tyrinéti. Ta¢iau kuriant dinami-
nius brézinius susiduriama su keliomis proble-
momis: 1) programa nepateikia sukonstruoty
taisyklingy geometriniy figiiry (daugiakam-
piy), 2) programa neturi standartiniy priemo-
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niy trimatés erdvés figiroms kurti, 3) progra-
ma neturi priemoniy parametriniy lygc¢iy, ne-
lygybiy, ju sistemy sprendiniams vaizduoti ir
uzrasyti tekstiniu pavidalu.

Sioms problemos spresti buvo pasiiilytos
papildomos ,,Dinaminés geometrijos“ priemo-
nés ir metodikos. Dinaminéms erdvinéms fi-
giiroms ir jy pjiviams vaizduoti sitiloma nau-
doti programos aplinkoje esamas priemones
ir komandas. Naudojant standartines progra-
mos funkcijas galima pavaizduoti bet kurj
sprendiniy varianty skaiciy, uzrasyti juos teks-
tiniu pavidalu. Programoje esanti naudotojo
priemoniy kiirimo galimybé leidzia vieng kar-
ta sukonstruota objekta lengvai panaudoti kiek
norima karty kitose vietose. Vadinasi, suki-
rus papildomy priemoniy, ,,Dinaminés geo-
metrijos“ programa gali biti efektyviau nau-
dojama matematikos pamokose.

ISsprendus $ias ,,Dinaminés geometrijos*
iSplétimo problemas, toliau buvo siekiama kur-
ti mokomasias kompiuterines priemones su §ia
programa. Kad matematikos mokytojai veiks-
mingai naudoty pamokose ,,Dinaming¢ geo-
metrija“, biitina parengti matematikos kursa
atitinkanciy patogiy ir lanksc¢iy bréziniy. Tai
ir pradéta daryti — perziiirétos bendrosios ma-



tematikos mokymo programos, issilavinimo
standartai ir naudojantis ,,Dinaminés geomet-
rijos“ programa parengtas dinaminiy bréziniy
komplektas kai kurioms matematikos temoms

mokyti(-s).
Dinaminiy bréziniy komplektas visiSkai pa-
rengtas tik dviejy pagrindinés mokyklos kla-
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Summary

A five-year long research has been developed in two
phases. The first phase was to analyze problematic di-
mensions of teaching mathematics in schools using com-
puter-based technologies and searching for the most
suitable software for the National curriculum of mat-
hematics. The next step was to investigate (also to lo-
calize) the “Geometer’s Sketchpad” and to built va-
rious sets of dynamic sketches for teaching and
learning mathematics in basic schools. More than 900
dynamic sketches have been developed within 9™ and
10t grades (years 16 and 17) mathematics curriculum.
The construction of dynamic sketches shows that it is
difficult for teachers of mathematics to construct these
sketches. It is not enough to know mathematics but
teacher need deeper sophistication in this software.
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The principle of the “Geometer’s Sketchpad” is
rather simple: we have an empty sheet of paper, ru-
ler, pencil, calculator, and several drawing commands,
all you need to create. Very often quite complex dy-
namic images have to be created by using the merest
means. In such case just a few steps have to be per-
formed. For example, to create a decision model of
inequality the algorithm of approx. 200 has to be
implemented. “Geometer’s Sketchpad” does not li-
mit the possible number of algorithm steps. It rather
depends on the computer facilities as well as a per-
son’s invention. Therefore, some problems of const-
ruction of dynamic sketches was found and presen-
ted in this paper.



