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О НЕКОТОРЫХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТАХ МЕТРИЧЕСКОГО 
ПРОСТРАНСТВА ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВВ. БЛИЗНИКАСВ заметке рассматриваются некоторые объекты, образованные из компо­нент фундаментальных дифференциально-геометрических объектов первого, второго и третьего порядков метрического пространства линейных элементов. Установлена зависимость между тензором неримановости ассоциированного финслерова пространства и тензором Дарбу ее индикатриссы. Для финслеро- ва пространства с трехмерной базой эта зависимость, в несколько другом виде, была получена Μ. В. Васильевой [4]. При помощи пучка соприкасаю­щихся гиперквадрик индикатриссы установлен геометричесский признак вы­рождения метрического пространства линейных элементов в финслерово.Общая теория метрических пространств линейных элементов 9rfl инва­риантным аналитическим методом Г. Ф. Лаптева [5] и А. Μ. Висильева [3] построена в работах [1] и [2].

§ 1. Аппарат исследованияНа метрическое пространство линейных элементов 5rfl можно смотреть как на ------ мерную поверхность в ------ мерном пространстве§° (и*,  √, gif) с фундаментальной группой — некоторым нормальным продол­жением бесконечной аналитической группы точечных преобразований. При таком рассмотрении геометрия пространства ¥ n определяется как совокуп­ность свойств поверхности
v) (i, j, k≈ 1, 2,∙ ∙ ∙, n)пространства §°, инвариантных относительно продолженной бесконечной группы аналитических преобразований:

ui' = ui∖u∖∙ ∙., un)t

(1)
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Структурные уравнения третьего нормального продолжения бесконечной аналитической группы можно записать так:Dω,= [ω∖ ω!],0ω)=[ω*,  ω'] + [<√v ω*],z>⅛ = ⅛∙ 0,{]~[⅛ ωi]-⅛. ω∕)+⅛. (2)d⅛=⅛∙ ω1,]-⅛> ωj']~⅛∙ ω3~~⅛> ωi] + [ω⅛ 0⅛l + ⅛,∙ ω*Lгде формы ω'jk, ωjw и ω,.kh симметричны по всем нижним индексам, а цикли­рование происходит по парам нижних индексов.Так как Dω*≡0,  DωJ≡≡ [ω*,  ω*]  (modω*),то с каждым центром М опорного линейного элемента, координаты которо­го являются первыми интегралами вполне интегрируемой системы ω, = 0, ωf = 0, связывается центроаффинное пространство ЛЯ(Л), отнесенное к та­кому аффинному реперу {М, е,}, что формы ω' будут коэффициентами разложения репера, бесконечно близкого к исходному, из множества реперов с общей вершиной
d ei ≡ ω*  ek (mod ω,), dM=ω*Определяющая система дифференциальных уравнений пространства c3rn имеет вид [2]:

dgil-gi^tj-g∣,i^i=gil,ι,^ + g'ijι^ι («, β, γ = 2, 3,∙∙∙, я). (3)Проведя последовательно внешнее дифференцирование и развертывание по линейно независимым формам ω, и ωf, мы получим из (3) следующую сово­купность систем уравнений Пфаффа:V⅛ * + %/(.“/)» +4, α ωu = Sii, kl ω' + <∙,⅛ttω*v4.«+4«“1=4»« “‘+4, «?“> •
V⅛>*z  + ⅛ικζt, I <» ω∕)l√) + ^∙Λ m“»Z — ⅜n<>ω∕)*∕  ++ 24.σ∣ «I “*)>  +4« ⅛ = ⅛∙. klm ω" + 4*⅛  “ьv4,4α+g,ii. ka “i+24., i »;,* +4 β <⅛ --⅛,,⅛ + 4 =<7.kla “'+4»«?v4.«»+⅜,«? “1+4-, <« ω⅛)=4,»«? +4'«?тω>τ:V⅛, *ta + ⅛,ρ.,w< l,.) + 3gifιt, (t <,>- , (J ⅛, „J -

4m + %, (i ωy)⅛hf + sιγ, а “ift/m - ¾∕,(m I а I “*/)  1 +

"*■  ⅛∕, Will ‰) l~8>i. *⅛f  ω" + fklma “1,
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(4)

Vgij, kin ÷gij,kln ωi ÷ 4¾ρ∙,∣(Λ I α I ω0p) ÷gij, PΛ ωΛ∕ ÷ 

⅛,∕. (*  I ß I ωf) a ~ ¾ijt a J a l ωj) 1 — 2gp l a l ωyjw —

2. Lietuvos matematikos rinkinys I Nr. 1—2

"~gij, β ωa⅛∕ ÷ ¾Λ(*  I βocI ω∕p) 1 ÷ ⅛∕(i, I aβ ∣⅛*  ÷ 

+ ⅛>ij, γ (a t°β)⅛ ~ %gij, aβ ωi*  %g ij, (a t°β)*  +

÷ ¾7, k (a ωβ) ÷ gij, aβT ωi⅛ = gij, Haß t° ÷ gij, aβγ ωP 

^gij, aβT + ^gij, aβTω* ÷ ^gij, (aβωγ)= gij, Aaβγt° ÷ g⅛ aβγβ t*1и τ. д., где ti

ij,iι∙∙4p at∙∙∙⅜4gijt ∣1.. ∙ipa1' ∙ ∙ afl dgij,

— p ω* — ∙ ∙ ∙ —в. . βω^ .
6Λj,h∙ ∙ ∙⅛a1∙ ∙ ∙afl i s∙∕,h∙ ∙ ∙lp≈ι∙ ∙ ∙≡p-lP a√а все коэффициенты, стоящие в правых частях этих уравнений, симметрич­ные по всем греческим и по всем латинским индексам, стоящим после запя­той, а также они симметричны и по индексам i и j. Фундаментальная по­следовательность тензоров фундаментально-геометрического объекта четвертогопорядка пространства имеет вид:

gH, а» (5)
а' о"
6ij,a*  6ij, αβ* (6)

σf а" σ",°ij,<V gij, aβ, gij, aß Y* (7)
p' е” β*"  Piv°ij,a' 6ij,<φ 6ij>a∙VV 6ij,<ι^6' (8)

§ 2. Геометрическая характеристика некоторых объектов пространства 7„1. Вектор Картона. Дифференциал дискриминанта тензора gij можно за­писать так:
dg=ggijdgij, (9)где 5 = det∣∣f,∙,∙∣∣, g⅛ = -LJ⅛-. (10)Внеся dgij из (3) в (9), мы получимdln]∕f=ω}+ .. . +√I+fΛ>, + ⅛ω*, (11)где λ=4^^*¾∙*,∙> ⅛=⅛*%,<,∙ <12)

Дифференцирование второго соотношения (10) дает
Vgij=Si.i. t k ω* + g'”, a ωf, (13)где

εi.i.,k= -gipgitgtβ,k,, g,.ii.,a= -g^g^g',,,^ (14)Продолжение дифференциального уравнения (11) для величин g į приводит к уравнениям: V⅛ + ⅛ωι≡≡0 (modω', ωf). (15)
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Положим ⅛,=Vf1ιf,*δ iα4 (16)где 5“ — символ Кронекера. Дифференцирование этих выражений дает V⅛,≡≡0 (modω∙, ωf). (17)При помощи величин k*  можно определить инвариантный вектор — радиус- вектор инвариантной точки пространства An(M),.
к = ki ei, который ортогонален к опорному линейному элементу. Этот вектор назовем вектором Картана пространства ‰Если картановский вектор неопределен, т. е. k*  = 0, то дискриминант тензора gij (фундаментального метрического тензора пространства 9rn) не за­висит от линейного элемента. Пространства ‰ для которых А’ = 0 (или ^ = 0), дуальны некоторому метрическому пространству гиперплоских эле­ментов в смысле Моора [7].2. Ассоциированное финслерово пространство Р„. Определяющее уравне­ние ассоциированного финслерова пространства Fn [2] имеет вид: ς 

dF-F<⅛ = ai ω, - ha ωf, (18)где _
^7≡1∕^11> ai= Äa = F^(^lα -2~^ll,α),Величины ai и образуют фундаментальный фуфференциально-геомет­рический объект первого порядка пространства Fn и подчиняются следующим дифференциальным уравнениям:V ai - ai ω} - ha ωf,∙ + Fω}. = cii ω> +fia ω",- (V Λα + F <⅛) =fia ω, + Aαβ ωf, где

= ~2p^{Sll, ij ai aj)>

Λa = ~F^ ~2^ ^∏,∣a"^ ö»^a) ’ ^1)

Величины ¼xβ≡^F"(^aβ + ^la,β+^lβ,a+~2 ^H, aß ~" ⅛^β),

дифференциальные уравнения которых имеют вид— (V ba + ba ω] + ω1a) ≡ 0 (mod ω,∖ ω1a),определяют трансверсальную гиперплоскость пространства F„ [2]:⅞ = ea + Vι. (23)Величины
gn = F*,

^la =^al =^la + ^2^^ll,at ^4)

^aβ s^aβ"^⅛(a, β) ÷aß 
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образуют тензор (метрический тензор пространства Fn), дифференциальные уравнения которого имеют вид:⅛u - ‰ “1 = 811, i<Λ, + 2glα ωf,Vff,α - Su <⅛ = (f1.,4 + -у ⅛,ia) +*aβ <■>?, (25)Viζζp-¾<aωβ) = (∙ ∙ ∙)* ωt + "ttβγωbгде ”aßT = ⅛(aβ,γ)÷ ⅛<a, βτ>^∣^ ^2^^∣1. aβT' (2θ>Тензор нефинслеровости пространства п:”a = _2~^ll, a’ waβ = ⅛ (a,β)÷-2-^ll,aβ (^7)охватывает тензор пл. В финслеровом пространстве Fn трансверсальная гипер­плоскость совпадает с ортогональной гиперплоскостью. Гиперплоскость, ор­тогональная к опорному линейному элементу в смысле метрики пространст­ва ^n, совпадает с трансверсальной гиперплоскостью (23) пространства Fn тогда и только тогда, когда иа=0. Тензор па назовем тензором нетрансвер- сальности пространства F„.Тензор неримановости na, no⅛t ng^r пространства 9rn [2] охватывает тен­зор нетрансверсальности пл пространства Fn, тензор нефинслеровости яа, na^ пространтсва 7 n и тензор неримановости wagγ пространства3. Индикатрисса пространства Fn. Индикатрисса пространства Fn опре­деляется при помощи дифференциального уравнения:
dF - Fω} ≡ - Aa ωf (mod ω,), (28)последовательное продолжение которого дает-(vAχ + Fω^) = Λaftωf,V ftttβ + A«ß ωι = AaßT a,ι (mod ωi), (29)V AzßT + 2A«ßT ωι+ ‰ "τ> ≡где ‰T ~ ~2~ (2⅛, Т) ÷ ⅛1 (aβ, T) ÷ T⅛ aβτ ÷ 3¼x⅛)) ’

1 ∕ 1 ∖ <3°) 
⅛βγβ ~~ ~p^ (⅛(aβ,γβ) ÷ ¾1 (a, βγe) ÷ ~f^ aβγβ ÷ ^(xβ∖e) ÷ ^¼χ^βγβ)) .

Величины ha, hg⅛ и Λapγ образуют фундаментальный дифференциально­геометрический объект третьего порядка индикатриссы пространства Fn. Мет­рический тензор и тензор неримановости пространства Fn связаны с объектом ‰ Äxß> Aapτ) следующим образом:
Обозначив

8iλ = ~pht∙ 8aβ = FAaβ + Aa Aβ, (31)««ßT = -FAaßT-3A<aßAT>- (32)^ = det∣∣⅛,7∣∣, (33)a= det ∣∣Aaβ∣∣, (34)
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в силу (31), мы получим соотношение:
g==Fnh. (35)Мы будем рассматривать тот общий случай, когда метрика пространства Fn невырождена, т. е. g≠0. Вследствие этого предположения и соотношения (35), можем ввести тензоры gik и Л®р, компоненты которых являются приве­денными минорами матриц ∣∣g,7∣∣ и ∣∣Λχp∣∣, т. е.

1 д? 
g dgij ’rαβ__ 1 ∂hА ∂Aap ’ Дифференцирование этих уравнений дает

Vgfj≡≡O, v Λtχ0 — Λaβ ω} ≡≡ 0 (mod(ι√, со®).Введем теперь величины

(36)
(37)

(38)дифференциальные уравнения которых имеют вид
где V ζ + >л “1 + “į = ζβ “1 (mod ω').

⅛ = п+ 1 ^«Т«Р ~ μ*λTa⅛μβ)∙
(39)

При помощи величин 1л в А„ (М) определяется инвариантная гиперплос­кость -c,a = ea + zaei∙ (40)Так как ковектор la называется чебышевским ковектором гиперповерхности (28), то ему соответствующую гиперплоскость (40) назовем чебышевской (характеристической) гиперплоскостью индикатриссы пространства Fn.Тензор Дарбу индикатриссы пространства Fn имеет вид:fraJT = ⅛βT-¾√T>∙ (41)Из уравнений (32) и (41) вытекает, что имеется зависимость между тен­зором неримановости пространства F„ и тензором Дарбу ее индикатриссы:,1.τ = ⅝ + ⅝⅝' (42)где
qχ≈Flr-hr (43)Для финслерова пространства с трехмерной базой эта зависимость, в нес­колько другом виде, была получена Μ. В. Васильевой [4].Так как

dh = hh*tdh^,  то в силу уравнений (29) получим
"+— 9 1

d In V h ≡ √ - ω} + ∕a ω1a (mod ω,). (44)Соотношение (35) и уравнения (29) и (44) даютdin V g≡ω. + gaω® (mod ω,). (45)
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Очевидно, что величины qi, определенные соотношениями (46) являются координатами картановского вектора пространства F„. Впервые этот вектор появился у Картана [6]. Если картановский вектор пространст­ва Fn неопре делен, т. е. g, = 0 (или ^χ = 0), то индикатрисса пространства 
F„ является аффинной сферой, т. е. гиперповерхностью, все аффинные нор­мали которой проходят через одну точку.Из (43) и (46) следует, что картановский вектор пространста F„ равен нулю тогда и только тогда, когда чебышевская гиперплоскость совпадает с трансверсальной. Следовательно, индикатрисса пространства Fn является аф­финной сферой тогда и только тогда, когда ее чебышевская гиперплоскость совпадает с трансверсальной гиперплоскостью.Если 6aργ = 0, то индикатрисса является гиперквадрикой. Пространства Fn, для которых ⅛aβγ = θ. θιuθ не являются римановыми. Если чебышевская ги­перплоскость совпадает с трансверсальной и ftapτ = 0, то, в силу (42) и (43), пространство F„ является римановым.4. Соприкасающиеся гиперквадрики. Так как индикатрисса пространства 
Fn не проходит через центр пространства An (Λf), то поле соприкасающихся ■ гиперквадрик относительно локального репера {M, e1∙} определяется урав­нением :

aijxixj' + 2acixi + a00 = 0, (47)коэффициенты которого имеют вид:a00=-l, ¾1 = F(F-2a0ι),aia + \0oi--F(A<t + ao1I). (48)
<⅛ = 2¼≈ aβ) о - ¼ a0l + (¾β + Mß)-где a0i — параметры пучка соприкасающихся гиперквадрик. В силу произ­вольности величин a0l∙, центр такой гиперквадрики может занимать любое положение в пространстве An(M).Требуя, чтобы центр соприкасающихся гиперквадрики совпал бы с цент­ром пространства An (M)t получим, что ai0 = 0, а отсюда и из уравнений (47) и (48) вытекает, что искомая гиперквадрика имеет вид:F2 (x1)2 + (FAaβ + Aχ Af,) хях9 - 2Fhχx1 ха - 1 = 0. (49)Коэффициенты этой гиперквадрики, согласно (31), являются компонентами метрического тензора пространства Fn.Требование, чтобы гиперквадрика (49) имела бы с индикатриссой касание третьего порядка в любом направлении, дает waρτ = θ∙ Отсюда и следует геометрический признак вырождения пространства F„ в риманово.При помощи метрического тензора gij пространства <Ζn в каждом An{M) можно определить поле гиперквадрик gijxixi≈ 1. Если пл =°. = 0, тоэти гиперквадрики совпадают с (49). Отсюда вытекает геометрический приз­нак вырождения пространства ¥ n в финслерово, т. е. для того, чтобы про­странство 9rя было финслеровым, необходимо и достаточно, чтобы поле ги­
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перквадрик gijxlxi=∖ в An(M) имело бы (и—1)—мерную огибаю­щую.Итак, картановский вектор пространства 57п, величины ba и тензор не- трансверсальности пространства 57 я являются подобъектами объекта, образо­ванного тензорами gij∙ и (5); метрический тензор пространства Fn и тензор нефинслеровости пространства c¾ n — подобъекты объекта g,y и (6); тензоры неримановости пространств F„. и 57 я — подобъекты объекта (7); величины Zα, д' и ⅛fltpγ — подобъекты объекта gij∙ и (7).
Вильнюсский государственный педагогический институт - Поступила в редакцию23. I. 1961
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APIE KAI KURIUOS METRINĖS TIESINIŲ ELEMENTŲ 
ERDVĖS GEOMETRINIUS OBJEKTUS

V. BLIZNIKAS
(Rėžiu m ė)Darbe yra surasta geometrinė interpretacija kai kurių metrinės tiesinių elementų erdvės geometrinių objektų, kurių komponentės sudarytos iš metrinės tiesinių elementų erdvės pirmos, antros ir trečios eilės fundamentalių objektų komponenčių. Rastas ryšys tarp asocijuotos Finslerio erdvės nerymaniškumo tenzoriaus ir jos indikatrisės Darbu tenzoriaus. Jeigu asocijuotos Finslerio erdvės indikatrisės Čebyševo hiperplokštuma su­tampa su transversaline hiperplokštuma ir Darbu tenzorius lygus nuliui, tai asocijuotoji Finslerio erdvė yra Rymano erdvė. Asocijuotos Finslerio erdvės indikatrisės glaudžiamų- jų kvadrikų pluoštu nustatytas metrinės tiesinių elementų erdvės išsigimimo geometrinis požymis, t. y. surastos būtinos ir pakankamos sąlygos tam, kad metrinė tiesinių ele­mentų erdvė būtų Finslerio erdvė.
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ÜBER EINIGEN GEOMETRISCHEN OBJEKTEN DES METRISCHEN 
LINIENELEMENTRAUMES

V. BLIZNIKAS
(Zusammen/asu ng)Die Koordinaten der Grundelementen von (2h — 1) dimensionaler Linienelement- manigfaltigkeit kann man als erste Integrale der totalintegrierbaren Differentialglei­chungssystem β∙l = 0, «® = 0 betrachten. Mit Hilfe des metrischen Grundtensors gįį kann man in die Linienelementmanigfaltigkeit eine metrische Struktur einführen. Das funda­mentale Differentialgleichungssystem des metrischen Linienelemententraumes 9rn hat die Form (3).In diesem Artikel werden einige geometrische Objekte untersucht, die aus Kom­ponenten fundamentaler differentialgeometrischer Objekte erster, zweiter und dritter Ordnung des Raumes У n gebildet sind.Der Tensor καβγ charakterisiert die Abweichung des assozierten Finslerschen Rau­mes Fn von einen Riemannschen Raum. Darbouxscher Tensor ftαβγ der Indikatrix des Raumes F„ ist mit dem Tensor ∏αβγ durch Identität (42) verbunden. In Bezug auf den Finslerschen Raum mit dreidimensionaler Grundmanigfaltigkeit ist diese Indentität in einer anderen Auffassung von Μ. W. Wasiljewa gefunden [4]. Wenn Tschebyscheffsche Hyperebene der Indikatrix, d. h. eine Hyperebene, die dem Tschebyscheffschen Ko­vektor der Indikatrix entspricht, mit der Transversalhyperebene zusammenfflllt, und der Darbouxsche Tensor der Indikatrix gleich Null ist, so zusammenfällt der assozierte Finslersche Raum mit einem Riemannschen.Mit Hilfe einer Schar der oskulierenden Hyperquadriken der Indikatrix ist ein geometrisches Merkmal der Ausartung des Raumes 7n in einen Finslerschen Raum festgestellt.
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