
I литовски и математический сборник
LIETUV OS MATEMATIKOS RINKINY S 1 *"*2

1 Если условие (3) не выполнено, то матрицу X можно преобразовать так, чтобы ξ1,ξa уже удовлетворяли такому условию [1, стр. 10].
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ОТЫСКАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
СИСТЕМЫ ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙп. голоквосчюс
§ 1. Нахождение интегральной матрицыДана линейная система дифференциальных уравнений

^ = XQ('> μ), (1)где вещественная матрица 2-го порядка
Q(t, μ) = Q0+ 2 Q*(⅜ 4∙ (2)

Ä-1матрица Qo — постоянная, матрицы Qk(t) (⅛= 1, 2, ...) —непрерывные пе­риодические с периодом ω= 1, μ-численный вещественный параметр и X — интегральная матрица системы.Предположим, что ряд (2) сходится при ∣ μ | < г, а характеристические числа ξ1 и ξ2 матрицы Qo обладают свойствомξ1- ξ2≠2πmi (m —целое)1. (3)Преобразуем систему (1) в другую систему с помощью формулы
Y=XS (d(S)≠o), (4)

где У—новая неизвестная матрица и S — постоянная матрица преобразова­ния, приводящая, Qo к каноническому виду.Получим уравнение ^=yP(G∣ι), (5)в котором P(Mi)=A+(6) 
⅛≡1P0 = S-iQ0S. Ptω=S-1Q*ωS=Uv ,∣∣ (σ. v=1.2∙, ⅛=1,2,...). ω
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На основании [1] решение У (г, μ.) системы (5) ищем в видеУ(г, μ) = e∑pp(μ,)rp(r, μ.) (s(0, μ) = ∕J, (8)
примем матрица А (μ.) и периодическая с периодом ω = 1 матрица z (t, μ.) разлагаются соответственно в сходящиеся ряды:

^(μ)=∑Λμ*> (9)
Л=0

z{t3 μ,)= ∑⅞(r)μ*. 0°)
А=0Ряд (9) сходится в области | μ. | < R < г. Инварианты матрицы А (μ.) также голоморфные функции по крайней мере в области | μ. ∣ < R < г, где дискриминант характеристического уравнения этой матрицы отличен от нуля (при μ,≠0) [1, стр. 83 — 88].При μ→0 система (5) переходит в систему

^γl=ymp<,∙ О»)интегрируемую в квадратурах. Её интегральная нормированная в точке г = 0 матрица Y0(t), представляемая в видеУо(г) = ехр(ЛоС)го(0, (12)имеет структуру y0ω = exp(P0t)∙ <13>Отсюда, учитывая (3) и (12), следует, что
A0 = P0, z0 = I> (И)где / — единичная матрица 2-го порядка. При μ→0 матрицы (9) и (10) пе­реходят соответственно в матрицы (14).Для нахождения рядов (9) и (10) подставим (8) в (5), тогда после со­кращения на множитель ехр (а (μ.) г) получим

-⅛- = zP—Az. 
dtПодставляя сюда (6), (9), (10) и сравнивая коэффициенты при одинако­вых степенях μ., найдём⅛ = zoPo-Λoκo = O (z0 = 7, Λ0 = P0),

⅛- = z1Λ0-Λ0z1 + P1-Λ1, (15)
⅛ = ¾4,-Λ¾ + f(х*-уР,-Л,_ Л) + Л-Л, (⅛ = 2, 3, ...). (16)

/-1Согласно [1, стр. 8], будем искать общее решение ¾(r) систем (15) и (16) в виде ¾(t) = exp(-Λ0≈)⅛(r)e∑p(Λ0r), (17)
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где ch (t) — дифференцируемая матрица. Подставляя (17) в (16), после со­кращений получаем *exp ( - Al>t) ci(f) e∑p (Λ0t) = £ (¾-Λ ~ Λ-∕⅜) + ∙p* - Ak,откуда имеем
ч ω=f [ Σ (¾-Λ- Λ-,∙¾)+p,t - л]‘~А,Х л-

Подставляя это в (17), находим
t

zl(c) = e~* ,j' ^∙τ(P1-^1)e^4,Λe'1∙', (18)
О

(⅞-Λ - Ak .jzi) + Pt - Ak J e--4∙τ Л ∙ e"4∙, 
(⅛ = 2, 3, ...). (19)

Подчиняя zk(t) условию периодичности, мы последовательно и единст­венным образом найдём Ak и ¾(r). Согласно предыдущему, инварианты σ[а (μ)j и Dp(μ)j, построенные на основе ряда (9), будут сходиться при всех I μ I < R. Следовательно, вопрос отыскания характеристических показа­телей системы (5) сводится к определению вещественных частей корней характеристического уравнения [2, стр. 176—182].λs-σ(Λ(μ))λ+D(Λ(μ)) = O. (20)Принимая во внимание (4) и (8), интегральную матрицу X (г, μ) системы (1) находим в виде
X(t, μ.) = ехр (л (μ) r) z (t, μ) S^1, (21)откуда следует, что характеристические показатели систем (1) и (5) сов­падают.Таким образом, если в разложениях λlj2(μ) по целым или дробным сте­пеням μ свободный член или коэффициент при наименьшей степени μ вещественный и неравен нулю, то вопрос об ограниченных решениях си­стемы (5), а следовательно, и системы (1), решается при достаточно ма­лом μ.Определим разложение характеристических чисел показательной матрицы Λ(μ) данной системы по степеням малого параметра μ в ниже следующих случаях.

§ 2. Матрица Ро имеет комплексные характеристические 
числа с простыми элементарными делителямиПредположим, что в системе (5) постоянная матрица Ро имеет вид(β≠πm, m —целое). (22)
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Тогда на основании равенств (14) и [3, стр. 21, форм. (1.24)] можно на­писать
e±-A<'=e±J>a' =

e±-(α+β∙> о (23)
эле-

О β+(α-β∙)x pУчитывая соотношения (7), (23) и обозначая через а™ (о, v= 1, 2) менты матрицы Ak, из формулы (18) получаем
(24)

∕ √111>(τ)Λ-⅛>t,

О

г
≡-2p"∫ (√1*>(τ)-⅛ ,)<≡2silΛ

0Z1 (t) = г
∣e-2p,tΛ, J ⅛>(τ)A-⅛>t

0

>

где p% (г) (σ, v=l, 2) —функции периодические с периодом ω=l. Так как
t

f (τ) <⅛ = t + φ", (») (σ = 1. 2), 1 (25)α<,> 
σσ

О Оa ΦσaW (σ= 1, 2) —функции периодические периода ω=l, то, подчиняя элементы ⅛,(r) и ⅛∖r) матрицы z1(r) условию периодичности, находим
1⅛,=J⅛(0*  (»=1.2). (26)

Теперь выясним, когда остальные элементы матрицы (24) будут периоди­ческими с периодом ω=l. Для этого рассмотрим предварительно уравнение (a(t)e2fli∙)' = (∕>(f)-0)e2s''.где р(г) — непрерывная периодическая функция периода ω=l, а постоянная 
а подлежит определению.Последнее уравнение эквивалентно следующему 

и*  + 2(3ш = p (t) — a, общий интеграл которого находим в форме ⅛u(t) = e-2pi'^C1 + J, (∕>(τ)-a)e2μτΛ^, (27)
причём C1 — произвольное постоянное.Для того, чтобы решение (27) было периодическим с периодом ω=l, надо в нём уничтожить член вида e~2^,t и выбрать соответствующим обра­зом постоянную а.Положив m(0) = m(1) = 0, получаемcl = 0, а = J p (г) e2βf' dt, (28)
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а функция (27) примет видa(t) = e-2∣i∙∙'∣y p(^at-^=L∣ p(t)ei л|. (29)Так как
г+1 t 1У ∕>(τ)e2jitΛ=e2β, y р (τ) e2βiτ Л + J p(t)e^i'dt, 

О 0 0то следовательно, имеем и (t + 1) = и (t).Заметим ещё, что
— общее решение уравнения(*>W*̂ 2β") = (?W-*)« _2ß">

где непрерывная функция q (г) — периодическая с периодом ω = 1 стоянная.Подчиняя v (t) условию периодичности, находим
1C4 = 0, * = 7Z‰ f dt.

ОПри таком выборе С2 и Ь, функция v (t) имеет вид
1—e~2P* r

b — πo-

(30)
v(O = **ft∣y g(τ)e-2piτΛ--i-75f

и обладает свойством v (t + 1) = v (г), так какУ" ? (τ) *-2β*τdτ = e~2*̂  J q (τ) e~2^'τdτ + q (t) e~2^'tdt.

y β(t)e-2llftΛ∣ (31)

и

На основании проведенных рассуждений имеем следующее. Для того, чтобы элементы z<^ (0 и z~^ (t) матрицы z1 (г) были периодическими с перио­дом ω=l, необходимо положить
1a>2, = -⅛ΞΓ f ⅛,(')e2β"Λ, (32)

О 1 ⅛,=-r⅛r f ⅛,(^-2pi'Λ∙ (33)
оВ соответствии с формулами (25), (26) и (28) —(33) имеем

zι W = ∣i ⅛V (0II (’. v = 1. 2), (34)
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причём

— функции периодические с периодом ω=l, а 21(0) = ^1(l) = 0, ^ι(i+D = = И1 (г).Из формулы (19) для k = 2 получаем
г2 (t) = e~'t't J e^'τ (M(τ)-Ai) e^^'x dt-e^∙,(38) 

Здесь M(τ) = H1(τ)P1(τ)-^131(τ) + P2(τ) = ∣∣mσv(τ)∣∣ (σ, v=l, 2), (39)где ⅝ СО = (∕1*l, СО - αι'ι,) (О + Ра (О ⅛, (О - аи *n  (τ) + р™ (τ), (40)
‰(O=√12,(O ⅛,(τ) + (⅛,(τ)-⅛,)⅛>(τ)-⅛>⅛4θ+<(θ. (41)
"⅛ СО = Ра (О za (О + (Ри СО - aa) zn СО - ая zu, <0 + <0. (42)
⅛СО = (/>£’СО - <⅛,)za (О +⅛,C0 ⅛W- <>aza (О +∕,a <0. (43)

причём ⅛1v,(σ, v=lf 2) — элементы ■ матрицы A1, а (г) (σ, v=l, 2) —эле­менты матрицы z1 (г), определяемые соответственно формулами (26), (32), (33) и (35)-(37).Используя равенства (23) и (38), находим

m22 СО Л -»а

, (44)
/ t
ооткуда, подчиняя <≡r2(β) условию периодичности, определяем элементы матри­цы Л2:

(σ=J, 2), (45)
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(46)
(47)

При этом (48)где
i (σ=l, 2), (49)

(50)
• 21 <z∙∕~e II w21Vv>c ------ 1 _ β-2β∣ I "*21V7L 0 ои, очевидно, s2(0) = j≡⅛(1)-0, z2(г + 1) = z2(t).Принимая во внимание равенства (9), (14) и (22), имеем

(51)

Λ(μ,) = (52)α + βι + αt11∕ μ + a® μ2 + ∙∙∙> ⅛>μ + ⅛>μ2+...
aa∣1+a2iV+ ∙∙∙> a-βi + ⅛>μ + ag>μ2 + ... 9

где коэффициенты (ki σ, v=l, 2) даны соответственно формулами (32), (33) и (45)- (47).Дискриминант характеристического уравнения (20) матрицы (52) 
Δ (μ) = - β2 + ?> (α∏ - ⅛,) μ + [4^ (α'ι'ι*  + α22 )’ - d (л1) + 

+β1∙(⅛)-⅛))]μ∙+...

(26),

(53)обладает свойством
Δ(0)=-β2≠0. (54) Следовательно, характеристические числа этой матрицы при достаточно малых μ разлагаются по целым степеням μ.Учитывая выше введенные обозначения, получаем λι (μ.) = а + βι + (f ?п W И + (au - ⅛ ⅛*  σa) P∙2 + 0+ ⅛2)>

>.2(μ) = a-βi⅛^ JW<*j) l + (βκ+⅛⅛,β2i,)p∙2 + 0- ⅛2)>
(55)
(56)причём

i 1

√1)J1)- βa ∕ √1) ЛА z,2β" √≠ ∕ √1)λaa-2P⅛Λ 12 21 ~ sin2β J Pl2 Wβ dt J ⅞1 We dt>
О 0

(57)
5, Lietuvos matematikos rinkinys I Nr. 1—2 65



20>√t¼)+ l-?»'
⅛,= ∕[(xι.,ω-∕

/ ∕>⅛,ω^i'Λ+√1Γωj⅛
⅛,= ∫[(*≡  <f> - ∕ ⅛,ω*)⅛ ,w+⅛,ωφj11,w+

+-τ⅛τ^ ∕
а o+(μ2) и о_ (μ2) — бесконечно малые порядка выше второго по с μ при ∣ι→0.

(58)

(59)
сравнению

§ 3. Характеристические числа матрицы Р„ кратныеРассмотрим два случая, подлежащие исследованию.1. Пусть в системе (5)
(60)Тогда, согласно (14),exp (± A0t) = exp (± P0r) = exp (± fr),и, следовательно, из формулы (18) находим

t

г1 (0 = J*  ∙^ι (τ) A1t. оЧтобы матрица z1 (t) была периодической
A1 определить так:A= Ji p1(t)Λ=∣y,

При таком выборе A1 имеем≡ιW=φι(o=∣∣√∕√(o∣∣причём матрицы A1, P1 (г) и Φ1 (t) обладают свойством

с периодом ω =1,
(σ, v= 1, 2).

(σ. v= 1. 2),

(61)
(62)

необходимо
(63)
(64)

У*  Pl(τ)dτ = A1t + Φl(t)

и, кроме того, Φ1 (г) — матрица непрерывная и периодическая дом ω= 1.
(65)

с перио-
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Используя (19), (61), (63), (64) и подчиняя z2(t) условию ности, находим элементы матрицы А2: периодич-
√1,= f (p» ω - ft>Ji’ ω a ) ⅛, ω+⅛, ω ⅛, ω -

0 L∖ 0 '

1 n
-⅛,ω / ∕⅛,ω <*+/>{? ’ю ∣λ> (66)

в“=.

∕pn,ω√11t,ω+(^,ω -f 411,w^⅛>w-

-<й’ю f ρS,ω<*+∕f 2,(o∣<⅛ (67)
а<? = fL,ω<pS,ω+(⅛,ω- į

сl L \ o /
1 -э

-φ<11>(t) j"#“’йЛ+#®(«) L, (68)
⅛,=

∕[(⅛,ω-∕ ⅛,ω Λ)⅛,ω+∕>g,ωφ^ω-

- ⅛, W J*  Pn W λ+Pn W <*• (69)
В данном случае

Λ(μ) = lξ + ⅛>μ + ⅛>μ2+..., ⅛>μ + α<22>μ2+...
1 4'ι'μ + ⅛,∕+ ■••> ξ + <⅛jμ + ⅛V+ ... > σo)

и, согласно введеннным обозначениям, нетрудно убедиться, что дискрими­нант характеристического уравнения (20) этой матрицы представляется сте­пенным рядомδw=^4^Уσ(pιω)a) ~n(8fλωa)]>i2÷■ ∙∙ (δw=0)∙
Следовательно, если имеет место условиеΔ"(0) = 2^4j-d(JPi(z)Λ^≠01

(71)
(72)
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то характеристические числа матрицы (70) при достаточно малых μ разла­гаются по целым степеням р:λ1.√P∙) = 5 + I⅛∕ σ(p1(r))<*±
± |/ (⅛ ∕ σ (p!«) ~ d ( ∕ p* W л) j и+о± (μ∙). σ3)

и D — знаки следа и определителя соответственно, а o+ (μ) → 0 пригде <зμ→0.2. Предположим, наконец, что в системе (5)p∙*=∣o,  ξ∣ <5≠q>∙
Тогда, учитывая (14) и [3, стр. 21], имеем (74)

ехр (± Λ0r) = exp (± P0t) = exp (± ξt) | *’ J
Таким образом, согласно (18) и (75), найдем**w=li ill(/PiW<,,-^)lli i
Чтобы эта матрица была периодической с периодом ω=l, необходимо Λ1 определить равенством1 II 1A = J'p1(0Λ=U
При таком выборе A1 получим’><*>-10:  П-

где Φ1 (с) — периодическая матрица (64), которая с матрицами A1 и P1(t) связана условием (65).Очевидно, матрицу (78) можно представить в виде
√∏, (⅛+⅜S, (⅛ ω+⅝∏, ω+4φ'11, ω+24>w W ii

Ä ΦS,ω+2⅛>ω IIпричём φ^(e) (σ, v= 1, 2) —функции периодические периода ω= 1, определя­емые при помощи соотношений:Jp",(τ)Λ = ⅛,> + φ<1v,ω (». v=1∙ 2). <%~Jp%V*∙  (8°)
Принимая во внимание (75), из формулы (19) получаем *∙w=∣∣i i ||(5Гл1(,)л~Ла')К i

(о, v=l, 2).

(75)
(76)

σ7)

(78)

Zl(t) =

(81)
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Здесь элементы mjv(τ) (σ, v=l, 2) периодической матрицы Λf(τ) имеют вид (40) —(43), где величины (σ, v=l, 2) и периодические функции ⅛1v∖τ) (σ, v=l, 2) определяются соответственно из (77) и (79).Подчиняя z2(t) условию периодичности, из формулы (81) находимΛa= J”М(t)Λ = J* mm(t) dt (о, v = 1, 2).
о II о IIТ® + 2φ<J>(t), 2ф® (г) + (») + 4<Р® (1) + 2ф® (»)φg,ω+2φ^ωа <р® (г) (о, v = 1, 2) —функции периодические периода ω=l, входящие в соотношения:

г 1У т„ (т) dv = a® t + ср® (t) (σ, v = 1, 2), а™ = f (i) dt.

О оСогласно (9), (14), (74), (77) и (82), в данном случае

При этом*»«=
(82)

, (83)

(σ. v=L 2), (84)
^÷β∏,p÷βnjp2÷ •••»αa,μ+a^p2+откуда дискриминантΔ(μ) = ⅛>μ+[4(am + a^)2 + ⅛>-PM1)]μ2+ ... (∆(O) = θ).Допустим, что

Λ(p) = l + ⅛>μ + ⅛V + f+⅛⅛ + ⅛7 + (85)
(86)

Δ'(0) = ⅛> = f P^(t)dt≠O.оТогда характеристические числа матрицы (85) при малых μ разлагаются 1по степеням μ2, причём, принимая во внимание введенные обозначения, 
λι,s(ι*)=ξ± p'11,(t)Λμi+(4∕ σ(pι(θ)*jμ±

(⅛∕oMλ)2+⅛,-d(∕p*wλ) 3± —2----------------- - -----------------Р*  + °± ⅛i), (88)

(87)

о
2где⅛, = ∕[(^>W~∕ P^(,+

+Pn W <Ра (») - 'p!1? (0 У” ⅛, W dt + Р?1 W J * (89)£и 0+(Ps)~*θ  при μ→0.

»
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(90)
Предположим теперь, чтоΔ'(0) = α<l> = į p<,1,(t)Λ = 0

— a,

и, кроме того, Δ"(0) = 2[-L(⅛>-αω)2+⅛]≠θ∙ О')В этом случае λlj2(μ) разлагаются по целым степеням р и эти разло­жения имеют вид:

(92)
Здесь, учитывая (89) и (90),a^'=/К*" w+2p^'w ~ ip*+p^ φ^w+p* w] λ, (93)
β <⅛(∣0→0 при ∣ι-+0.

§ 4. Матрица Ро имеет нулевые характеристические 
числа с непростым элементарным делителемПредположим, что в системе (5) постоянная матрица Ро имеет I0, 1 IIо. 0 II ■Тогда, принимая во внимание (14) и [3, стр. 21], имеем exp(±Λ0=∣θ ij И .

вид
(94)
(95)и, следовательно, из (18) получаем

«i(t) = (96)где (97)
(98)
(99)
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t t trιjw = У PbWa + f 1=(∕,≈ (*)-/>!!’(τ))dτ~ f +oo o+⅛i-<μ2+4<≈<-1>t3.
В силу очевидных соотношений: (100)

t τ
f t⅛v,(τ)Λ = f J" ∕>'1v,(τ)Λ~y У p^(u)dudτ, 

O 0 0 0
t t t τУ ⅛^Wa=<, У P%Wdτ~ 2cf į P^(.«)d«d^ +

t z u+ 2 Ш p"> (p) dυdudτ

элементы матрицы (96) можно представить в виде:
t t τ

(101)

(102)

О

⅛,(0 = У ^,(τ)Λ~y У p">(u)dudτ-ar>t + ÷a">t2, 

0 0 0
(103)

r r τ
⅛,ω = У #sW*  + У У P^(u)dudt-a",t-I-a^tl,

0 0 0
(104)

t
⅛,ω= f ,V(i*-⅛>>, (105)

, J∕z,(D √1Λ r2ι 1 √1) ,3+ 2 ∖ 22 αn I t 4- 2 α21 t , (106)

t τ
⅛,(O = f ⅛,WΛ+f f (XJ,(u)-∕⅛,(a))<feA- 

0 0 0
t τ U

^2f f f

0 0 0Так как p^ (t) (σ, v = 1, 2) ~ функции периодические c периодом ω = 1, то
t

f P% (t) Λ = ⅛, t + ({) (σ, v = 1, 2),
0

t “CУ У p‘i’ («) fadt = -L α<1v> t2 + a® t + q>į2> (t) (o, v = 1, 2),
0 o

t τ V

f f ∫⅛(t>)Λ⅛4⅛7 + ⅛⅛^+⅛4⅛(⅛

0 0 0

(107)
(108)

(109)
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где i
0

P%<f)dt, (ПО)
а(2)= /

ov I (111)
J 0

1
а(3)_ /
a21 - Į

f®(t)Ä, (112)
Опричём φ^(t) (σ, v= 1, 2; Л= 1, 2, 3) —функции непрерывные и периоди­ческие с периодом ω=l, обладающие свойством φ<* v>(0) = (1) = 0.Учитывая (107) — (109), из (103) — (106) соответственно получаем:

⅛>ω=(⅛,+⅛>-4>)r+4(⅛,-<) '2+⅛,w+»

⅛>ω = (a<!>-a<11>)r + ⅛,W,

m∖-∕__ z√α91 a∖ (∏3)

-а. (114)
(115)

+ a≈)f2 + ‘s’ ("и - “» ) f3 + ’n (t) + ’n (t) - ’® W ~ 2φn W∙ (116)

Подчиняя ⅛1v4θ (σ, v=l,2) условию периодичности, определяем эле­менты матрицы A1ι
1

'=∕(*n  ω-<⅛,ω)<*>

0

(117)
=∕ (⅛,ω+⅛5ω)^

О

(118)
’ = f P%,W*,

0

(119)
= ((Λ+⅛4o-⅛4o→S,ω>∙ (120)

оПри этом матрица π1 (г) имеет вид
⅛,ω-ψg,ω. ΦS,ω+√1Γw-⅛4ω-<(r)∣∣ ,12n 

⅛>v, ⅛,ω+⅛,ω II
«1(0 =

и, очевидно, является периодической с периодом ω = 1.
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(122)В данном случае
откуда

... fl ⅛ «*+•••»
Λ(μ)= (1)⅛ >+...» l÷⅛>μ+... II⅛,μ+∙∙. I’

Δ⅛) = βM∣l+∙∙∙Допустим, что (∆(0) = 0). (123)
1 Δ'(0) = α2o1> = ∫ ⅛>(l)Λ≠0.

ОВ этом случае характеристические числа матрицы (122) в окрестности1начала координат разлагаются по степеням μa и эти разложения имеют вид
(124)

λ1,2(μ)=± Рп W λ p∙2 ÷ 0+ (и2)« (125)
Предположим теперь, что

Δ'(0) = β^= f
1 >«>(») Л=0.

оНа основании (38), (39), (95) и (126) матрицу z2(t) получаем в виде (96), причём
(126)

гI'»«= jI ∙⅛W*  + f t∞21(,t)dτ-β∏ t~⅛β21,t2> (127)
J 
Q

J0
t t

C /*'"w^)' wa(t)Λ-J ∙o"2iW<fτ-<,a l + ⅛αat2∙ (128)
r21(t)= I

r
f"m21(τ)<∕τ-α^t, (129)

О 
t t t

rtt(t) = J, ∞12(t)Λ + У τ(m22(τ)-mn(τ)}dτ- f τ⅛(τ)Λ-α,1∣,t + 

о о о+÷(*M ,)t2+τ⅛,'3 и, согласно (40) —(43), (126), имеем (130)
mu w=(< w - an) ⅛, ω+p™ ω ⅛, ω - «М ω+ρ∏ ω> (>31) 

mi2 ω=X12, ω ⅛, ω+(р£ ω - ^i11,) w - ⅛, ⅛, ω+< c⅛ <132) 

m2i(τ)=j>a W⅛,W+ (⅛,(τ)-affi)4!'(τ) + ^2i'(,t)> (133)

w2, ω=(pa ω - oa) z212, ω+л? ω 41’ ω+р» ω∙ (134)
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Здесь элементы aa1> (σ, v = 1, 2) и z™ (σ, v = 1, 2) определяются соответст­венно формулами (117)—(120) и (121).С помощью рассуждения, подобному тому, которым мы воспользовались вычисляя A1, нетрудно убедиться в том, что в данном случае α^(σ, v = 1, 2) имеют вид:
√2)- R<1> qC2)fl∏ - P∏ Г21 > (135)
J2) _ ft(l) i r(2) 
α22 — Г22 ÷ Г21 ’ (136)

(2) R<1>
α21 - Г21 ’ (137)λ(2) _ ft(l) , ft(2) ft(2) 9q(3)fl12 ~~ Р12 ÷ P∏ P22 ^P2i * (138)Постоянные величины j⅛* j (σ, v=l, 2; ⅛≡=1, 2, 3), определяемые Фор-мулами:

1

C = ∕‰(t)Λ (σ,v=1.2),
0

(139)
1 *

tf2 = fψ%V*  («.»-1.2),
0

(140)
1

№=f №(')*' (141)
связаны соотношениями:∫ ‰ W Л = ₽«1 + Ψαv, (») (’. V = 1. 2), (142)

О
г τ
f f («) Ы = 4 ß® ι2 + ß® t + ф® (i) (σ, v = 1, 2), (143)
О о

m21 (©) dvdudτ = (144)
где ΨσV (0 (σ. v = t 2; Л= 1, 2, 3) — функции периодические с периодом ω= 1, удовлетворяющие условию ψ^(O)≡ψ^(l) = O.Тогда (145)ψj},ω-ψg,ω. ψS,ω+ψnW-ψ≡ω-2φg,w

ψS,+φζ,wи, очевидно, s2(O) = 2r2(l) = O, zi (г + 1) = z2 (г). В рассматриваемом случае
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откуда дискриминант∆(μ) = τ[(βn-^)2 + 4⅛,]∏+∙∙∙ (∆(0)=0))∙ (147)Кроме условия (126), предположимД' (0) = 4 [(»и - ⅛,)2 + 4⅛j ≠ 0. (148)
Тогда характеристические числа матрицы (146) в окресности начала ко­ординат разлагаются по целым степеням μ.*«(л(»))<*  ± ]∕ (⅛,-⅛,f + 4βa jμ+ 0±(μ)∙ (!49)

где ι
⅛,-⅛,=f (⅛,ω→S,ω-M,w)<⅛ (įsoj

+∕>211, (0 (ψ≡ (0 + «Ра «) +7>a ω j <*• (151)
Согласно предыдущему, вещественные части разложений (55), (56), (73), (88), (92), (125) и (149) являются соответственно характеристическими показа­телями системы (5), следовательно, и системы (1).В заключение рассмотрим уравнение [4, стр. 220]-⅞j- = (μ∙Mt) + μ⅛2 (»)+••■)*•  (152)Здесь ρk(t) (k= 1, 2, ...) — непрерывные периодические функции периода ω=l, а ряд сходится при ∣μ(<r.Запишем уравнение (152) в виде системы

x'ι = 0 ∙ x1 + (μ∕>1 (г) + μ⅛2 (О + • ••) *2>*2 = 1 • *1  + 0 , Х2>где x2 = x3 x1 = x'. Записывая эту сиетему в матричной форме, получим<« _ γ ∣∣ 0, 0 λ IIμ∕>1W+μ¾>2W+.∙.. о (153)Отсюда видно, что уравнение (152) эквивалентно системе (5), причёмp∙=-4l⅛ ;ц. вд-цд ;ipg’ ω=P'S ω=p» (<м, pg’ (о=р* ω и, согласно (119), «g’ = f pl(t)dt.

(*=1,2,  ...);(⅛=1, 2, ...)
(154)
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Сначала допустим, что для функции ρ1(t) уравнения (152) выполняется условие (124), т.е.
1 (155)

Тогда из формулы (125) следует:
I оПусть теперь условие (124) не имеет места и, кроме того, дискриминант Δ (μ) обладает свойством (148)

∆'(0)=2 ∕ (∕>1Wφ^W+∕>2 (θ)Λ≠θ, (157)
где непрерывная периодическая функция φ^(r), имеющая период ω=l, оп­ределяется при помощи соотношений (103) и (107), т.е.

оо о
t 1

Используя для матрицы А (μ) второе приближение, получаем, что в дан­ном случае характеристические числа этой матрицы в окрестности начала координат разлагаются по целым степеням μ.*  
1 (158)

где ot(μ) — бесконечно малая порядка выше первого по сравнению с μ при μ→0.Следует заметить, что метод определения коэффициентов в разложениях характеристических показателей в ряд по малому параметру даётся и в ра­боте [5], но там нет исследования случаев различения. Кроме того, выше нами предлагаемый способ отыскания характеристических показателей дан­ных систем отличается от приёма, рассматриваемого в [4, стр. 195—213], и является более естественным.
Вильнюсский государственный Поступила в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 27. V. 1959 г.
76



Л ИТЕРАТУPA1. Н. П. E py г и и. Tp. мат. ин-та им. В. А. Стеклова, 1946, 13.2. В. В. Немыцки й и В. В. Степанов. Качественная теория дифференциальных уравнений, ГИТТЛ, Μ. —Л., 1949.3. Н. П. Еругин. Метод Лаппо—Данилевского в теории линейных дифференциальных уравнений, изд. Ленинградского у-та, 1956.4. И. Г. Малкин. Некоторые задачи теории нелинейных колебаний, ГИТТЛ, 1956.5. Н. А. Артемьев. Изв. АН СССР, (1944) сер. мат., 8, № 2, 61-100.
DVIEJŲ TIESINIŲ HOMOGENINIŲ DIFERENCIALINIŲ 

LYGČIŲ SISTEMOS CHARAKTERINGŲJŲ 
RODIKLIŲ RADIMASP. GOLOKVOSČIUS

(Reziumė)Tiriama lygčių sistema
-^-=-γ^Qo+ 2 Q*ωμ ftj, (D

kur antros eilės pastovios matricos Qo charakteringieji skaičiai ζ1 ir ξa patenkina sąlygą ξ1 — ξa ≠ 2πmi (m — sveikas skaičius);antros eilės matricos Q⅛(t) yra tolydinės ir periodinės su periodu »=1; μ—skaitinis realus parametras, o eilutė konverguoja intervale Įμ∣ <τ; X—sistemos integralinė matrica.Darbe gauti charakteringosios rodiklinės matricos, įeinančios į sistemos (1) integra­linės matricos struktūrą, charakteringų skaičių išdėstymai mažo parametro μ atžvilgiu sveikais ir trupmeniniais laipsniais.
LA RECHERCHE DES EXPOSANTS CARACTĖRISTIQUES 

PÖUR LE SYSTEME DE DEUX EQUATIONS 
HOMOGĖNES DIFFĖRENTIELLESP. GOLOKVOSČIUS

(R ės um ė)Dans cet article nous rechęrchons des exposants caractėristiųues pour le systėme
ой Qo est une matrice constante, Q∣t (t) (k = 1, 2, ... ) sont des matrices continues de la variable indėnpendante ti admettant la pėriode commune м = 1, X est une matrice in- tėgrale, μ est un petit paramėtre et la sėrie est convergente pour ∣ μ ∣ < r.Supposons que Qo et Qk(t) (⅛"∙1, 2, ...) sont les matrices du second degrė et que les nombres caractėristiųues ξ1 et ξa de la matrice Q9 satisfont ä la conditionSi - Sa ≠ 2πmf (»= 1Λ≡T),ой m est un nombre entier∙
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