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ВВЕДЕНИЕВ то время, как условия применимости центральной предельной теоремы для сумм случайных величин связанных в неоднородную цепь Маркова пос­ле работ А. А. Маркова, С. Н. Бернштейна, Ю. В. Линника, Н. А. Сопо- гова и Р. Л. Добрушина почти полностью изучены, локальная предельная теорема доказана только для одного случая неоднородной цепи в замеча­тельной работе Ю. В. Линника [1], на которой более подробно остано­вимся дальше.Основной целью предлагаемой работы является получение локальных предельных теорем и их уточнений для неоднородных цепей Маркова при условиях, близких условиям интегральных теорем в смысле эргодичности цепи. Кроме того, до сих пор в локальных предельных теоремах для решет­чатых слагаемых изучались цепи Маркова только с конечными или со счет­ными множествами возможных состояний. В предлагаемой работе множества состояний могут быть произвольными. Некоторые результаты данной работы сообщались в заметках [7] —[9], [14].
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Основной метод, применяемый ę работе, это метод условных характерис­тических функций.Определим цепь Маркова совершенно так, как это делается в рабо­те [2].Пусть заданы произвольное множество Ωa состояний системы в Л-й мо­мент времени, Л-я переходная вероятностная функция Pjfe(ω, А) с областью определения (Ωjfe.1, Pjt~1, Ωjfe, Fa), где Fk-<s- алгебра (борелевское поле) подмножеств множества Ωjfe, ⅛ = 2, 3, ...» я, и начальное распределение ве­роятностей P1(A), AeF1.Основным пространством элементарных событий процесса берется прямое произведение (Ω1 × ... × Ωn, F1 × ... × F„) = (Ω, F) и вероятность множества 
AeF определяется как••• УPι(<∕ω1)P2(ωp dω2)...P,,(ω1,-1, <⅛>b),А л, Ап если

AieFii (Al×A2× ...×An)≈A.В дальнейшем σ — алгеброй состояний системы в Л-й момент времени пони­мается множество Fk подмножеств (цилиндров; вида{ω1∈Ω1, ..., ωj⅛-1∈Ωj⅛-1, i∆keAk, шА+1еЛА+1, ..., ωn∈Ωn}, где AkeFk∖ ⅛=1, 2, .п.Совокупность {Xjt(ω)} функции Xjt(ω), определенных на Ωλ и Fk — из­меримых, Λ=l, 2, ..., и, называется последовательностью случайных вели­чин, связанных в цепь Маркова.Число 0 ≤ ам < 1, определяемое соотношением1 — cLkι≈ sup ∣Pjw(ω, А) — Pk∕(ω, А) I; ω∈¾, ω∈Ωjk, AeFi, 
«, S, А 'называется коэффициентом эргодичности переходной вероятностной функции P⅛z(ω, А). Здесь Pλz(ω, А) — переходная вероятностная функция с областью определения (Ωjt, Fk, Ωz, Fz), получаемая из соотношения

Рд+i (ω> ^ω⅛+l) -Рн-2 (ω*+ι*  ^ω⅛+*)  • • •Pw(ω, Λ) = У ^ ...

aA+ι a⅛+βP∕-1(ωz-2, ^ωz.1)Pz(ωz.1, Jωz), где (o∈Ωa, AeF∣.Будем пользоваться следующими утверждениями, доказанными в рабо­те [2]:1) для любых целых l≤⅛<s<Z≤w1 — αj⅛z ≤ (1 — aks) (1 — a,z),2) если Sn = X1+... +Xn, DJV⅛≥σ>0, ä=1,DS > qg(w) ü ≥ 200 ∙Здесь коэффициент эргодичности цепиa(n)= min ak∙, aA = aA_1>ft.1 ≤ k ≤ n

(1)
я, то (2)
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В первых двух главах будем изучать последовательность цепей Марко­
ва, где n-я цепь является цепью с п моментами времени. Поэтому все рас- матриваемые величины будут зависеть от индекса п. Этот индекс, если только будет необходимо, мы укажем в скобках. И так, в дальнейшем Jf<n>, ..., X<n> — последовательность случайных величин связанных в и-ю 
цепь Маркова, В дальнейшем пусть случайные величины X<n> имеют конеч­ные математические ожидания М Х<я) и дисперсии причем сущест­вует такое постоянное σ>0, что D-YW≥σj Л=1, ..., я. Во всем изло­жении буквами с, c1, c2, ..., С, C1, С2, ... будем обозначать положитель­ные конечные константы. Далее, постоянное в символе Э. Ландау „О(...)“ или в тождественном ему символе И. Μ. Виноградова ,, ≪ “ не будет за­висеть от п. Положим⅞n, = ¾ + ∙∙∙+^",. ∙S.= ¾,. -Fr = p{¾"><4 

*=1................. «, ¾,(*)  = p{¾><*∣i  0<k<l<n,

fn(t) = Me¾∙Основным орудием работы будут условные математические ожидания А. Н. Колмогорова в обозначениях Дж. Дуба [3] или Р. Л. Добруши- на [2]: М (ξ ∣ F) — означает условное математическое ожидание случайной величины ξ (имеющей конечное математическое ожидание) относительно а — алгебры F. *Так, например, ×27j^1) будет означать условную дисперсиюслучайной величины относительно прямого произведения F[n2i×pk+r Это будет F<tn2l×Fjtn^ ~ измеримая функция, определенная на Условную вероятность события А относительно F будем обозначать 
P{Λ∣,F}. Положим ^π,(≈∣∙F^∣×∙F⅛1) = P∣¾"j<≈∣F∣E"2l×P⅛ι∣∙Сформулируем основные теоремы:Теорема 1. Пусть равномерно nok ип ограниченные случайные вели­
чины принимают только целочисленные значения, причемDJφ≥σ>0j k=∖,...,n, (3)
Пусть i ασυw3 In 3w→oo (n→∞), 
где

а(п) = min ajįn)
2≤⅛≤n

и, кроме того,

In п ^ln —+ In In nJ ⅛-2

× (minP∣X<">≠r(modβ)∣F<"21×P<"2l})→~ (n→∞) (4)

для всех q>2,
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Тогда в интервале — ∞<w<+∞ равномерно относительно т имеет 
место соотношение

√ m-t^sn \2 
^ΓDSnP{Sn≈m}-^-e 2'*r≡⅛ l→0 (n→≈). (5)

Замечание. Условие (4) можно заменить более общим условием: су­
ществует набор целых чисел1 < v1<v2<...<vλγ<h, (6)
удовлетворяющих условию

(⅛]≤".→*-.∙≈(⅛]∙ и

такой, что

-------- !---- i-y 2M(minP∣^)jfe1∙(modj)∣FW.,×^1})→β,(tolM + ln-jä) *-> ’ ‘ ‘
когда n→∞.В (лу ιae любых, не обязательно ограниченных слагаемых справед­лива:Теорема 2. Пусть случайные величины X™ принимают только 
численные значения, причем дисперсии DX<n> равномерно ограничены 
ху и равномерно положительны снизу:0<σ≤DΛj"> <С<оо; ⅛=1.............. п.

пусть равномерно по kГ (х - М Aγ>)2 dF^ x→ 0∙' iV~n а<") 2

Кроме того,1___α(n>2 ∣,-mj⅛>>∣>.-sπγ-
при любом е > 0 и равномерно по k и п

md(x<">I⅛"2,×⅛>i) М................../

(n→∞)

×^<")(x∣F<"21×¾1)
или

X∙ffjψ∣¾χJ>B,)-O.
когда b→∞l а также∙i⅛V∑M(minP∣X<"⅛r(modj)∣FWl×¾1∣)→∞ (n→∞)

* Ä-2 r 1

для всех q>2.
Тогда равномерно по т выполняется соотношение (5).

цело- 
cβep∙

(8)
(9)

(Ю)

(Юа)
(П)

1
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Условие (10) имеет смысл, ибо доказывается, что
MD (х<”> I F<"2l × P<"> l) ≥ ¾ αw 2 > 0.Как и в случае теоремы 1 можно сделать замечание относительно уело*  вия (11). А именно, его можно заменить условием

N .
-j2-^M(m⅛pjzW≠r(mod5)∣fWl×F'">,I)→ω ("→~)∙ (12)

когда w→∞, где числа vjt определяются отношениями (6) и (7).Как следствие из теоремы 2 получаетсяТеорема 3. Пусть случайные величины Х&> принимают только целочис­

ленные значения, причем выполняются условия (8), (10) и (11). Пусть, на­
конец, существуют равномерно по всем kun ограниченные моменты 

M∣X<")-ΛLY<"ψ,
где наперед заданное γ>2.

Тогда для выполнения соотношения (5) достаточно, чтобы

па 5 τ^2 ln"2w→∞ (n→x). (13)Интересно отметить один случай цепи Маркова со счетными множества­ми возможных состояний и коэффициентом эргодичности а(л} ≥ а > 0 при всех п. Пусть случайные величины Х<Л) таковы, что X%,>(ω')≈jt ω∙, ∈Ω]>ζ ⅛=1, ...» я. Положим
/><"> (», » = P<-> (ω1, ω'), ⅛>> 0) = Р { = j }.Введем следующие условия

D(χwι∣χω = ⅛,)≥σ>θ, (14)

2 (∣-MXJ>j⅛)(∕)→θ (⅛→~) (15)∣∕-MX⅞) ∣>⅛равномерно по всем k, k=Λt я, и я. и
оо

∑∑min 2 m)⅛+2(m∙ >)=∞ (1θ) 
*-l i r m

т ≠ т (mod g)
для любого q>2.Здесь ikt означает то значение случайной величины X%,∖ вероятность ко­торого ⅛o(⅛)≥c2>0l ⅛=1..................я«1, 2, ... Существование такого зна­чения следует, как мы далее покажем, из условий (14) и (15).Теорема 4. Если при всех 

а{п) ≥ а > 0,
то условий (14) —(16) достаточно для справедливости соотношения (5).Высше упомянутые результаты получаются во второй главе. Первая же глава в основном посвящена асимптотическому разложению характеристичес­кой функции fn(t). Здесь принципиальная трудность состоит в том, что цепь берется неоднородная. Получающиеся матрицы от переходных характе­
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ристических функций в случае конечного числа состояний и операторы, по­рожденные переходными характеристическими функциями, в случае произ­вольных множеств состояний не будут перестановочными и поэтому трудно применить спектральную теорию операторов. Мы получаем асимптотическое разложение прямым и довольно простым способом.Теорема 5. Пусть существуют равномерно по kun ограниченные абсо­
лютные моменты M∣Jf<nψ< С (s≥3).

Πyct∏b∖∖ λ<n>(ω, ω, -) I, — половина полной вариации обобщенной меры λ<"> (ω, ω,.) определенной на а — алгебре F<ki×Fk∖ зависящей от параметров ω∈Ω<">, ω∈Ω<">, k, п и обладающей тем свойством, что каков бы ни был 
измеримый прямоугольник A×В,λ<">(ω, ω, ∏×B) = PW(ω, A)P<f>(<b, B)-P<p(ω, A)P<t")(ω, В). 

Положим

Пусть, кроме того,

D∑W≥σ>0
(17)
(18)

по всем kun.
Тогда при

имеет место соотношение

∣r∣ ≤ ψ (я) ]/1пя; ψ (w) = min(ρ (я), In In я)

(20)

и

где Pnk (it) — многочлен степени не высше 3k. Коэффициенты многочлена 
ограничены по п. Здесь

* Во всех теоремах в место α<n> можно положить α("∖ если оценку из леммы 5 за­менить оценкой sup II v« (t, xi yi ∙) II ≤ exp { — ca("> (l-k)}i
χ>yсправедливой для |Xįn) ∣ ≤ C„, k= 1, 2, ..., n.а 1 _iCn=a(n)2n2ψ 2 (и)In n; ψ(n)→∞ (n→∞)в интервале 111 ≤ ψ (и) In 2 n (D Sn} 2 .
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Q зависит от s и п, но ограничено по п, точнееθ≪ma∑ (|*? ’|..................∣λ<≤.∣.
где Λ=l, ...» f-3,m⅛2(DSJ*-*≡">∙*  D¾S<"' ∖*-l.

⅜+2= я*  In«*  я n In я ) ’^ = (⅛)'∙3.
%(») _ ^-й семиинвариант суммы Sn,

√* ≪DS,<-⅛,-Теорема 6. Если с вероятностью 1 случайные величины MθX<* 0∣,∣F<≤1) 
и M∣Jf<")l', (s≥3) равномерно ограничены по k>∖ и п, то в условиях 
теоремы 5 имеет место соотношение

l a(t, Ь) Y
+ β1-2-Qr∣∙ + ∣t∣∙α-*> +∣t(>⅛->>e ''∙"∣..n у ’

где 1________________п_________
τn ~~ (VD⅛)3≡(,,>a ’θ1≪max (m.............. ∣λj≤1∣. i<”).

а величины Λ=l, ..., $-3,
ограничены по п.Пользуясь теоремами 5-6 можно получить уточнение локальных предель­ных теорем для решетчатых распределений.Теорема 7. Пусть случайные величины X<n∖ принимающие только це­

лочисленные значения, имеют равномерно по k и п ограниченные абсолют­
ные моменты до порядка s (s ≥ 3) включительно.

Пусть, кроме того, выполняются условия (8), (10), (11) и

а(п)n7 In 7n(lnlnn) 7→ω (n→co).

Тогда имеет место разложениеV D¾P{ Sn = m } =^(xm,)+ f (-⅛2-)*  pĄ--~-)g(xnm) +

į l∙+l ∖I Q ( θ ∕ l∏2w V- 2 J___________ In________ я In In n________  I (23)∖ ∖ rn I ^t" (VD⅛α(">a)'-1α("ψD⅛ ∕*  
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Здесь g(x) = ~=e 2. ⅜,,=jψ==≡-, Р„4 (- ⅛)g (ж) означает, что 
в многочлене Pnk(it) из теоремы 5 степени (it)k заменяются выражения- ми <-ι)*4⅛*(*)∙Теорема 8. Если случайные величиныm(∣X<">I'∣ ¾), й = 2........ п, и m(]X<">∣∙) (s≥3)
с вероятностью 1 равномерно ограничены относительно kun, то при ус­
ловиях (8), (10), (11). (22) имеет место разложение

s—3
1/"DĄ P { S. = m } ≈g Ы + ∑ (-į-)*.

⅜-l "

p-(-⅛r)ffω+o⅛)∙ (24)

где многочлены Pnjt(jt) определены теоремой 6.Здесь, в обеих теоремах, не указано явнЫх выражений для РяА(:г). Их можно найти в доказательствах теорем 5 и 6.До сих пор в теоремах 1-4, 7-8 мы рассматривали только решетчатые распределения. Теперь докажем некоторые теоремы для плотностей.Теорема 9. Пусть для последовательности Xjn>, ...» выполнены 
условия (8) —(10).

Пусть, кроме того, существует набор индексов

такой, что
1 < v1 < v2 <... < vλγ < я, (25)

min 
1≤⅛≤N-1 (vj⅛+ι-v⅛)

In n со (n→∞)

U
___ Г N

l∕DSn I ∏M∣∕(r, XW(F<^,×FW+1)∣Λ→0 (B→eo) (26) 
i r>« *- ,

для любого e>0.
Тогда при достаточно большом п существует плотность р„(х) случай- 

нои величины n-.. _n иVds„sup∣A,(*)-^=-β 2 ∣→0 (b→∞). (27)Теорема 10. Если выполнены условия (8), (9) и среди величин
Х<я>...............X%,>, где vj⅛ определены в теореме 9, можно найти величины

Х&>, . ..,XJ,) , такие, что при некоторых положительных постоянных b h'r V mI4> ^I^-×fC÷-)∣< ⅛1 (28)ι=l, ..., я*; я*»о( ), ∣r∣≥P, (29)
тогда существует плотность ρn(x), удовлетворяющая соотношение (27).
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Теорема 11. Пусть случайные величины имеют равномерно по k и 
п ограниченные обсолютные моменты до порядка s (s ≥ 3) включительно. 
Пусть выполняются условия (8), (10) и (28) или

у D5„ / ∏ M Į/ (t. Х<»> I F<"L1 × ^>+1) I dt ≪
∣t∣>β ⅛≡I

-j+ 3∙
θ ( In*  л у-2 ________In na 2 In In л

\ Гп ) ^t^ (УТГ^а(я)аУ",<х(я)8 ]∕θ⅛

для любого е>0, где набор vj⅛ определяется соотношением (25).
Пусть, кроме того, имеет место (22).
Тогда при достаточно больших п существует плотность ρn(x) и

Рп (*)  =г (*)  + ∑ (^v2l)^ pnk (- -^)g (×) + 
⅛≡≡1 " *

Z . з \
» In л2 2 In in л_______ 1
(]∕D5iα(")8),-1α^8l∕D¾ /’

(31)
где все элементы соотношения (31) определены в теореме 7.Во всех трех главах мы будем предполагать, что М^л) = 0, ⅞ = 1............. п,если только последнее не нарушает общности.В четвертой главе изучается многомерная локальная теорема для числа попаданий в состояния системы в случае конечного числа состояний. Этому вопросу были посвящены работы А. Н. Колмогорова [4], Ю. В. Линника [1], С. X. Сираждинова [5]. А. Н. Колмогоровым получены исчерпывающие результаты в случае однородной цепи [ρft (i, j) ==p (i, ∕)j. Для неоднород­ных цепей локальная предельная теорема для распределении числа попада­ний в состояния была доказана Ю. В. Линником [1], но при дополнитель­ном условии о существовании „однотипных путей“.Целью четвертой главы является получение для цепи типа Деблина результатов, аналогичных результатам для однородных цепей Маркова. И так изучается неоднородная цепь Маркова с конечным числом s > 1 воз­можных состояний e1, ..., es в любой момент времени и вероятностями пе­рехода ρk{a, β) из состояния еЛ в (k— 1)-м шагу в состояние в ä-m шагу.Пусть соблюдено условие (Л): pt(a, β)≥λ∕>⅜(a, ß) для любых а, ß, k, I, 
где постоянная λ>0.Пусть в дальнейшем состояния ег, ..., е, — единичные векторы s — мер­ного векторного координатного пространства:e1 = (l, 0, .... 0) 

e, = (0, 0, .... 1).По аналогии с терминологией А. Н. Колмогорова, всякий вектор* = e‰ + e<z1 + • • • + eaπ 
239



будем называть циклическим, если существуют положительные вероятности перехода ∕>ι(αι∙ a⅛)> Р1(«з» ®з).............. Pι(‰ aι)∙Множество всех векторов т вида=.⅛ <≡T1 4“ ⅜5 ¾ + ∙ ∙ ∙ + Zv 2Гу,где ∕1, Z2, ... Zv, v — любые целые, v>0, называется основной решет­кой Z.В силу условия (А) имеют смысл следующие условия: (В). Состояния 
e1, ..., et образуют один существенный класс в смысле А. Н. Колмогоро­
ва (6). (С). Основная решетка Z совпадает с множеством всех целочислен­
ных векторов s — мерного векторного координатного пространства.

В этом случае говорится, что ранг марковского процесса (или цепи Маркова) г равен s.Пусть случайная величина ζj означает число попаданий в состояние еЛ за первые п шагов. Тогда для вероятности Pτ(m) случайному векторуζn = (ζ'',.............. С?>)принять значение т = (m1, ..., m,) при условии, что ет есть начальное со­стояние, справедлива следующая теорема.Теорема 12. Пусть соблюдены, условия (А), (В), (G).
Тогда для любого γ и целого k > 0 равномерно по всем (m1, ..., mt) будет

k j_у Pτ (m) =ft.1 (x) + 2 n 2 Pχj[ - ⅛-)ft.1 (x) +
/-1 (32)

Здесь

g-'(x)=^V(2^∆n exp (- ÷ ⅛' w) -
плотность s — 1 — мерного нормального распределения

I *⅛-Λ⅛υ *"∖ VbωΛf∞=Mζ<a>^w, Z>(°o = Dζ<a>χn, a=l, ...,з, 
квадратичная форма Qn (х) = Q„ (x1, .... xj.1) положительно определенная, 
∆n — определитель этой формы. Py (it) является многочленом степени не 
выше 3j от компонент вектора it = (it1, it2, ...» ⅛,.1). Коэффициенты 
многочлена действительны, зависят от γ и п, но равномерно ограничены 
по всем п. Ру ( — (х) означает, что вместо степеней — ita берут­

ся производные от gt~1 (х) по соответствующей компоненте ха.
Если условие (С) нарушено, но г>1, то в равенстве (32) s следует 

заменить на г.Некоторые из выше изложеных теорем можно найти в заметках [7]-[9].
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ГЛАВА 1

ПЕРЕХОДНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ*  ФУНКЦИИ

1. Определение и общие свойстваПусть задана переходная вероятностная функция P(ω, А) с областью определения (Ω, F, Ω, F) и измеримая функция X (ω) на Ω, Тогда функ­цию
f(t, ω, Λ) = J"ei,xts>P(ω, dω), AeF

Абудем называть переходной характеристической функцией случайной величи­ны X.Очевидно, что функция ∕(r, ω, А) является:1. Равномерно непрерывной на всей прямой функцией t при фиксирован­ных ш и Л;2. σ — аддитивной функцией множества (комплексной обобщенной мерой (см. [10]), определенной на σ — алгебре F при фиксированных t и ш;3. F — измеримой функцией от ω при фиксированных t и AeF∖4. Условной характеристической функцией случайной величины X при Л=£2;5. Переходной вероятностной функцией Р(ш, А) при г = 0.Пусть имеется последовательность X1, .... Х„ случайных величин Хк. связанных в цепь Маркова с областью определения {Ωjb-1, Fk~1, Ωa, Pft}, вероятностной функцией перехода Pjfe(ω, А), где ωeΩfe.1, AeFk; fe≈l. 2, .п и начальным распределением вероятностей РА(Л), AeF1. Тогда ха­рактеристическую переходную функцию случайной величины Хл обозначим 
fk(t, ш, А), т. е.

fh(t, ω, А)≈fei,xι^yPk(u>, dib), AeFt.

АПереходную характеристическую функцию суммы⅛1+...+Xz обозначим через ∕ju (г, ш, А), т. е.
fki(h ω, Л) =

ei' (⅛1 <¾+,>+ ■ +×! plj+1 (ω, du>t+i) ×

2⅛+ι 2Λ+β 2∕-ι a

×P⅛+2(ωJ⅛+υ ^ω⅛+2)∙ ∙ ∙^∕-1(ω∕-2> ^ωz-ι)P∕(ω∕-ι> dω∣). (1.1)
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Отсюда следует основное равенство
fu(it ω, A) = J ftl(ti ω, A)fk,(tt и, d<S),

а,
(11а)

где k<s<l и интеграл берется по обобщенной мере fkt(t, ω, •). Если обо­значить
где P1(A) — начальное- распределение вероятностей, AeF1, то аналогично функциям fki(t, ω, А) можно вести априорные характеристические функции равенством

f0f (t, A)= ∕ f1∣(ιt ω, A)fl(t, rfω). (1∙2)
т. е.

2ι

Лемма 1. Если f „(t) — характеристическая функция суммы

5β = X1+...÷‰

то
fΛ) = Me"s-.

Aω=√oβ(*,  ω).Утверждение следует из (1.2).Пусть f (t, ω, А) переходная характеристическая функция случайной ве­личины X (ω) с областью определения (Ω, F, Ω, F) и Λf2 — линейное про­странство обобщенных комплексных мер, заданных на F.Рассмотрим линейный оператор Ut,

(Ut∣ι)(A) = f (t, ω, Λ)μ(rfω)
отображающий Λfa на линейное пространство обобщенных комплекс­ных мер, заданных на F и зависящих от параметра t.Норму обобщенной комплексной меры μ определим следующим способом (см. [10]): llμ∣l= sup / φ(ω)μ(<∕ω) =Var∣μ∣,

lφl≤lгде верхняя грань берется по всевозможным F — измеримым комплексным функциям φ c Į φ (ω) Į < 1.Тогда для нормы N(UJ оператора Ut,

а

справедлива следующая
Лемма 2. Имеет место соотношение
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Доказательство. Имеем

Положим.

∣mμ∣l= sup f ψt(")(tflμ) (<* ω)∣= lψtl≤l∣√У: sup / / ψt(ω)∕(f, ω, dω)μ(dω) .Iψt∣≤ι∣ J J IУ Q

j*  Ψt(ω)f(h ω, dω)
Φ. (ω)---------γγ------------------------ г ∙SUP j J Ψr (≡)∕(t*  ω, dω) ∣2Очевидно, что φl(ω) есть F — измеримая и ∣φ,(ω)( ≤ 1. Отсюда∣∣σtμ∣∣= sup sup ∕ ψ,(ω)∕(r. ω, Jω) .lψfl≤ι « ∖J I2

• I <Pt(ω)μ(*,  <*ω)  < sup ∕ ψl(ω)∕(r, ω, rfω) ∙∣∣μ∣∣.I J I ∣Ψ,i≤ι,««al J Ia aСледовательно, получаем, что норма N(Ut) удовлетворяет неравенствоN(σf)≤sup∣∣∕(r, ω, ∙)∣∣. (1.3)
to -С другой стороны, возьмем за μ вероятностную меру, сосредоточенную в точке и. Тогда || μ || = 1 иОтсюдаи

σ,μ=∕(r, ω, •).
^(σt)≥∣∣∕(G ω, .)∣∣

для любого ω, т. e. N(U,)>sup∣∣∕(t, ω, ∙)∣∣. 
шИз (1.3) и (1.4) следует справедливость леммы. Лемма 3. Если k<s<l, то

U<k> l> = δ7(ft>,) ∙ U<t>t∖t t t f

(1.4)

где
ff∣Ac' ω∙ ∙)∣l(<,ω)∙ 

⅛ Доказательство. Имеем
U<i∙')μ

üb'» U<k>'>]L ⅛ 2jfe <⅛. dV,)f,l(t' ωr ∙)l√rf<⅛)
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Этим лемма доказана. Из ее следует, что иW (u<*∙  ->) ≤ n(uI*∙ ») N (u<∙. О j,
а если /0 = 0 < ∕1 < li <... < Zλ,.1 < lN = п, li+l -ll½2, разбиение целыми точками промежутка [0, я], то

(1.5)
Ä-1

Лемма 4. Имеет место соотношение∖∖fm(t, ∙)∣∣<w(u<*∙"))∣∣∕ rt(t, ∙)∣∣, l≤⅛<n,

Доказательство. Имеем w(uα,n>) = supl¾^lL.
Пусть p<∙)=Λ*(t.  •)• Тогда 

fw(t∙ ∙) = J'∕t,.(t∙ <“• ∙)fm(t, <iω)=∕0n(t, •).

atОтсюда и следует лемма.
2. Эргодичность переходных характеристических функцийНа σ — алгебре Fι×Ft рассмотрим обобщенную комплексную меру v4∕(r, х, у, •), зависящую от параметров г, kt Z(l <fe<Z≤n), x∈Ωj⅛, yeQk и обладающую тем свойством, что для любого измеримого прямоугольника 

А ×B, AeFh BeFl

bι(t< x∙ y∙ A×B)=fki(t< x∙ A)fu(t, у, B)-fu(t, у, A)ftl(t, х, В).Этим мера vtl(t, х, у, •) определяется однозначно. Ее норму, при фиксиро­ванных x∈Ωfc и уе2А> определим равенствомl∣v*z(<.  ж, У. ∙)ll = -j^ J f f f∙<ω∙ z>)vu(t, *>  У- <fω∙ dδ)∣∙ <2∙1) lφ'ιc' a∣ ⅛где верхняя грань берется по всем Fi×Fh измеримым, при каждом фик­сированном г, комплексным функциям φt, определенным на Ωz×Ωz с iφ,(ω, ω)∣≤ ].
Лемма 5. Для любых значений параметра t справедлива оценка

Isup∣∣v*z(t,  X, У, ∙)ll≤ ∏ (l-¾h l<*<Z≤w,x∙j, ;.*+!
где aj определено в теореме 5.
244



Доказательство. Имеем для 1 ≤fe<s<∕≤n

vj⅛∕(r, x,y,A×B)≈ ftι(t, ω, A)fhf (t, х, dω)fti(r, ω, B)fk, (t, у, dω) - а, а,
"ff ⅛(t' ω∙ У*  dv)f,ι(h ω> B)fkA'∙ X, d<b) =а, а .<

= f ffu(t. •». A)f,,{t, ω, B)v⅛1(r, х, yt dω, tZω).а, а.Поэтому, принимая во внимание (1.2) и (2.1), при s = 1—1 получаемII v*z(*.  χ∙ у. ∙)ll=4^ syP Iff f<("∙ x∙ y∙ du∙ dv) j = 
lφ,ιcι 2, 2,= 4- sup i [ [,Ли.^Х‘М+Х‘МК

"p'l's' 2l 2, 2,_, 2,.1×P∕(ω, dιi)Pl(ω1 dv)vkl-1(t, х, у, dω,dω).Из определения следует, чтоvAt/_i(r, х, у, A×B)= — vjif∕-1(f, х, у, B×A).

(2.2)
(2.3) Пространство Ωz.1 × Ωz-1 всегда можно разбить на непересекающиеся измери­мые множества Я, G и Н так, что v⅛j~1(*,  х, yt А, B)≈09 если А ×B ∈ G∖ 

AeFι~1, BeF1~1 и из (ω, ω)∈B следует, что (ω, ω)∈H. Тогда Ωz,1×Ωuι = 
≈E+ G + Н. Учитывая (2.3), получаем

/ f , dω)Pz(ω, A)Pj(ω, В)) =
2l-l Ъ-х

= f [v∣l,ι-ι(t> х» dω> dtyPι(ω, A)Pi(ω, В) j —
— f (%∕-ι(*,  х, dωt dω)Pj(G>, А) P∕(ω, B)j =

Е

= [(pl(u, А)Р,(й, B)-Pl(S>, A)Pl(<*,  B))vm.1
(t, х, dω, dω). (2.4)

Положим wβ-+,.1."p..i∣∕A<-∙а, а,∙(P∕(ω, du)Pl(ωt dυ) — Pz(ω, t∕w)Pz(ω, √v)jl.
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Подставляя (2.4) в (2.2) и меняя порядок интегрирования, получаем ∣∣v4,(t. *.у.  ∙)∣ι=4-sup∣∫(,∫ f<f,(u,

∙^P∕(ω, *<)Λ(ω.  dv)-P∕(S, du)P∣(v>, dv)'j)vkl-1(t, х, у, dω, dω)Į.ltl Qi

Пусть

где
i>-τ⅛∙ f

Ql Qi× (pz (ω, du) Pl (ω, dv) — Pl (ω, du) P∣(ω, dv)} ,

(2.5)
βz(r. φt) = sup^ у*  J φ(ιz, и)е1^1(и)+Хг(°^Ху, о,×(pz(ω, du)Pi(ω, dv)-Pl(<^ du)Pl(ω, <fo))I.

ТогдаIIW,*.Λ  ,)∣∣ = 4∙ suP βz(*,  ψt) f Г Ψr(ω, ω)vfc uι(t, х, у, dω, dω)(≤ z ∣φt∣≤∣ ∖ J Jв<4- sup β,(t, φ,)∣∣vt ,.l (t, X, у, ∙)∣∣,z ψr∣≤∙так как ψt(ω, ω) измеримая с ∣ψr(ω, ω)∣<l, (2.6)

Оценим
Λ-"' X, У,', dω, dω)= — v*,∕-ι(G  х, У, du, d&)

H+G

E -|- G -f- H = × Ω∕-1.и
(2.7)

(2.8)
(2.9)

Из (2.5) следует, что βzW≤-⅛^ sup ∣∣∣ tft(u∙ v)Cp∣(<a> du)Ptφt <fo)-

-p∣(4>, du)Pt{y>, <fo))∣.
Здесь φr(w, t>) действительная Fi×Fl- измеримая функция с ∣φt(z∕, t>)∣< 1. Правая часть неравенства (2.8) представляет sup∣∣λ,(ω, ω, .)∣(=l-αz, «о, ω где λz(ω, ω, .) определено в теореме 5.В силу соотношения

Pl(4>, A)-Pl(<A, A) = J" (Pl(ω, A)P∣(B>, du)-P,(y>, A)P∣(v, du)} 
⅛
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получаем l∣P∕(ω. .)-Pz(0, ∙)∣∣≤ ∣∣λ√ω, <δ, -)∣∣.Обратим внимание на то, что∣∣Pz(ω, ∙)-Pz(<S, ∙)∣∣ = sup∣P,(ω. A)-Pl(δ>, Л)|.
AsF∕Следовательно,sup ∣Pz(ω, A)-Pi(G>, Λ)∣≤sup ∣∣λz(ω, ω, ∙)∣∣. (2.10)

to, to, А to, toТогда из (2.10) и (2.9) следует, чтоαz ≥ olį,где αz= 1 — sup IP∕(ω, А) — P∕(ω, А)|
ta, ш, А— коэффициент эргодичности переходной вероятностной функции Pz(ω,√4). Соотношения (2.6), (2.7) и (2.9) окончательно даютll¼∕(r, х, у, ∙)∣∣≤(1-≡z)llvm.1G, х, у, .)∣∣. (2.11)Процесс продолжая далее, получаем

Il∣v*z(r,  х. у. .)∣∣< ∏∙(l-≡y). (2.12).∙=≡*+lтак как II vA,*+ι( r> 3∖ ∙)∣∣≤ 1 -⅝+ι∙Из (2.12) следует утверждение леммы.Лемма 6. Если существуют M∣X<">∣' (s≥ 1), то для

*<я)0 =⅛ -g-ln/.W. r<,

в точках t, где fn (г) ≠ 0, имеет место соотношение

i4^(t>∣< I∕n(t)r Σ × ∣≤Λ≤⅛≤∙..≤∕r≤*
× J J ... J Į X{ι"' (ω1) Xj"> (<¾).. .X<ζ> (ωr) I ■£ v! × y(∏) д(я) ω(") V-0

× ∑ |( п dω*0 x
<*••* ......*->∙*  {*⅛°}

×∕¾ ι(<, W‰y> ω⅛-ι> *’
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y<1"> 2(n) 2(∏)

Здесь система h1, h2, ..., Λr.1 содержит перестановку r —v — 1-ого поряд­
ка чисел 1, 2, ..r — 1, а остальные v чисел hk равны нулю. Кроме то­

го hb≤ k и 2 (⅛-⅛λ-i)≥ lr~ h∙ Щ ecrrib множество таких си-
k-*{aΛ-i≠0}

стем. Множество определяется соотношением W = { 1, 2, г} — 
— {h1, h2, ..., Ar-1}. Постоянное К зависит только от г, h0 = Q.Доказательство. Имеем согласно (1.1), (1.2) *

fn(ι)= J J ■■■ J e P<">(<fc>1)×2<.j a<»> ' aW ,×P<">(ω1, <∕ω2)...P<">(ω,.1, d<an') =

f∖n4t, ^ω1)∕<n>(r, ω1, rfω2).. .∕<n>(r, ωβ-1, dωr). (2.13)
Очевидно, что все члены равенства (2.13) можно k раз (⅛≤s) диференциро- вать под знаком интеграла ввиду существования моментов порядка до 5 включительно.В дальнейшем будем заниматься преобразованием подинтегральных выра­жений. Поэтому, если в какие нибудь выражения будут входить диферен- циальные элементы (напр. ∕∞ (г, ωA-ι> ^ωjt)j, никогда не будем забывать, что эти выражения — подинтегральные.Вводим функцию Φ∕17i...z∕r* d(L>v dω2, ..., <Zω4),инвариантную относительно любой перестановки индексов Z1, Z2, ..., lk, при­чем в случае Z1 ≤ Z2 ≤ ... ≤ lk полагаетсяφ∫ι¾t..........lk(t, ^ω1, dω2................^ωjb)=∕<">(r, <Zω1)∕<J (t, ω1, <Zω2)...∙∙∙∕∫ ι̂ ,∕t, ω*- ,' ω*, ω∙>∙Здесь считается .1, если ω∈Λ,О, в противном случае, для любого А ∈ F<">.Тогда получаем⅛",W = ⅛-⅛AW= ∑ f /■■■ fw>M×

1 ≤∕1, , ∕λ ≤ П 2(β) β(β) θ(∏)× (ω2)... Xfζ> (ωk) φzcι^∕ιj ...fιk (r, ^ω1, <Zω2, .d ida); ⅛≤s. (2.14)Имеет место простое равенство
× ∑ г!____ ⅛,(j)∙∙∙⅛ζ,W. r≤5∙

l≤∕e1, . .., Av≤r ⅛3! . . . Λv!

A,÷A, + ∙ • ∙+⅛y≡r

∕j">(r, ω, Л) = |
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которое совместно с (2.14) дает*?°W = [∕f,(r)]r Σ f ' " f ∑(-1) Г/Л*)]  ×
,≤'......>lt^n 2<") q<"> v",× Σ

l≤Λ,j .... Av≤r
*1 + . • • + ftv≡≡r

×∏4-.÷-*Λ  d%->+* .............. d%∙>
7 = 1где ⅛0 = 0, 7=1>∙∙∙> V.

Р=1Для нас более удобным будет выражение5⅛,,ω=-⅛- ∑ ∕ ∫x⅞>w∙..χ<*w×
∣≤Z1, ∙..,∕r≤n įn) (Я>

ЦР1 8⅛r

(2.15)
×∑(-l)v-,[∕.(t)Γ,(v-l)∣ ∑*  X

v-l I≤Λ1≤...≤*v≤∕
⅛ι ÷ . . . + Äy ≡Γ

VX ∏ cpLn) . (t, d ωr .1, ...,dωr).
1J ⅞~,.1+ b - - ∙> A⅛y ∖ kJ-1+, ki>Здесь * над суммой означает, что суммируются еще по всем возможным раз­биениям чисел Z1, Za, ..., lr на группы

{h1, ~h2, ..., ⅞), (⅛+1, ⅛+2...............⅛)» ..., (⅛v l+ι, ⅛v~1+2, ∙∙∙, ⅛vj
сохраняя порядок следования. Например будем считать, что⅞ky.1+ι≤∙∙∙∙≤⅛yι >=1, .... v.

Займемся оценкой подинтегрального выражения в соотношении (2; 15).Пусть t и Z1, Za, ..., Zr фиксированы. Возмем перестановку ι1, x2, ..., Zr . чисел 1,2, ..., г такую, что⅛, ≤ Zl∙t <... ∙≤Zl∙r. (2.16)Для краткости положим 
— Ψv-∣(θ⅛ Λ1Λ2, ..., ⅛-Γ⅛ 0A⅛ι+ι, ⅛+⅛+2, ..., ⅛l-ι⅛, 

∙∙∙, θ⅛v-l+b ⅛V-1 + 1⅛V-1÷2, •••’ ⅛y-i⅛v)>
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причем продолжим нашу функцию так, чтобы она не менялась от переста­новки пар местами. Тогда можно пары переставить так, чтобы вторые индек­сы следовали в возрастающем порядке. ПолучаемΨv-,(θ∕<.. *ι  Ii........ ¼-ι⅛r)∙Еще проще положитьΨv-,(θ⅛.. 4 4........⅛-ι⅛r)-Ψv‰ 4......... ¼-1).
hk = lih и Лд = 0 при hk = 0, ltl ≤ Zl∙i ≤ ... ≤ ∕l∙r. Таким образом, система 
hl, h2, ..., λr.1, содержит перестановку г — v-ого порядка чисел 1, ..., r — 1, а остальные v — 1 чисел hk равны нулю. Кроме того, ∕⅛≤ k. Множество та­ких систем обозначим Hv-ι∙ Тогда для подинтегрального выражения равен­ства (2.15) будет справедливо соотношение

Λ=∑(-0y'llΛ(f)rv(v-n∣

V-1

v

11 φ~,) - ×
1 ≤* 1≤.. .≤⅛v≤r 7-1 ¾-ι+,","¾ 

kχ + . . . +⅛v ≡ Г

Г×(t∙ rfω*,-ι+ ................ d%) = ∑ (- 1)v^' (v - 1), ×
V-I× Σ ψv-l(4............ 4-1)=

(Ä1, . ..» hr^l) sWy_l

= ∑(- Dvvl ∑ Ψv(¼.............. ¼-ι)∙ (217)
V-0 (Λl, ∙...Ar.1)cHvПоложим

Ψv(⅛ •••» 4∙-l) = Ψv‰ ∙∙∙> ¼-8∣ ¼-l)- Ψv+1(⅛∙ •••» г-Г θ)>если Λr-1≠0. Далее пустьψv(⅛l........4. 4+ι...........4-ι) = ψ,(¾........*Λ  4+ι......... 4-1)--Ψv+∣(⅛ •••• 4+1....... 4-1).где отмеченные числа hk не равны нулю. Возьмем любой членΨv‰ ⅛, .... ¼.1). (2.18)Таких членов всего wov = vl и их знак равен (— l)v. Среди hi имеется v ну­лей. Пусть это будут hmι = hmx = ... = Amy = 0. Нули будем считать справа» т. е. m1 > m2 > ... > wιy. Среди членов суммы(—l)v+l(v+l)l 2 Ψ,+1(¾..................А.-,)
(А..........∙z'r,1)6"v + ∣имеются члены, отличающиеся от члена (2.18) только тем, что на месте hr~l стоит 0. Число таких членов u0, v+ι = (v+ 1)! >uo, v и они входят со знаком (— l)v+l, противоположным знаку члена (2.18). Вычитая получаемψ,(⅛. *1.  •••. 4-l)∙
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Здесь Ar-1 принимает vψl значение, поэтому число членов φv+1 (A1, Ла, .... Äi_a» 0) сократится на число vJ(v-f- l) = (v+ 1)!, т. е. таких членов не останется.Подобным образом действуя далее, получаемΨv ‰ Λ2> • • •» ¼m-l> 0» • • •» ¼-l)∙ (2.19)
m1С другой стороны, несколько слагаемых вида (2.19) потребуются для обра­зования членовΨy-1(⅛> ^2∙ •••» ¼m∙ ⅛"1+1*  •••» 13» ⅛ll≠θ∙Здесь ⅝,y-1 = (v-1)! и hmι может принимать значения 1, 2, m1 за исключением совпадающих с Amι+1, Λβlι+a, ...., Λr-1 (пусть число послед­них ∕>1) и уже принятых величинами ⅛, Aa, ..., Amι-1. Таких будет 

m1 — 1 — (v — г) = ml — v, так как hi ≤ i и среди чисел A1, Ла.............. Λmι.1имеется v — 1 ноль. Поэтому hmx может принять* * -1 ‰ J = *⅛  - P1 - (m1 - v) = v - plзначений. Следовательно, число оставшихся членов вида (2.19) будет рав­ным Wi,v = ⅜j-(v-1)∣^-iW = v1-(v-Pi)(v-1)∣ = (v-1)∣∕,i≥0∙Так дойдем до второго нуля hmt в нашем членеΨv‰ ⅛ •••» ^и,-1» 0 ⅞∣,+1> •••> ^»Я1-1» 0» ⅛∏1+1* •••» ¼-ι)∙ (2.20)Если среди чисел Λiλ+1, ..., Ar.1 есть р2 чисел из ряда 1, 2, ..., ma, то 
hmι в членеψy.ι(⅛...............⅞h∙ ⅛,+n •••» θ> ^mι+1, ..., ζr-a) (2.21)

«1может принять ∙∙-∣W = (V-∣-⅛значений. Членов вида (2.21) имеется % v_i = (v — 2) I р2. Следовательно, выражение (2.20) останется с множителемt⅛, v = uιt у ~ uι, v-ι ®v_i (^ct,) = (v — 2) lρ1ρt > 0.Наконец для /-ого нуля получимt,v-l (hmi') = V - О - 1) - Р)

И
ui, v ~ uj-ι,v - uj-‰ v-ι 10";)’ uι, v = (v - ОI Pι∙что дает

ui,v = (y-j)lpιp2∙∙∙PrЗдесь σv.1 (hιnj) — число значений, которые может принимать hm. в членеΨy-1(¼> •••» •••> θ*  ¼ji∕+i+1> •••» ¼,-l)а uft у — число членов вида
Фу (^» •••» θ> ^mz+ι-l> ®» ^my+i+l» •••» 1) (2.22)

mj mj+∖ 
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после использования /-ого нуля. Так как ujt v ≥ 0, то члены вида (2.22) или останутся, или исчезнут. Если ujt v > О, то последним шагом будет такой ∕0, что M∕β+ιv = ¾ v или ©v_i C⅛+ι) = 0, что даетv-7o=P∕β+ι∙ (2.23)Ясно, что в таком случае все Λl∙≠0 будут отмечены знаком ,. Действи­тельно, ujt v = О только тогда, когда, по крайней мере, один из ρlt ρ2, ..., ρi равен нулю. А это означает что и члены
ψv-l(¼∙∙ •••’ +1+1’ •••» ^βy+ι-l> θ^βy+ι+ι, ...» ^r~1)уже отсутствуют. Таким образом, мы доказали, что все члены ψv-1 или- ис­чезнут, или будут отмечены, так как в последнем случае uit v > 0. У нас v любое, поэтому утверждение доказано.Итак, если ρ1, ρ2, . ., ρit не равны нулю, а P∕o+ι = v-/0, то

ui,, v = (f,∕β+ι) f А» Ръ ∙ ∙ ’Pje (2.23а)Отсюда выводим, что
г-1

h = ∑ (- Dv v I ∑ Ψv (¼................... Λ'r-1)∙ (2.24)v"0 «»JЗдесь Н*  содержит только ту часть множества Hv, которая осталась после наших преобразований.Для простоты обозначений, не нарушая общности, положим, что (2.16) имеет место при ⅛ = 1, i2 = 2, ..., ir = г. Пусть ψv (⅛1, ..., ½r.1) — любой член суммы (2.24) с (h1.............. Ar.1)∈Z7*.  Здесь положено hi = hi в случаеA, = 0. В дальнейшем положим Ao = 0 и, кроме того, пусть множество ЭД определяется соотношением≡ = {1, 2, ..., r}-{A1, h2.............. Ar-1}. (2.25)Тогда, согласно введенным обозначениям, имеем

<1⅛t-,, JĄ»>)j ∣∙{tΠ≠0(t- “»> ω'",))∙

Принимая во внимание результаты и обозначения лемм 1 и 5, получаем m⅛-ι∙ dω*)∕.( f)-∕SJ(l∙ dω*)∕ζ j ι.(t∙ ω⅛-ι∙ ω!,'o) = 
= f f f‰-∕t' d*iv⅛-√^t, 3e' dω*, dy>ftf(t, y' 2»”’);2(n) q(h)

4-1 '* jc∈Ω,W . yeΩ<">.
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Поэтому

Положим (2.26)
∏J-⅛i-l∙ ecjll* ¼-l≠0∙ Į 0, если Af.1 = 0. (2.27)

Оценим число d. В силу того,- что‰ ⅞. -∙∙,. согласно (2.23а), имеем
‰v=e⅛,+ι)∙ΛA∙ ∙√>∕. >°-. Пусть σjk = ⅛-A⅛-1, если dk = lk-lhk~l и σjk=0, если ∕⅛-1 = 0. Так как ρy+1 = v-у0, то существует множество 91 индексов k, что2 σ⅛ ≥ 2j0 + ((2 + 3 Ч- ... ÷ (v — ;0 + 1)) = 2∕o + ~(v -7o)∙

⅛g≡Число элементов множества 91, очевидно, не превосходит j0 ÷ (v —7о) = *•  Среди {⅜} имеется v нулей. Оставшиеся числа не меньше единицы. По­этому
Г2 ⅞>(r-l-2v)l+2∕,+ τ~-,° + 3 (v-√a)

Отсюда уже легко следует, что= r-l + (,-∕β)(-l∑i±3-2)>r-l.
если d>lr-l1,

⅛, ≤ ⅞ ≤∙ ∙ ∙ ∙ ^r∙Из соотношений (2.14), (2.16), (2.24), (2.26) — (2.28) следует доказательстволеммы. 3. Асимптотическое разложение для характеристической функции суммыОсновной целью этого параграфа будет доказательство теорем 5 и 6. Для • этого нам понадобится следующаяЛемма 7. Если существуют равномерно по k и п ограниченные абсо­
лютные моменты М ∣X<n> ∣3 < С, МАГ<Я) = 0; k = 1, .,., и, и

Кп, если ⅛∈9R,∣∙x*" ,i* ς∣n, если ⅛∈9Jl,
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где К„ и множество ЯП определены соотношениями (3.24), (3.25), кроме 
того, если i _ь _х

φ(fl)≡Λrn 7 (InIn я) 7→CO (fl→co)

и D ≥ σ > О для всех k и п, то приi .1 φ(w) V In л
1 И< Vd¾

имеют место следующие соотношения:1. ∕.(f) = exp!--S-DS.)(n (3.1)
2.

если только
(3.2)

Здесь

При доказательстве леммы 7 мы будем пользоватся следующей лем­мой 8.Лемма 8. Пусть случайные величины -X^<n>, ..., -¥<"> связаны в цепь 
Маркова с п моментами времени и коэффициентом эргодичности а(п). 
Пусть существуют равномерно ограниченные M[X(n>∣8 и, кроме того, MXf≈0, t = l, 2, ..., я. Тогда при (3.3)
имеет место неравенство _______

M∣⅞>∣3< L + ]/ ⅛ D¾>),
где L>0 — постоянное.Доказательство. Применяя неравенство Минковского, имеем
МI ¾> |3 = м I ¾> + ¾ + ¾> Г < ((м I ¾+S« у + f (Miχω∣>)iY < 

Ml+∣ 
<((M∣¾+¾>∣)i + c1(∕1-⅛1))3,

αW>

(3.4)так как
, п.

Если ⅛-⅛-[⅛-]∙ (3.5)
M∣¾+¾>∣s≤[j⅛=-]3CJlnn,то, как следует из (3.3), (3.4) и (3.5), лемма доказана. Если же a(": 3 In "i и MI Sg> + Sg> ∣3→∞ (я →∞),то, согласно (3.4), имеем

M∣SS>∣∙<M∣¾>+⅞>∣>(l+√r).

(3.6)
(3.7)
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Из определения k1 и ∕1 вытекает, что случайные величины „почти" независимы, т. е. будут справедливы соотношения |М; ⅛ |‘| Sg>∣-M¾>*M 15<»)11≤ Cae-to,""(M∣ ¾>∣f (m∣ ¾-∕∣j)i, (3.8) 
Iм I ¾TI ¾I -M¾>2MI ¾∕∣I < c3β-1",°"(м I ¾> if (мI s% ∣∙)*.  (3.9)

Соотношений (3.8) и (3.9) мы доказывать не будем, так как последние получаются совершенно так же, как и в монографии Дж. Дуба [см. [3], Гл. V, § 7, лемма 7.1] при r = -∣-, 5 = 3. Поэтому из (3.7), (3.8), (3.9) по-
M∣¾ψ<(ι +-j±r + c4β-bl"")(M∣s<j>p+M∣s<3>∣∙)++3 (' + -юг) (m¾!2 m I ¾, I+м I¾Im⅞>2) <

≤(1 + -⅛γ)(m∣ ¾∣2 + mI⅞>Γ) + Ce V⅛Γ (θ⅞>ι + DSflf
D⅞,<C∙⅛Γ. <3l°)если только Соотношение (3.10) проверяется просто. Пусть¾") = 5<">+5<4где 5<")=S<")+5<b) + ...+S∞ I ⅛u1 И,М1 r пгт«гт+1

S<rt = £(«) д- S(") -u .7.. + 5(я) 4- Sm „
2 nxnt u3ut u2m-ιutrn u2mlпричем

Величины S<2>, <S∞j, ... образуют последовательность величин, связанных в цепь Маркова, причем коэффициенты эргодичности вероятностей перехода за один шаг меньше числа 1 — η, гдеη<(l-α<">Jαw ∙l<4-∙
Поэтому из неравенства (2.39) U-ой главы, § 2 немедленно следует, чтоD^<C7∑D¾>,y+ι≤C,η⅛-и аналогично
или D¾,<¾⅛Γ∙Процесс продолжая дальше, после v шагов получаемм I ¾, I’ < (1 + -ЮГ У (м I ¾, 1’+м I 5‰, Is + • • • + м I ¾>2√ I’+

+ c∙∑(1 +-⅛γ),V≡'(d⅞)1+≡>¾a+∙∙∙+d¾)∙ <3∙11>255



По построению, коэффициент эргодичности между слагаемыми Sįį>, S<⅛ ....a*Λ *∕∙*Λне меньше числа 1 — exp (— In ln n) > -у- , поэтому, учитывая (2.39) § 2, II гл., получаем
D¾ + D¾,+ '∙∙+d¾≪d(¾ + ¾. + - + ¾,)< 

<2[D¾> + D (¾ + ¾ + ∙ ∙ ∙ + ¾ ιv)]<<D⅞) + 2/ .Отсюда ,
Σ (1 + -⅛)y 1∕≡^ (d s⅞+d ¾ + ∙ ∙+d ¾,)«

<<(1 +⅛-),(V⅞Γ d¾, + ^∣∕^F ¾* l2÷). (3.12)
l-k 

2∕α("^

l-k ________
α(n) α(n)2Осталось оценить число шагов v, а тем самым и первое смягаемое суммы (3.11). Как уже отмечалось, процесс прекращается, если все слагаемые удов­летворяют неравенству (3.6). Поэтому первый член суммы (3.11) не прево- сходит (1 +-⅛),2''(-!⅛Λ)3C1≡lnn.Очевидно, что согласно (3.5)

отсюда v ≤ 31пя.Учитывая сказанное, из (3.11) и (3.12) получаем •
м I ¾, I’ ≪ <lnln")∙^,"<^*>  + ]∕-⅛⅛- D ¾>.Этим лемма доказана.Приступим к доказательству леммы 7. Пусть0 = ⅛ <∕1 <⅛ < l2 <...<kN<lN==nнабор целых чисел, удовлетворяющих следующим условиям: « = 1..................N-∖,и, если определено ki, то li определяется как наименьшее число Z. творяющее условию

(3.13)удовле-
υ0kil> φβ(n)lnsn >

1 D⅜a(^a nς g DSna(">*
2 φβ (и) ln3 П φ≡ (я) ln3 П *Из (3.14) и (3.15), согласно оценке дисперсии снизу и (3.10), выводим _ DSna^3 y j, DSnc0'

φ9 (п) ln3 п φ3 (и) ln3 n i t φ8 (я) ln3 п ’Поэтому соотношение (2.39), § 2, II гл. дает iD5s=D(f5s)+o(^<’’>'n" ι=l f-l t = l∑D‰ = I>(∑, ‰) + °(e^φw,"")∙

причем (3.14)
(3.15)

1 = 1, 2..............N. (3.16)
Σ⅜)∙

(3.17)
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Так как
W-IΣ b⅛∙÷1
«°»1_________________

Σd⅛'
i-l

то из (3.17) выводим, что
DS,~∑D¾>.

£-1Из определения kt, lt очевидным образом следует, что2u⅞*T*  » ,'=1∙ 2∙ ∙"> n∙
φβ (я) ln8 п kili <Pβ (я) ln8 я •Соотношения (3.18), (3.19) показывают, что

φ8 (я) ln8 я2Yα(")8 »

(3.18)
(3.19)
(3.20)а следовательно ∣∑D¾-D¾∣≪p(∑¾ι) +

£—1 £—1

+¼ς°W∑ds‰,k∙,'i¾^+
Г i-l £-1

(3.21)Согласно (1.2а), характеристическую функцию суммы ¾ можем предоста­вить в следующем виде:∕.(t) = J” J*  ∙∙∙ J'fo"Hc∙ ¼)∕⅞(*.  ω1, <i>n-1, dωll).

Q™ 2$я) 2$я)Отсюда получаем
∕.ω= ⅞>∣ pl,ri) ¾,(Λ>1)∕('. ¾∣FG>> ×F⅛)j х

j2(flJ a(β) 2(n)
'» Ь in×¾>(ω1, Λ⅛)...∕(t, ¾√Λf∣¾L1×¾,)¾,-1⅛<ω^->∙ <3∙22a>

[ /.M- f f- stf I Р$ (*⅛f  (». ¾> I F<? × 2™) ×2»я) ω9*, 2»я)
', l' lN

×Pjg>(da,)...f{t, ¾J¾X^)∕¾(⅛^O(^"1,4 (3.22) так как, согласно эргодическому принципу,sup IPu(tt>, А)-Pw(4)l <

или

17. Lietuvos matematikos rinkinys I Nr. 1—2 257



Пусть r < k < I есть какая нибудь тройка чисел ∕,-.1, kt, lf> f = l, 2, ...» N.Имеем, очевидно, y*∕( t, Sff∖Fff×Fff)P(dωl)=f(t, Sff∖Fff).

Пусть в момент времени г фиксируется какое нибудь состояние ωr∈Ω<"). Со­ответствующее значение случайной величины f[ε, ¾υ∣77rσo) или 
f [t, S<p> j F<"> × Ff">) обозначим через f [t. ¾πj∣ωp) или через f (t, S<γ> ∣ ωr × соответственно. Аналогично будем обозначать моменты случайной величи­ны S⅛> при фиксированном ωr. Но последние могут быть плохо ограничен­ны или просто не существовать. Для этого в условиях леммы 7 мы буем, чтобы было и тре-

Здесь
∣X}">∣<κβ, если i∈2R, IXWI < п, еслиι=l, 2, ... ∕∈≡, (3.23)

я.κ,=TDSn--*⅛-
φ9 (я) ln^ п

(3.24)и множество индексов 2. 4
Получаем∕(s, ¾->I »,) = 1 - 4 D (Sff I ωr) + 4 »M ( ⅛ I» I ωr),ω,eΩ<">, ∣⅛∣≤1.

(3.25)
(3.26)

Имеем
(3.27)ДалееĮD ( Sff I ω,) - D ¾-> I < IM (¾> 21 ft>r) - M Sff*∣ + (м (¾"> ∣ и,))'.

Так как
∣M(5g>2∣ωr)-M¾">2∣ = j j"M(¾">2∣F<">)(p⅞>(ωr, Λ>)-Pff(Λ>))j< 

≡5,">< sup IМ (¾>21 Fff) I sup I Pff (ω,, А) - Pff (A) Į ≪ nls- φ w to "и аналогично|м (¾∙>∣ «.;)[=|м (¾.>j 0>γ)-m¾>∣ ≪λ∙' wto%

(3.28)
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то из (3.13), (3.19), (3.37) и (3.38), выводим, чтоsup ∣D(s<7>∣ωr)-D¾>∣≪∕P(⅛-r)∙ +
+ K,(k-r)√D¾) «DS. -ιr^Lr-∙<<-3^gr. (3,29)Покажем, что supM (I S<? |’| <1>r) < 2МI ¾"f. (3.30)

М (I 5<7> I’ I ω,) < М (I S<J> I’ I <1>r) + М (I ¾> |’ ∣ ω,) ++ 3M(∣ ⅞>≈¾>∣<1>,) + 3M(∣ ⅞",¾",2∣H (3.31)
Согласно неравенству Гёльдера

м (I ¾> IĮ ω,) < (м (I ¾") |’|«,))3 (м (I s<7> |’|
M (I ¾">*  ¾>∣∣ ω,)< (м (I ¾")∣s∣ ω,))3 (М| ⅞>∣*(ω r)t (3.32)

и в силу эргодичностиIM (I ⅜">I’ Į ω,) - M1¾> I’ Į ≪ n>e"f (” to ". (3.33)
Поэтому, заменив везде М (∣ Sβ> ∣3 j ωr) через M∣¾ψ и учитывая, что

1 D а(я)’ 
МI S⅛>∖*>(DS u)*> -----------n-r-,

φlt (л) In 2 и
(3.34)

из (3.31) —(3.33) получаем (3.30).Полученные оценки (3.29) и (3.30) подставляя в (3.26), получаем ∕(t, ¾)∣ωr)=l-4D¾>+¾">(ωr), (3.35)где
α(n)ι¾",K) = f*O  (v⅛γD5.) + ⅜¾M∣ S<j>∣>, ∣⅛1∣ ≤ 1.У нас

■ -i Ψ(*)V  Inn

поэтому, учитывая лемму 8 и (3.16), получаем
м15<")∣3 ≪ p⅝<lnln">∙ + (D⅝Λw, 
xn∣0A∕∣ ≪ φβ (п) 1ПЯ л«(”) + » •

φl1 (я) In л
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Таким образом,sup IZ⅛>(ω,) I ≪ φ,wln,β + ф«(я)у(^1”^,)уО511 ^=≡ ψ∙⅛)ta∙n ∙
Подставляя (2.60) в (2.49> при k = kN, i=lN получаем

(3.36)
∕-ω=(ι-÷D¾) f f i.. ∫∕(t, sw)×

2(Я) ω(π) q(h)

×¾(i⅛)∕(r, ‰,J¾∖>¾)xX/’"”k/‘f“N-1) + O( Ψ∙θ>)ta∙∣1 f f ∙'∙ J ×a<»> 2⅛>
×∣∕(t, ¾>∣Ff>)∣P⅛>(<∕ωι)∣∕(f, ¾)∣F⅛>×F<">)∣P<J(<∕<⅛)× 

× ∙ ∙ ∙∣∕(t- ‰,.11⅞L, x¾1) ⅛,1 (rfω*-0+ °<Ne~ φ0,5to")∙ <3∙37> Ясно, что процесс можно продолжить, если мы оценим сверху выражение 
ψ.0= f f -∙ ∫∣∕(t, ⅞)∣^>)∣¾)(dωj∣∕(^ S<5)∣F<1">×F<">)∣× 

gω> 2w 2w

×¾>(<∕ωθ...∣∕(f, ‰∣¾1×f^)I¾<^n)∙ Нетрудно заметить, что
φ,ω≤M∣∕(s, ¾4⅛>)∣∙ ∞P м|/(». 5ffi∣<⅛×∙^,)∣×

×∙∙∙ ∞p м|/(‘. ¾,λ>xf¾)∣∙ <3∙38>
βN,2⅛Пусть, как и раньше, целые числа r, А, I означают одну из троек ⅞-ir ¾> ⅛ * = 1» 2> ...» N∙ Всегда

δ<ι+4-(⅛j-o∙

b = ∖f(t, ¾>∣ωr×F<"))∣
4-(∣4∙ ¾")∣ω,×F<">)∣j-l) =

F<∏)pFw(j∣ω,×F<">)-l).

Поэтому в случае
получаем∣∕(f, ¾∙>∣ω,×F<">)∣< 1 +

+ ОО +ОО

-÷i(∕ f cost (×-y)dP^i[x∖wr×
-00 -∞Здесь
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Применив формулу Тэйлора, находимM∣∕(f, ¾"> I ωr × F«) I < 1 - 4^ MD (¾"> - Sįjy ∣ ω, × Р<»>) + + ≤ β∙2M (м (I ¾> - ¾)∙ |» j ωr х F,<">)), (3.39)
где S<p' есть второй независимый экземпляр случайной величины Sįp.Очевидно, чтоMD (¾>- ¾">,( ωr × f'">) = 2MD (¾") I ω, × Р<»>),M (м ISM _ s⅛)∙|з 0>r х .₽<»>) < 8М (| S« ∣3 ω,), (3.40)

MD (¾> I ωr х F<">) < D (¾∙> Į ωr).Пусть целое v определяется равенствомZ_v = Ä_r = [j^b»_].Учитывая (3.23) и (3.40), получаем∣MD(¾">∣ ωr×27<"))-MD(¾>∣ ωrxF<">)∣ ≪ «D (s<",)∣ ω,)÷2 У D(5<">∣u>,)D(sw∣ω,) ≪
≪K3(∕-v)3 + K,(∕-v) V D(¾>∣<o,) ≪DS, (3.41)так как

d(¾,I ω0=d (¾0+O(^",wta") и DS<">~D¾> в силу∣D⅞>-D⅞>∣^DS, φ∕g,,n.n. (3.42)Далее, из эргодичности цепи следуетsup Į MD (¾>I ω, × F<">) -MD (¾>∣ F{">) Į < niβ~ *t",ln “. (3.43)
Покажем, что MD (¾> I F<->) = D¾>÷ О (nie^ v '">ln ”). (3.44)У нас M¾>=0, поэтому-MD(¾0∣ F<">) + D⅞>=M (м (5ω∣ (3.45)Имеем для j <1MIМ (x<">∣ F<")j I = j М (x<") I F<->) P« (dω)- j М (λ<"> ∣ F<">) Ptt(d ω), 

н+ н~где Я+ = |ш: m(x<">∣F<">)≥0∣, H*  = Ω<">∖H+.Разумеется, что fl+≡P∫^), Я-еР<»),
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Тогда M∣M(-Xy>∣Fj">)∣=∙ У J X<">(ω)Pfr>(<S, dω)Pβ, (dv)-

а(я) Н+

-ff -γ'∙", (ω) ∙p}", (δ> 'M ро? (<* “) = 

a⅛) н~

= f Λ⅛)(ω)(p⅞>(ω, H+)-P⅛)(ω, Я')) P<∏)(dω) =
q(.") 2 f X<")(ω)P⅞)(ω, H+)Poy(<∕ω), o⅛) (3.46)

так как
Подставляя

I X^(ω)P<5>(dω)-0.

a⅛>
(3.47)

P<7>(ω, H+) = P⅛)(H+) + O(e'φ'"lln") в (3.46) и учитывая (3.47), находимM j М (x<-> I F<">) j ≪ MI -Y<."> I е~ φ ы ”. Если вместо положить $<«>, то, очевидно, получимM IМ (¾>∣ F<">) Į ≪M I ¾>∣е~ vmУ нас п, поэтомуМ (м (¾> I F<i'ff ≪ n (v - k) MIМ (¾>∣ F<»>) I ≪ е 

Полученное подставляя в (3.45), получаем (3.44), после чего (3.43), (3.44) и, наконец, из (3.42) выводим,upMD(¾->∣ur×F}->)=D¾>+θ(DS,-5ii⅛ηr).
Тогда из соотношений (3.39), (3.40), (3.48) получаем supМ∣∕(r, ¾-)∣ωr×^<">)∣< 1 -4∏¾>+ ¾,!

1^)1«‘го5»^даг+1‘1ЗЛ11^)Ги, как и в случае (3.35), ∣zff∣≪ Ф»(я)1п»я •У нас выражение *= ---∣-t2DSj⅛>+¾> по обсолютной величине ιiιe поэтому In (1 +*)  = x + θ∙3*a, 1М<1»

-^φ(n)lnn

из (3.41),
(3.48)
(3.49)

(3.50)мень-
(3.51)
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или sup М ∣∕ (г, S<"> I ωr × F<">) Į < e'°(l+*, <
< exp j -4d¾>+¾>+4d∙¾> + 2¾>*  j.Тогда из (3.38), (3.52) следуетφn (r) ≤ exp ( - 4 f D + f ¾ + 4 Σ DS ¾ + 2 Σ ∙

i-l t-l t-l t' — lСоотношения (3.19), (3.20), (3.50) показывают, что
∑l¾l≪τ⅛r,
t-l

'4Σds¾<<-^⅛γ∙
t-l

N
_ α(n-,,
Σ I ¾2 I ≪ φ1°(n)ln8∏ »
»-1и, наконец, вспоминая (3.21), из (3.53) выводим ,,<,>≤=p(-4Ds.+θ(⅛⅞⅛)÷θ(^r)) = 

-√-τD⅛ + <≈b⅛r))-
Таким образом, имеет место неравенство

m∣∕(γ- эд|^’)18“₽м|/(£- ¾2∣ωι×¾>)I∙i∙
sup М∣∕(t, ‰,∣ <■>„_, ×F^)∣<exp( -4dS. + o(^γ)) , 

и из всего хода доказательства видно, что оно не нарушится, если вой части выбросим фиксированное число множителей wpM∣∕(t, 5W+ι∣ωy×F<-0ι)∣,
более того, из (2.78) выводим, что

(3.52)
(3.53)

M∣∕(t, ⅞>∣F<⅛)∣supM∣∕(ι, S‰)∣ωι×F0->)∣... 
supM∣∕(t, ¾.∣ ω,-1 ×Fζ">)∣< 

<exp{-4D^ + θ(yvg‰r)I,
ибо из (3.17), (3.18), как и в случае (3.21), имеемI Σ ≡ ¾ -D <, ¾⅛- + vs⅛∙∏r ГВ⅛.

(3.54)из ле-

(3.55)

263



Поэтому (3.56)
и тем самым окончательно убеждаемся в справедливости (3.55).Теперь, пользуясь соотношениями (3.35), (3.36), (3.38), (3.50) — (3.52) и, наконец, (3.55), (3.56), можем продолжать в соотношении (3.37) начатый процесс. ПолучаемΛ(f) = (l-4D5‰)...(1-4D¾>) +

+0(∖, 1‰⅛ w∣∏(, ~W))+

=4-4°*.+θh⅛⅛J+  
+оШехр(-4П5»+оШ1> так как, согласно (3.51), (3.57)

*4∑P2¾≪ α(n)1 
φ*  (я) In п ' ■Из (3.57) следует первое утверждение леммы.Мы уже упомянули, что неравенство (3.54) не изменится, если из него левой части выбросим фиксированное число множителей. Сравнивая (3.54) и (3.57), наконец учитывая, что, согласно (3.16), всегда 
я <⅝(">< 
In*  я *4 — А-iполучаем второе утверждение леммы. Итак лемма 7 доказана. Из нее и леммы 6 нетрудно получить оценку сверху для ∣κθo(0∣> г=1, 2, ..., s.Положим m J[≡⅞yr]. если ⅛>P⅛4∙I lt, . если ⅛<[ φc"i4" ]♦■Тогда из (2.26) и леммы 1 выводим

ii < ∣Λw∣, ( п m k (f, ¾-"*  i f⅛⅛) i )χ{⅛-"l°}
×(∏sup∣∕(t- ¾W)∣)I f

tem ⅛0
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×( ∏ τ‰k rfω*>)(  ∏ ∫ ∫∕⅛c->-ω'λ)×

{√>> Pm*∙}⅛ 1
×∕jjζ ∕f, d^v*⅛  ιl∕S', ω⅛-l, x' dω*'  rfy)∣, (3∙58>

где считается, что Pβ,>(ω, A)≈Pft>(A)ι, Рассмотрим 3 случая.1. Пусть 
⅛-V,≤[-⅛l]> ⅛ = 2, i..,r.где C10 — достаточно большое.Из определения v∞(r, х, yt A×B) следует, что∣v⅛>(x, у, Л ×B)∣<P⅛>(x, J)Pg>(y, 5)÷P⅛>(x, B)P⅛>(y. Л). Поэтому имеем

< ∏ m∣∕(,, ¾.i.^j¾λ.,∣"Ψ(<. ⅞>re)l×
{a⅛-1≠0}×⅛,j>+lupf⅛-,-,,)∙Так как 

то, используя лемму 8, получаем
Λ≤2 f... j k<")(ω1)...X<i")(ωr)∣×

а£°× ∏ ¾>(<M ∏ Р£ .√"⅛-∙λ⅛)+ fl ¾,M+ А-l *≡9  A_1 Ь-9
{⅛-.-°}

*-2 -----{‰≠°}Cjf т+ θ(e^^r n")≪∏M∣Xf>∣f ≪1.
t-l

Ä-2 
<aΛ-i≠0}

2. Если (3.59)
г,то для пары ⅛ , ⅛, удовлетворяющей неравенству
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Сю In п ^1^'⅛-1)

согласно лемме 5, будем иметь.,√‰≤1∣∕ *■ ⅛-)∣<1 а,(я) 25я)lk lk

a(τ,)(l Г 610 ln ” 1 i \ f Г<'~ ≡t-) ■ ^⅛-l'( j 7^(rf<⅛)∣Jφ(<⅛)∣,{l +s<r+ O(n2<Γc,∙ to")) ≪ t
Отсюда, действуя как и в случае 1, получаем

7, « ∏,-s"fe^⅛-∙-t∙⅛S4,.∣'∙-'⅛..>[⅛]I∙3. Если же хоть одна пара/ у -Г φ3(∏)inw 1
z*̂⅛. 1>i—≡w—I»

(3.60)

то учитывая, что-CMv⅛-ι⅛e, ω4*- r х- '∙ ∙)Rr*wpt^, 
sup J X^~> (α>) j < п, k=l, 2......................... пи, согласно (3.1),

из (3.58) выводим
т ^fl -pw('*-'⅛-ι)  A≪∏e ’

*-2{⅛-⅛-.Из (3.59), (3.60), (3.61), (2.26) и леммы 6 окончательно получаем
W∙'<<)∣-≈-⅛⅛⅛+ Σ >-"""'^4∙≈

L≤Z1≤∕,≤Z...≤∕r≤nr = l, 2, ..., S.

φ3(")lnw j 
≡(") f

п lnr 1 п
≪ (S(n)r-1 5Замечание. Если условные моментым(|¾∣∙∣FW,), ⅛ = 2, .... п, M∣jr1p (s>3) 

с вероятностью 1 равномерно ограничены по k и п, то из хода ства неравенства (3. 62) легко следует, что в этом случаеI *< а) W I ≪ (α("))r~1 ’

(3.61)

(3.62)

доказатель-
(3.63)

., nt

г = 1, 2, ..., s.
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Последняя оценка просто следует из лемм 5, 6 и (3.58), если положитьJ 1, если z*>l,k 1 lkt если lh ≤ 1.Теперь можно непосредственно приступить к доказательству теоремы 5. Лемму 7, а тем самым оценки (3.62), (3.63), мы доказали при условии (3.23). Но упомянутое ограничение не нарушает справедливости утверждений теоре­мы 5. Действительно, в противном случае мы можем случайные величины Xįn> заменить величинами если ∣Xi<">∣≤Xb при :е$Ш, если ∣X(")∣<fi при ι∈2R, в других случаях,у(п) =

О

Тогда i = 1, 2, ..., п.

X<p≈Y<p+zγ∖ j≡≡1, 2, ..., я, 
и ошибка от замены характеристической функции суммы Sn характеристиче­скою функцией суммы не превосходит выражения

t-l

ic∑y<n>
∣∕.(t)-Mβ -' ≪∣f∣∑M∣zw∣≪

t-l

≪(∑ f ∖x∖dF^(x)+ 2 f l*W>(*)) ≪
,e≡ ∖x∖>Kn iš ЧП. ∣JC∣>Λ

⅜,+⅜
Φ(n)ln∏ 1 , 1 φβ,+1(n)ln2 2n /o c

α(") χ>-l + n*->) ≪μ∣ (l∕D^α(")≡)j^1α(")≡VD5i ’ ( 'входящего в остаточный член соотношения (20), если только в лемме 7 вместо функции φ(n) положить функцию ф(я) из теоремы 5. Все выводы леммы 7 останутся справедливыми, так как очевидно, что ψ(w)≤φ(w).Как уже отмечалось, существуют логарифмические производные χζ,,ω=⅛-⅛in∕.ω
характеристической функции f „(t) суммы Sn и|xg» (0∣<Cjt ⅞1b∙.∙ (3.65)Здесь ∣t∣<l^Ξ = βπ, 1<⅛<,,
постоянное СА зависит только от k. Поэтому для 111 < θn имеем

ln∕.0= ∑
V=2где 0<θt<l, √v"> = κω>(0).
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Отсюда при Į11< ]∕Dλθ, положив для краткости Dn = DS„, получаем '"∕-⅛)-÷+∑ ⅛ (v⅛)'+⅛>(∙ v⅛)(- ⅛)'∙ 
В силу (3.65) величиныλ‰=2∙ — а также и величина

X<")(⅜ -7=-)d'-3≡(") ’(*->)
Л ∕ α t \ * V ⅛'____________________λ' V У^)= n*-*ln∙<∙-4nбудут ограничены по п. Если

-λ"^∣^sJx"(9V⅛>∣∙ 
то в дальнейшем полагаем

λΓ = max m............. ∣λa∣).После новых обозначений имеем (3.66)

Так как
то а(я)я71п 7 (In In n)7 (w→oo),

Пусть -⅛≡⅛=—j≡⅛=4(V'≡≡∏n^1).3a<">i yτ≡w> ' 1
λ⅛wv+2 (3.67)причем

j-3= ΣD≡lI z I ≤ 1 и действительное.Если t считать фиксированным, то последняя формула дает разложение
V (z) в ряд по степеням z с остаточным членом порядка z* ”1. Следователь­но, существует подобное разложение и для функции еи(х) в интерва­ле] г| ≤ 1:

■-3
tf'W≈l + 2 р.» («О (-ę )⅛l1 (г). 

V-1 "причем
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и т. д., где Rt~z(z)≈O(zt 2) при a→0. Учитывая (3.66), замечаем, что выражение (3.67) для V(z) мажорируется соотношением
5-2

или, тем более, рядом x∑
V-1

∣tΓ+2 /1«1 V
(v+2)! \ г„ }

где

lllv+2 / !г| V— А'? ∣t∣,+3 ∕∣ = ∣V+l-
К 21 (, + 2)l V 7^) <К 2i (, + 3)l l^FΓ) С

V—1 V—0

оо I f I 1 * I

≤τ∣,l'⅛∑ ÷(j2⅛γl)'-k>1,i'j⅛l' '■ '
V-0

Гп
(3.68)

К __ &κi~∙-6^,Следовательно ряд для vy(g) мажорируется рядом
со ∙ 1lLLlL
V-0Последние замечания позволяют оценить R^2(2). Имеемezw=∑ -¾0- + ⅝F<'-8>We",wι, ∣3⅛l< -⅛-.

V—ОПусть далее
Кроме того
и содержит

Σ⅛-(1-Σf"W(÷)')-<∙>∙
v=0 ' v-1 ,очевидно, чтоω («) = ¾ (г) - ⅛3 (Г (г))‘~2 eιrwιстепени z только начиная c s —2-ой.

5-2 оо

(3.69)

У нас ∕-ι v-=5-2—j

У111 I g I
rn ≈"Mfc)

Поэтому
∞∙Σ ∑ ⅛(⅛4<HtlΓ''

V≡J- z—j

1,^πτ1=j=>τ(∙(⅛))'≤2(⅛ir<∣ω w I < 2KtlΓ Σ κi'‘ ∣w(⅛)W)^'< ≤2(⅛y-¾(∣tia÷)'..
/-1
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Последняя сумма является суммой членов геометрической прогресии и по­этому
j-2∑ Kf (∣f ∣2 ÷)' < - 2) (*11 f 12 V+κT212 <~t> -⅛-) •

7-1Таким образом окончательно получаемI ω (г) I < 2 (⅛^-)' 2 (г - 2) [κ111 p -į- + K,i~2 111*  - Jτ-) << 2K1 j∙-≡(X)'^2 (i 11' + (-½-)'^2 11 p«-«).
Что касается P,c'~1>(≡)e,κ∞,, то, согласно (3.68), имеем ∣(R(4-2^>1∣<κr2(i^)'-2e ■» o≪

≪ (¾∣t∣3)*-2(4-)'" 2∕^7¾⅛)+",wι 
и ввиду того, чтоI V{z} I ≪K11 t∣∙-J---- о(| (|2—½U-),гл ∖ V In In n ∕ окончательно получаем . 1 ._ √1∙√⅛k) |И(г)|—2e∣,,W'≤K'-2∣t∣*-2∣ tp<*-2)(-Λ-Y  e 4 ∣Соотношения (3.69)—(3.71) даютI «<“’(*)  |< 2K√-2(J-),^2(∣t∣∙ + ∣⅛. ∣,"3∣f∣3σ-4+a Л« Ψ<n> \+ ∕C'-2∣^∣3(,-2>e kСогласно (3.67) и (3.67а), имеем

(3.70)

(3.71)

j-(⅛)i-'i(l+Σ''-w⅛)') = ∣Λ(2)∣e^½
Отсюда при z = l получаемΛ(v⅛-)-∙-i('÷∑Λ<.4⅛)∙)÷

+ θ • (J-)”2 (| t Г +1 * l3',-2> +1»Г('-2’ ) • 3Здесь θ ограничена по и, зависит от s и, кроме того,
где 
и

∣θ∣≪max(iW, ∣λθ≈>∣, |Х« |),∣λ<,> i V=1 2 3I ’+‘1 nvln2vn ’ ,> А •••» • о.

Λ<">≪( D„g(") у-з л In я fПолученное, вместе с (3.64), доказывает теорему 5.
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Доказательство теоремы 6 следует из хода доказательства теоремы 5. Действительно, вместо оценки (3.62) в этом случае имеем оценку (3.63), согласно замечанию на странице 256. Кроме того, на странице 248 отмеча­лось цель ограничений (3.23). В этом случае достаточно только требования ∣^>∣≤w, ⅛=1, 2, ..., п, нужного для вывода равенства (3.44). Следо­вательно, вместо оценки (3.54) получаем оценку
A(f)-M√'2yS",

1-1Этим теорема 6 доказана.



ГЛАВА II

ЛОКАЛНЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ В ОДНОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

1. Некоторые леммыПусть как и прежде Λ,<1"ζ ..., Хр — последовательность случайных ве­личин, связанных в цепь Маркова с п моментами времени, пространствами состояний (ωJ">, и коэффициентом эргодичности α<">, причем
0<σ≤DAr<"><oθ, ⅛=1, ..„я. (1.1)В дальнейшем будем считать, что при любом jfe=l, п среднее 

MX<") = 0. Пусть ¾> = ¾ + ...+X{">при 0<£</<«. Определим число D (t¾p∣Fj0 × Fp0) как математичес­кое ожидание условной дисперсии D (sgj ∣ F<n) × F<n>j и D [sff Į Fjj", × Ffnjj — как дисперсию случайной величины М (¾,∣F<">× F<">), т.е.
b(¾>∣F<">×F<">)=MD(¾)∣ 77⅛) х J7<n>),
b(∙¾,∣Fj⅛", X F,t'0)=DM(5<7>IF<"> X F<")j. (1.2)

Под FJ"> × F<n) здесь понимается декартовое произведение.Известно, чтоD¾">=d(¾">∣F<"> X F<">)+d(5<">∣F("> X F<">). (1.3)
Лемма 1. Если выполнено (1.1), то существует постоянное c1 > О 

такое, что
/-1d(¾>∣F<"> × F<">) > Cla<"> 2 Ч?- (1-4)∕-⅛+ιР. Л. Добрушиным изучалась дисперсия D (s%p∖Ffl>} . Им получена оценка D (¾> j F∫">) > c2cΓ>(l - k), (1.5)
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где с2 —положительное постоянное. Оценка (1.4) является своего рода обоб­щением (1.5). И вообще результаты настоящего параграфа представляют нам нужные обобщения или некоторые изменения результатов Р. Л. Добрушина. А так как эти обобщения местами не очевидны, то нам придется их до­казать.Доказательство леммы 1. Для простоты мы обобщим результат (1.5) в случае счетного числа состояний, так как в общем случае все дела­ется совершенно так же. Нам понадобится следующаяЛемма 2. Пусть задача цепь Маркова с тремя моментами времени и 
счетными множествами состояний Ω1, Ω2, Ω3. Пусть F1, F2, F3, σ- 
алгебры подмножеств из Ω1. Ω2, Ω3, соответственно и Aik событие, со­
стоящее в том, что в k-й момент времени система находится в состоя­
нии ω,∈Ω⅛, k = 1, 2, 3, ι= 1, 2, .... Положим∕⅛(0 = p{λ∙}, />«(«. ∕) = p{λ∕∣Λ'I,∞

aki =inf У min (pkiCh », ρkι(r> л)> (1.6)1∙r>-∣ι=l, 2, .... k, /=1, 2, 3, k<l.

Пусть, наконец, на Ω2 задача случайная величина X, имеющая конечную 
дисперсию. Тогда

D (XI F1 X F3) ≥ α12 a23DJf. (1-7)Доказательство. Пусть условие (Л*)  состоит в том, что событие 
A'k фиксированно. Пусть √-медиана случайной величины X при условии (Λ∙) и H' = {7∙.X(ωy)≤m'},

H, = lj∙.XW<mi}. (1.8)Так как
D(X∣J-)= 2 (*( “')-М(Х|Л'))\2(«,У)< 2 (x(ω')-mi)2∕>12 (£,/),

i ’ Уто для определенности допустим, чтоξ(x(<√)-m,)2plιt(j, Г) >÷-D(X∖A↑y (1.9)
jeHilЗдесь номер i берется таким, чтобы D(X1Λ*)  было конечной. Пусть

Mik = MχX∖A∖A%).1 случай: M'k > ml. Имеем:p13(⅛ k)D(,X∖AilAξ)=pl3(f, ⅛) 2P{Λ>∣ΛjΛ*}(x(<√)-Λf' t)2 =
J

= ∑P12⅛> i)P23(j> ^)(^(wJ)-Af,Aj2>2/>12(z, ∕)p23(y, ⅛)(^(ωy)-
i jeHl-Λf*) 2 + (m∙-M'⅛≈∑Pl2(<, ∕)j>2,(Λ k).

icH,

18. Lietuvos matematikos rinkinys I Nr. 1—2 273



Пусть Pl2(b h")= 2∕>12(Λ ft,
jεH,

P23(H,> ty≈ h,') ∑Pιz(*>  ftP23(j> ^)∙

jeHiИз (1.8) следует, что ∕>12(ι, tf')>∑∕>ι2(j∙, ;) (1.10)
jεH,и, по определению,

оо оо2 min (∕>23 (;, А), ∕>23(H,, A)j≥inf ∑⅛⅛(fc,(⅛ k), ps3(r, ⅛)) (111)
Ä-1 ,,r ⅛-ι 7Учитывая (1.10) и то, что для любых а и b всегда α2 + ⅛2≥ -l- (a--b)z имеем

∕>13 *)D  (X | А‘ Л‘) ≥ £ p12 (,',Λpa (j, А) [х (ωi) - АГ‘)2 +
jεHt+ (m, - Λ4'λ)2∕>23 (Я;, k) ∑ p12 (z, ;) ≥

>€Н’≥ 4^ Σ pl2^, 7^min (p23(>> *)>  p23(^M))(*(ω')-∞') 2. (1-12) ∕εH,В случае M,k < т‘ последнее неравенство справедливо очевидным обра­зом. Поэтому, суммируя (1.12) по всем k и учитывая (1.11), (1.6), (1.19) получаем
MD(-X∙∣Λj × F3) ≥ -L<x23D(X∣Λ∙),это после усреднения по t даетDWJ71 × F3)≥4-α23MD(X∣F1), (1.13)

Оценим снизу MD (X ∣ F1"). Покажем, чтоMD(X∣Λ)>4-°⅛dx (1-14)Случайная величина M(AΓ∣jF1) принимает значения ΛΓ = M(Λ,∣ΛI) с ве­роятностями ρ1 (z). Пусть т — ее медиана,
Н = { i: M, < т },

H = {i.Mi>m}. (1.8)Как и раньше, не нарушая общности, можно допустить, что
2(Λf,-m)*Λ(0>  ⅛Dm(A'∣F1), О-9)

16 Нибо в противоположном случае доказательство аналогично.
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ИмеемMD(X∣F1)=∑Λθ)D(*∣Λ{)= ∑2M0ΛaftΛ(W)-Λf1j2. (1.15) 
» i iОбозначив

Pl (^) = 2 W, ^12 = p1 (H) Σ Λ,
ieH isHв случае X (ωy) ≥ m получаем2 Pi WA. (>', >)(λ*, - X (ωy))2 > ∑ А W А. 2 (ь Л (Al' - X (ω')]2+

‘ ieH+ (х (ω>) - m)2p1 (H~)p12 (H, i) >> -∣^ 2 Pi (0 mm (pu (<> f)> Pi2 (h> ∕)) Cλi' - m^f- (1 12,)∣εHВ случае -Y(ω∙z) <т неравенство (1.12) очевидно. Подставляя (1.12) и (1.15), с силу (1.9) и (1.6) получаемMD (XI F1) > -į- «и dm (*  I F1)∙ (1.16)
Из соотношения D-Y = DM{X∣F1} +DM(X∣F1) и (1.16) следует (1.14), а последнее вместе с (1.13) дает утверждение (1.17) леммы 2. Положим
Тогда, согласно (1.2) и (1.3), β(¾,∣^">×F,w)=1>γ^,

Б (¾1∣fΓ*  × fz"j) = dsw∙ (1.17)При k<r <1 имеет место соотношениех F,w)=0(s^>∣F<n> × F<">) +
+ D (γg> + χw + ... + X<2>, I F« × F<">) . (1.18)

/Действительно, имеем, что величины δg> и γgp + ^я) не коррелированы
г+1при любом условии AikAj (обозначения из леммы 2), ибо из того, что М(%°1Л4)=°

в силу марковости цепи следует, что иM(ag>∣ΛiΛM7+l...Λf)=o, (1.19)
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в то время, как величина при условии ...Apl при-г+1 нимает постоянное значение. Итакβ'(¾>∣Fi"' × F,w) = 2j(δ<J>IFjtn> х F<">) +
+ Ö + 2 χι<"> j F<") х г;(»>j. (1.20)

Из (1.19) следует, чтоM(δgI>∣F<"> X F<">) = M(δ<J>∣F<"> × F<">)≡≡0.
ПоэтомуD (δ<J> I F<”> X Flw) = D δg> - DM (δ<7> ∣ F<"> × F<">) = Z>δg> =

= D(sω∣F<")×F<")).
Отсюда, в силу (1.20), уже следует (1.18).В соотношении (1.18) положим г = 1 — 2 и оценим снизуД(т!7?_2+x!-. + Ipky ×^”)=Б(rβ-2+χftI×Λw)•Обозначив случайную величину γ^.2 + ^⅞ 4ePe3 x> κ ней можем приме­нить все рассуждения, проведенные для доказательства соотношения (1.13) леммы 2. [Из доказательства (1.13) следует, что для справедливости оценки (1.13) не имеет значения определена случайная величина X на Ω2 или на Ω1 × Ω2.] Получаем

¾>.2+¾∣^, × ■??’)>-γ"‰md(⅛>-2+¾>(1.21)Если MD (γ^~21 Pį1^ < -⅛- MD (λΓ∫">1 Į F<kn^, то, в силу неравенства
∣MD(γW,2 + XW∣F<->) - (≡(γ‰∣Fω) + MD(xa∣F<->))∣<

< 2 ^∣∕mD (тй_21 Ff∙>) MD (¾>, I < 4- MD (¾>, I F<->),имеем, что мо(*й- 2+*й1 р?’) ≥ 4^md(j¾∣M∙ (Г22)Согласно оценке (1.14) леммы 2,MD(¾>lι∣F<->)≥ ⅛.,Dχoo, (1.23)
что с (1.21) и (1.22) дает

5(⅛I-2+¾>i∣⅛, × ⅛,) ≥⅛ <i-> α∕'-1, <d¾∙ <,∙24>



Если же
MD(⅛2∣^->) ≥ ⅛MD(¾>1 ∣f<->) > ⅛∙4-⅛>.lD¾>1,то, аналогично как и в случае (1.21), будем иметь

0(⅛i-2+-χ¾ i ⅛j × ¾,1)=^(⅛i-2∣ ρp × ppi) >

> 4- ‰ > md (⅛).21 ρp) > ÷ ∙ ⅛ ∙ ÷ α½,«й. > d ¾,. ∙ ∏ ∙≈> Из соотношения (1.18) и оценок (1.24), (1.25) вытекает, что имеет место по крайней мере одно из двух неравенствD(⅞">∣^"> X FP)-D(s<t^2∖F^ х F,¾) ≥⅛αβ.2α,¾,,D¾ (1-26)
5(⅛ιl⅛, × ¾)-d(¾-2∣⅛j × ∙P∕¾) >>i6⅛ββ-ι"½,,D¾,.. (1.27)

Так как, согласно (1.18),5(⅜", I F⅛> х FP} > D (¾>., IF<»> × fm) ,

то из (1.26), (1.27) получаем оценку⅜∣⅛ι х × f--≡) >^aP'-,a(n>D*p  ∙ <ι∙28)У нас везде предполагается, что DXJn>≥σ>0, поэтому из (1.28) сле­дует, чтоP(¾,∣F<"> X F<'>) ≥qα(-)(αω ι + α⅛) 3+ ... + ⅛> + 1).
Этим лемма 1 доказана.Лемма 3. Пусть на пространстве (Ω, F) с вероятностной перой Р(Л) 
заданы случайные величины γ1, у2, ..., уя, s=y1÷y2+... + y2 с 
функциями распределения F1(x), F2(x), ∙∙∙> Fn(x)> &(х) соответственно. 
Тогда для любого а>0 имеет место неравенствоf x2<ZF(x)≤r22 ∕ x2dFr(x).'≈'>' i-∣,,∙>∣ ■ (1.29)

Доказательство. Имеем
1 = J*  x2dF(x) = J" S2dP≤r∑ J YfdP. 

lx∣>α {-≈∣S∣>.} ->1∣S∣>⅛ПустьBl={ωz∣ y,∙(ω)∣ > -y-, ∣yv(ω)∣<α>, v=l, ..., r, v≠z∣,
C1 = {ω= ∣y,∙(ω)I≤-^}∩2{ocjy√ω)j>^-j.v⅛ 277



Очевидно, что при любом i∣ ω: Į <S I а ∣ ∈ В į -∣- Cj∙Поэтому
i≤r∑(∫Y‘dp+f (÷pp)<r∑( f χ2dpΛ×)+

ci ,_l x|>£+Σ f *2<^,w)='∙22 У*  *2^,(*)∙
V≠l ∣χ∣ >y 1 I v IЭтим лемма доказана.Приведем без доказательства одну лемму Р. Л. Добрушина ([2], лем­ма 11, стр. 410).Лемма 4. Пусть последовательность величин Y1, Y2, ..., Yn образует 

цепь Маркова с п моментами времени и пространствами состояний (Ω,-, F,∙), причем все коэффициенты эргодичности переходных вероятностей 
не меньше 1 — η, где η ≤ -у иМУ, = 0, DYi<∞, :=1, 2.D y1 + D У2+∙ ∙ ∙ ÷ D5zn= 1.
Пусть, наконец, с вероятностью 1 при всех i∣yf∣≤e,
Положим S=y1+Γ2+... + yn и F(x) = P{S<x}.

Тогда для любого а>0 и любого целого r≥ 1 имеет место оценка

x2rff(x)≤L1r,∕ψ=- į x2e 2'Λc+12α⅛β +
∣x∣>fl ą_

2+ l∕4ε + σ2η + (4-)r^,y (1.30)
где L1<oo- некоторое постоянное.Замечание. Оценка (1.30) немножко отличается от оценки Р. Л. Доб­рушина ([2]. оценка (7.36), стр. 41θ), а именно, вместо L1r3 в (1.30), в [2] Г r3 Įстоит множитель —√. Но множитель —« появляется потому, что при дока­ли aзательстве своей леммы Р. Л. Добрушин пользуется оценкой У x2<∕F(x)<r(l + -⅛-)∑ У ^dFi(x)I* l>∙, i",∣.ι>∣(см. [2], соотношение (6.9) стр. 394) вместо оценки (1.29).
278



2. Оценка характеристической функции суммы 
во втором интервалеИз интегральной теоремы следует, что≠"(⅛)~β^f (21) ■ 

в любом конечном интервале значений t, где fn (t) — М eas"- • Целью настоя­щего параграфа является получение оценки сверху для ∣∕n (yjJs^')) ПРИ . , T/DS.∣r∣ ≤ r - , если с вероятностью 1∣X∫">∣<C√ 1=1, 2, ...,я.Согласно леммам 1—4, при любом наборе целых чисел 1 ∕j ≤ Z2 *''*  * ‘ ∙ =справедливо неравенство
|л ω Į < И’ (£> •) IĮ ∙ ζu,p И? (t> ω∕,> •) (j • • •llc.nΛ‰∙>ll∙ (2.2)... supсо»lN-ιПусть sup (j/w (г, ω, ∙) |Į — один из множителей правой части соотношения (2.2). Имеем при s < k < Ill∕⅛) (*> ω, •) II = sup I φ<"> (ω) fff (t, ω5 dω) = ,, l, kωl≤⅛ 1

= sup I f φ(") (ω) f fff (t, 5. dω) fff (r, ω, d(5) Į < ∣ω0∣) !<∣ I J J 1
'φ' ' Ω<"> Ω<">

< f k", <'> ⅛ ll (<■>. ⅜ < M (∣∕(l, Sįj> I F<”> x F<”>) i) + o(«> (2.3)В силу неравенства ⅛<<z + ⅛(A2-α2),справедливого для любых b и а > 0, получаем
M∣∕(f, ¾">∣FJ"> × F<">)∣ < 1 ~4~(1 -M∣∕(t, ¾>∣F<"> х F∫",)∣2), 

если только (2.4)
* = ∣∕(t, ¾>∣F<->×F<->)∣. Учитывая (2.4) и неравенство

M∣∕(r, ¾,∣∕⅞"> х F<n,)∣2 = M∕(r, Sįį>]P^ × F,w) ∕('. ⅞", If{t> ¾n,i ¾n,×-p∕w) × Λw)>
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X dF<"> (х ‘ F<” X Ff”’) dFM (у ∣ F<n> X F<">j) + 
+ S“P j ¾, (<0>a>~ ⅞' (А) Į ∙Здесь F<;> (х | Ff” x Ff”’) есть условная функция распределения мы, т. е.

(2.5)сум-
р1ы (*  I × ∙f<w) = p{ ¾", < x I p*" , × p!",} ∙ Так как по определению коэффициентов эргодичности sup I P<j"> (о, А) - F<">(A) Į < 1 - <⅛>, то из (2.5) следует, чтоsup∣∣y,r(r, ω, ∙)j∣<l-M^ J*  J" sin2-~^r×

- ОО -оо×4F<,">(x∣F<"> X F<">)<¾"> (*∣J⅞∙)  х F<">)) + (1 -<⅛>).
Положим (2.6)

+ОО + ОО
Rtl (t) = М J J" sin2 ιdFff> (х IF™ х F<”’) X

-оо -оо× dF<,">(j∣F<"> х F<">)).
Соотношения (2.2), (2.6), (2.7) показывают, что для любого наборачисел

(2.7)целых
будем иметь k0 = 0 < Zo < ki < l1 < ... < kN < lN — п

∣∕nω∣≤e*= 0 ,≡0 . (2.8)Воспользуемся соотношением (2.8) при доказательстве следующей леммы. 
Лемма 5. Если с вероятностью 1 |Х£я)|<С(Я), DX∣">≥σ>0, i= = 1,2, ..., я, причем

α(")3 п (C^) ~2 ln^2 n→ ∞ (w→ ео),
то можно найти постоянное с2 > 0 и функцию f(n)→∞ (w→∞) такие, что VDĄ f ∣∕1,(ι)∣Λ≤ιnax(e^^ e-ywι°")∙

-a ≤'r≤-⅛γf DSn 1G^
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Доказательство. ИмеемJ* У smt~^tdFM,{x∖FM × Fj">) × χ≤⅛ ,l≤⅛×¾(j∣^">×∙Pξ,,))>
>⅛m( f f

l*is⅛ lb,l≤i7Γ (2.9)Имеем
+oo

qo,> =м( у у (* →⅛⅛ × f!.",) ×
∕⅛l>∣r∣~1 ^co

dF^l(y; Fjl4> × F,<",))≤ 2М ( У χ2 dFξ]j (ж1FW × Р«) +
Ix I >111 ~1У f У2 dpfti (*  I FS? × pty) dpft (у i Fl? × ^”>) + 

___>μΓ1 ∣>ι>ιn^1+ У f .2¾(-l^×^)^^,χ^)) ∣*l>  Γa l>l>∣rΓ1или учитывая, чтом( У f × 'pk↑ × p'∣n',)<

lxι>∣t∣~1 ∣>∣≤∣rl~1∕>-⅛(>ι^×T)- ∕ хЧГ^Дх),

lxl>lrΓ1 lx∣>∣rΓ-окончательно получаем

×
+ lxl>μΓ1

≤M

где
Q%≤6 f *2<¾.ω>lx∣>μ∣^1 74

(2.10)
Согласно лемме 2 F¾(x) = P{¾<x}.

I.
Qφ<6(ll-kl)*  į

r≈ki+l
J" x*dFW(l).  

1

(2.11)
ори

Отсюда, в силу j I ≤ C<n>,
,*l∖⅞-*,∙) ∣χ∣

k = 1, 2, ..., n3

h ki ≤ 1___
C(”) i 11
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будет QW=0, «=1.2..............N. (2.13)Поэтому, при соблюдении (2.12), к правой части (2.9), не нарушая нера­венства, можем прибавить 2t2Qg>. Получаем+∞ +то¾w≥⅛m f f (*-y) iW⅛(*W , × -то -то■ =⅛δ(∙¾w × f⅛,)∙Отсюда, учитывая (1.4), выводим, что> ⅛c≡β'"⅜∖∙-l + ≈¾-3÷ ∙ ∙ ∙ +≈1⅞÷>) •Из (1) следует, что
(2.14)
(2.15)

1 - α<y> < (1 - α<n>)'^*  ≤ e-a'"iσ-*>,а, следовательно,
<⅛∖-2 + ⅛‰+ ■ ■ ∙ +⅛,Λi+< > ⅛≡w(4-¼)a, если только А ¼ ≤ а(я) »Поэтому при условии (2.16) имеет место неравенство ¾,ω≥C4r2αW2(Zl--⅛l∙)2.

(2.16)
(2.17)Если же

A∙ ki > а(п), (2.18)то из (2.15) выводим, что¾W≥C6r2α<">(A--¼.).Согласно условиям нашей леммы, существует функция <р(я) 1 ≤ φ(w)→∞ (w→oo) и
(2.19)ιaκaπ, что

(*)

Следовательно,
n3

(**)

В соотношении (2.8) положим
l j f φ («) in n 1⅛+ι-A-I i<≡)- J (2.20)(здесь и в дальнейшем символ [х] будет означать целую часть х) и

⅛-⅛ = [ c<⅛^], , = 1∙ 2∙ ■■■>”•Тогда в случае (2.21)
(2.22)
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из соотношений (2.8), (2.17) выводим
N∑ ф) > C1(N+ l)r2α<">2 δf⅛ >

i-=O

≥ cs -4- > c,φ≈(n)lnn,

. 3 3In я п
N-1

1=0так как из (2.20), (2.21) и определения числа N получаем 
In 3nИз (2.23), (2.24) при условиях (2.22). (2.8) получаем

12∙ , . I -C,φ∙00∣nβIΛWI≤e

«(”J / I . I - а(я)I ≤ 111 < ^CVO ’
C<">φ3 (я)то следует пользоватся уже оценкой (2.19). Тогда имеем

N — б∑λ⅛< W>cs(N + •)tic(n>7,∣ > ⅜ ” ltl√^ = cβVφWinп. 
i-o ’ cW In3 nТаким образом из (2.25) и (2.27) выводим, что в интервале

a(") l . ∣ 1

5 ≤ 11 I ≤ 2C<n^
C<"> φ3 (я)

имеет место неравенство

(2.23)
(2.24)

(2.25)
(2.26)
(2.27)

(2.28)
(2.29)

6____
1/MI -c∕φ(n)lnn l∕∏WI≤βОсталось получить оценку для |/я (г) | в оставшемся интервале v⅛<∣t∣< а(А •

*' n C'">φ3(n)Для этого воспользуемся леммой 4. Определим набор целых ⅞ = 0 <≤ Zq ≤ Λ1 ≤ ≤ ... ≤ j I n =следующим образом. Пусть Zo — найменьшее из чисел I < я, щих условию D Sff ≥ —------- , что является возможным,
φ2(*)* 2»n«<4 D⅞>> φ^⅞Γ*  , а

па(п) »a(n)a „lt f . Ч
φ3 (я) C<n>-2 a<π>^2 ~ φ3 (я) C<π>^2 ≪ 1П W→ °° °°^ 

чисел
удовлетворяю-ибо DSJ7»
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После определения Zo число k1 определяется при помощи равенства⅛+l-⅛ = [-⅛r]! « = 0, 1, ...» ЛГ-1. (2.30)Так процесс можно продолжить дальше, т. е. после определения ki вели-чина li определяется как непревосходящее п найменьшее целое число.удовлетворяющее условию Г» С(и) 1 (2.30β)------ kili 1 , φ3 (я)«2а число ⅛,+1- удовлетворяющее условию (2.30).Пусть ∆,1 = max D ¾∖
ι, k 'ft

sn = sn+sn,

(2.31)
Положим (2.32)где ⅝=⅛1'ocQ (2.33)N-l¾= Σ ‰∙.=∩ (2.34)
Имеет место неравенство? ≤D¾≤2 ? ’ (2.35)

t = 0, 1............... φ3(w)r2 φ3 (я)г2
N. Действительно, по определению Z,∙, всегда D S<") << —1-!------, следовательно,φ3(n)r2

d ¾ ≤ d ¾-1+d*Γ+ 21∕d¾ ,d*Γ≤  -тг— + φ3 (Я) Г’ + C(")2+2--≤≤-----≤2 τ-!------- .
φ6(*)l*l  φ3(w)t2Из (2.31)— (2.35) следует, чтоDSn~D⅜ (2.36)так как D = D Ą + D + 2 p<"> V D Š„ • D Š„. ∣ p<”> I < 1.

D ⅞ ~ jį D x in+' > C<">2, (2.37)
i-0 " φ3(n)∣rp

D ~ ∑ D 5<">i+, ≤ N∆n < N ⅛⅛ Cpι,2. (2.38)
ι=0 *Справедливость соотношений (2.37) и (2.38) следует из неравенства (5.28) работы [2], где показано, что если Z1, Z2, ..., Zm - совокупность случай-
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них величин с конечными дисперсиями, связанных в цепь Маркова с п моментами времени, причем все коэффициенты эргодичности вероятностей перехода за один шаг не меньше числа 1 — η, где η ≤ , то существуетпостоянная К < ∞, что∖D(Zl+...+ZJ-(DZ1+...+DZm)∖<K]∕η∑Dzk. (2.39).
⅛=1В нашем случае коэффициент эргодичности последовательности {∙¾n).} или последовательности { } не меньше числа

так что (n→co).Пусть S<p — одно из слагаемых S<nJ. Я1 κi*iпоказал, что если положить Р. Л. Добрушин Į[2], § 6, стр. 395J
φ(∏) = γ(n) -!_ X,(n) __ γ(n)∙

*’ ,∙-, ri-ι∙ri l, ,min (γfn>, 2С(Л) Į + 1 ]), если γ∫"> ≥ О, 
max (γ∫β>, — 2С(Л) [-⅛r- + 1 ]) * ecjra Y,-n) < θ,

= ι = l, 2, .... m,
r∙∙=*+ ,H⅛r+1} ,'=0>1....где число т определяется из неравенства

rm 1 < l ≤ rm-l + [^⅛Γ ÷ 11 ’

ri
i = 1, 2, ... 3 mi

To = θ.
m — 1,

тс

где φ(") = ф(я) — Af φ<n) j i = 1t ,.
m(n) = γ(π)
,»m+l ∙m *Если Отдельно рассмотреть суммуS1 = φ<n> + q⅛0 ÷ ∙ . ∙ + m < т + 1,

m,

(2.40)
(2.41)

(2.42)

=

и

в которую включены слагаемые суммы (2.40) с нечетными номерами, то при фиксированном п слагаемые будут образовать последовательность вели­чин, связанных в цепь Маркова (см. определение цепи), причем коэффициент эргодичности за один шаг будет не меньше числа
-iφ(")

1-е ≤ 1 — е (2.43)
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Тогда, согласно
Положим
s=~Aτ>Если

(2.39),DS1~O,= D φ<"> + D φ<"> + .... + Dφg,>. (2.44)

то
n 1 φ3WC<">∙и" ~2 > φ3 (n)t> (2.45)

∣y,∙∣<ε<"><< С<Л _1--------
C<n^φ3 φ3 (я)η(")≤e-iφ∞Поэтому, применяя к сумме s=y1+y3+... + ya лемму 4, получаем оценку

оо

J^x4F(x)<Llr*(γ=-  J x⅜^3<fc + 12α√"‰
lxl>α а

2+ V 4ε<">+ σ2≠>^ + (2-)r', справедливую для любого α>0 и целого г>1. Возвращаясь кс функцией распределения F1 (х) = Р {<S1 < х } при г =⅛∕(n>= φl0°0 (я), а 
а = α<π> = φl0° (я), получаем У*  x2<ZF1(x)≤S(n)

_1_

x∣>φ,0° MVDnили, согласно (2.44) и (2.35), (2.41), (2.46),J*  x2JF1(x)≤ δ(w)Dn,
∣x∣>φ∞(n) ]∕⅛-------

φ3 (я)«*

(2.46)
(2.47)

(2.48) сумме ∙S1

(2.49)
где δ(w)→0 (w→oo).Если неравенство (2.45) не выполняется, то согласно (2.44), (2.35),

1 d sm*DS1<g-i----- <SZ-r½-. (
φs(n)t∙ φ3(n)Имея в виду (2.49), (2.50) и (2.41), окончательно выводимJ" x2 dF1 (х) ≤ δ1 (я) D ¾">, <

I

(2.50)
(2.51)

где δ1(w)→0 (n→co),286
|Х|> —

<f, <»)!'!



Пусть величинаS2 = φ.^> + <⅛'>+..∙+φS>, m<m + l, (2.52)является суммой слагаемых (2.40) с четными индексами и F2(x) = P{S2<x}. Совсем аналогично доказывается, что (2.53)
где δ2(n)→0 (h→∞).Случайную величину ¾>, как следует из (2.40), (2.42), (2.52), представить как сумму трех слагаемых
гдеТак как

¾, = Si + 52÷53,¾=e.∙
D S3 = D φw, ≤ М⅛)2 ≤5C<">≡ -¾ ≤ 10. CW ,

можно
(2.54)

ТО для оценка F3(x) = P{53<x}

lxl>

f

1
1 

φ 7 (я) I

x2JF3(x)≤δ3(w)D¾)j
:1

(2.55)
δ3(w)→0 (w→<χ>) будет тривиальной. К сумме (2.54) применяя лемму 3 при г = 3, окончательно получаем х2 dF%> (х) ≤ δ4 (и) D ¾>, (2.56)

φ7(я) I Лгде δ4(w)→0 (h→∞) независимо от выбора пары k, I. ЗдесьFg>(x) = P∣¾> <х|.
Получив (2.56) мы уже в состоянии оценить /я(г) в интервале (2.29). Согласно оценке (2.10)

где
У нас 3

1 
»’ Wl«l

(2.57)
F<j>(x) = p{s¾<xj.

, поэтому из (2.56) получаем, что
¾4<6⅛(h)D¾. (2.58)
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Нетрудно проверить, что+оо +оо(И {x-y)idpω(x ' ры × × F<">) =

= 24¾!^"'×T)имеет тот же порядок, что и D S<πJ . Действительно, сумму <$<”> предста­вим в следующем виде:
¾=‰t+‰-i+‰∙ 

4⅛]∙

—oo -oo

+2 ]/» fet,U d (‰+< 4cm2[j⅛rΓ+
+ C'",2j^ ]∕D‰,i-j∙ (2-59)В лемме 2 вместо Xi Ωi, Ω2, Ω3 пологая соответственно i , Ω^ζ 

Ω]^a × ... × Ω("2i> Ч(я)> получаем
⅛-J*ξ , × T)s*⅛‰‰ d‰-*∙Далее из определения числа b следует, что

а(я) а(я)
ki,ki+bf li-b,l.не меньше числа 1 — е_а< 1 — e~φ0° > — . Поэтому

Ö(‰-i I× Р?) ≥ ⅛ D ‰ >С другой стороны,D¾=D‰-t (1 + 0 (i)j>⅝'i
h6oDS<"),≥¾⅛-C<">2, а

d(‰ + ¾‰⅛)<4^⅛⅞-'Из (2.59) и (2.61) следует, что5fel^^T)>i3öD^iОбратное неравенство
(1 +o(D).

тривиально.Таким образом, из определения , ¾{. и соотношенией (2.62), (2.63) выводим « > ⅛ fe - 2<¾) > ⅛>t2° ¾ (2.9),

(2.60)
(2.61)

(2.62)
(2.63)

(2.58),
. (2∙63')
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или, согласно (2.36), (2.37),
2⅛.(*)  > ⅛2D ¾∙
ι=0

1В нашем случае NχDξ1f2φ3 (я),∑1 (1 - β‰,) < w/e( ,l∙'",1 < d <^iτw
поэтому из (2.8), (2.64) и (2.65) окончательно получаемIA(0!≤<≈-c",,ds"

(2.64)
(2.65)
(2.66)при 1

1∕D¾ ≤∣e∣< α(")
Ä

C<")φ3 (я)Из неравенств (2.1), (2.25), (2.66) следует лемма. Замечание. Если∣X1<")∣ <c<a>, : = 1, 2, ..., я,
то соотношения (*)  и (*,  *)  показывают, что достаточно положить

a<n>≥
2

φ(κ)l∏3 Я
1

я 3φ(zι)→∞ (π→∞), для того, чтобы была верна оценка

VWs; f

еде f(ri)→∞ (h→co).Обобщим лемму 5 для случая необязательно ограниченных слагаемых. Лемма 6. Если случайные величины XW таковы, чтоО < σ ≤ D-Y<n> < С < «,У х2 dFfn> (х) → 0 (я → со)
∕7a∞i (2.67)

1X I а____________
Inn

равномерно по i для любого а> 0 и равномерно по i и п

------- ------- !------------ r М [ (х - М (x,<") I Fl'∖ × F,¾)Y х 
MD (x∫n> I Fj"> х ¾>l) J ' ' ''

× dF^(жIFV∖ × F¾)→0,
когда b→oo, то при достаточно малом ε > О

~=- ≤lrl≤e
∙z°s,,

(2.68)
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Здесь Fįn)(x) и F∫n>(x∣Fl¾ × F¾) —функция распределения и условная 
функция распределения, соответственно, случайной величины ArJn∖ i = = 1, 2, ..., п, ∕(w)→∞ (h→∞). -∣∕- («)f Доказательство. Из условия (2.67) следует, что v-----------1∕-αωfда n→oo. Действительно, если бы ■ —< С3, то прилучили бы, что

7--------------ХЮ, КОГ-1п п 1 V σ с; ⅛πo-a≈-^ -⅛-πo-

У x2dFi(x)→0,

что невозможно в силу DΛXn>≥σ>0, z = l, 2, ..., п. можно найти такую функцию φ(w)→∞ (w→∞), чтобы было
1x1 >С(я)

Поэтому всегда
(2.69)

где
Чтобы доказать лемму нам следует оценить Сначала это сделаем в интервале2C(< ≤ И ≤ e∙

N
∑ Rk?i- W в выражении (2.8). i«0 ’ * (2.70)В этом случае положимZ.-* i = 2j ⅛+1-⅞ = [±Wb.i]. (2.71)Согласно условию (2.68), для сколь угодно маленького δ > 0 найдется 60 такое, чтом(

∖l*l  >bβ

≥Sd(x(">∣^) X ¾>1), i=l, 2.............. п.Тогда из (2.7) следует 
λ¾W>⅛m( f f (* →4Ftf.{x∖F^ × F™} х

Jx)≤2⅞ ∣jvl≤2⅛0
×^l.(y∖F<l->×F^,

если только Į11 < ⅛0. Учитывая (2.14), (2.72), (2.73), получаем• Ä^/£)>3?(5(XvH^’)x27%,)-68"tol^”-‘ ×7⅛i>))∙ 
Отсюда, при помощи леммы 2, выводимД<"> (i) »»<">« ?; ∣t∣<⅛,

i i

(2.72)

(2.73)
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Поэтому ∑ ¾. W » Λ⅛w tt» φw⅛ζ‰ = φ2(и) ln ι∙=0
N-Iв интервале (2.70) при e = ⅛0. Что касается суммы 2(1—α∕∙‰ι), τ°, co' i≡O ’ ‘гласно подбору (2.72), она не превосходит Ne~2*∞ ln"→o (w→co). Итак ∣∕n(f)∣≤e^c,∙φ,w,n" (2.74)в интервале < И ≤ ≡∙Для оценки ∣∕n(r)∣ в других интервалах мы будем урезывать случайные величины, как это, напр., делается в работе [2] при доказательстве инте­гральной теоремы. Положим

χW = U^ + VW,где
{

X^, если I Xįn> I ≤ С(п),0,- если I Xį”> I > С(я). Тогда ¾",=¾>+∙b¾>.¾>= 2 uiny' Nkiy= Σ vt"y∙ ι≡⅛+l ∣≡A+1Случайные величины Z7fn>, U<n∖ ...» U™ определены на цепи, причемI U& I ≤ Сми D US”> = D (χι!"> - R(">) = D X(”) + D F1<"> + 2f (»> ]∕ ~,
ибо DF<">= J" x1dF∙>(x)<~→0 (n→∞), (2.75)

lx|>C<n?a DAγ*>≥  σ>0, i = l, 2, ..., n.Потому для последовательности C7<">, C7<n>, ..., C7<n> справедливы все нами раньше для цепи X∖n∖ Xξt∖ ..., Х^ в случае ∣ XV> | < С<">, i = 1, 2, ..., и, полученные результаты. Этим замечанием мы и будем везде пользоватся.Пусть —ζτ-<∣t∣<⅛0∙ (2∙76)C<n^φ3 (я)Набор целых чисел ⅛0, Zo, Λ1, Z1, ..., kN> lN определим по формулам (2.20) и (2.21). Из (2.7) и (2.10) получаем
Λ¾(0>⅛M у у (≈-j')2¾(x∣fw×^>)^^j∣fw×fw)≥∣* l≤ι⅜ ι,ι≤r⅜

> ⅛ (5(¾! pP × p>f} -6 f *2rf¾∙ w) •

l'1=∙l÷
(2.77)
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Если положить ¾> (x) = P{(∕w < × }, то с помощью леммы 3 находим
У x2djpω(x)<ζ4 į (x-MU⅛>i)2<iGW (*)  + 4DWW . (2.78) 

'*'>rτr  I*- m'¾(⅛Из (2.21), (2.12), (2.13) следует, что первый член правой части (2.78) равен нулю. Что касается второго, то, учитывая (2.75), получаем
ta°vk"ili < ** & - v<"i < C'W VM^= C<")jφ∙(n) ’

в то время, как, согласно (2.17), (см. также 2.16)
tt5 (¾ I F<? × Ff) > c14t⅛<"*  (Zi - ⅛i)> ≥ c14 при <

≤ I« I ≤ 2С(") α(n)2
а(я) 1 I а(Л)

s ≤ и ≤ с(я) • 
φ3 (л)С<я)Таким образом, всегда a(n)a⅞,W><⅛ '5

С(Я)2фЗ(я)
ИЛИ

∑ $>,.(<) > ⅛w+1) —— >
.^i " c<")*φ3( π)> ⅛----------- ------------------ =c17l∕φ(n)lnn∙

φ (л) In п φ 3 (л) С^2

nα(">3

N-1Оценка для 2 0 - ⅛∙∕∙) останется такой же как и
«-о 11

раньше, поэтому
в интервале (2.76). Остался интервал (2.79)

(2.80)
С7<я) имеют силу

I I «(Я>

I d ≤ з •
C<")φ3 (л)Согласно нашим замечаниям, для величин C7fn>, C7<">, ..., все результаты (2.29) — (2.64), если в последних AΓJ"> заменить через 1Дя) и ⅛). — 4ePe3 ukn]. • Определим набор k0, l0, k1, l1, ..., ⅛ In> как и в (2.30) и (2.30а), только уже исходя из величин UW, i≈l, ...in.Тогда для UW будет верна оценка (5.56), т. е. будет

f (*" “ ¾,p¾.(x) < δs(")D ¾.
∣→∙<¾∣> 3 (2.80a)φ∣w∣.∣ 292



где δ5(n)→∞ (h→∞). Тогда из (2.80σ) и (2.78) получаемJ*  √ dF^>i (х) ≤ 4δ6 (n) D ¾> + 4 D P<"> . 
l*l>17i ∙

∣d(s¾∣FW × × ^>)∣≤DR<-).+
+ 21∕DR<")Dσ<7>.Из (2.77) выводим, что¾ω> × ^)-25D^>i-24δ5WD¾--2yDK¾D<¾). (2.81)

Для окончательной оценки правой части (2.81) нам придется оценить дис­персию DVįį>, где ki I есть одна какая нибудь пара ki, li, t = l, 2, ..., N. Пусть
Vtf> = Win) + ^2,y + ∙ ∙ ∙ + wmy>где положено

где

∏7J∏> = jz'"> .1 1 rli+°-1>ι√≡>+1J∙t+∙'⅛+lJ∙Грубо говоря, сумму разбиваем на „куски“ длиною [^⅛^÷1]∙ Пусть ^ = ⅛,+ ⅛>
⅛>=∑¾. ⅞,=∑u¾>÷

j iСлагаемые суммы R<"> связаны в цепь Маркова с коэффициентом эргодич­ности 1 — η, где - α^[⅛+,] i η≤e °>i <~,поэтому, применяя (3.29), находимD¾)≪^Dirooι.∖ ≈ . • Аналогичную оценку можно получить и для DJ¾>. Следовательно, имеемd k¾ ≪ Σ d w> ≪ m (-⅛+1 )⅛πd γ∕, « 7⅛ «
(∕,∙-⅛,∙)*< b>

φ2(n) ’откуда
(2.82)
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Согласно (2.62), (2.33), (2.36) и (2.35), имеют место соотношения
d¾>~∑d1¾,

/=0

Таким образом из (2.81) получаем

i.1 ≤D¾< i2 .
φ3(n)r2 φ3(n)taПоэтому

max (Z,∙ — ki) ≪ —— ---------,
0≤,'≤n φ 3 („) t⅛(* ∣)а

max D R<⅛ ≪---------- ---------------= —-------
’ ’ ’ Φ3 (я) Ф 3 (я) t2«(n) φ 3 (п) Г2

¾.ω > ⅛2(d ι¾- Ci √------ с5 ------ ) ≥ ⅛t≈D
Ф3(я)<3 φ3(n)∣r∣a

ИЛИ 
N

⅛)Wd¾>.
i=0

N-1Заметим, что для суммы £ D Γ<nj> оценку (2.82). »=о , ,+1
„а(я) Итак знаем, что D И<я> ≪ —=-rτ∙, оя φa(∏)

можно таким же способом получить 
a D S„ ≥ c21 na<n>, следовательно,D S ~D⅛> я Оя

И
N

∑¾w>⅛,d⅛
ι=0 * *Последнее вместе с (2.65) означает, что

при 1VB¾ ≤IH<
∖fM∖<e (2.83)а(И)(н) с(”>Оценки (2.74), (2.79), (2.83) вместе доказывают справедливость леммы. Примечание к лемме 6. Условие (2.68) может быть заменено

более общим требованием, чтобы

---- ------- !---------- -М f [ (x-y)tdF(->(x>F^, × F⅛) × 
md(x<">∣⅛>i×¾>,)X ^F<">(>∣F∞ X F,⅛>1)→0 (2.68а)

равномерно по i и п, когда b-→∞, так как, доказывая лемму, мы пользо­вались только последним.
294



3. Оценка характеристической функции суммы 
в третьем интервалеЛемма 7. Пусть случайные величины Xį»\ JV<n>, .... Х^ принимают 

своими значениями только целые числа и удовлетворяют всем условиям 
леммы 6. Пусть, кроме того, существует подпоследовательность AΓ<ra>, X<"ζ 
X<^> ... такая, что1JL 2 M(minP∣X⅛>≠rmod(β)∣F<-θ1 ×F⅛>1∣)→eo (n→∞) (3.1)

∣≤v,≤n

для всех q> 2, где[⅛]<v-v∕→<<H⅛H> >='. 2, ... (3.2)
Тогда для любого ε > 0 имеет место неравенство

^∖i∖^τ,
где т —любое постоянное.Доказательство. Как и раньше, исходимым пунктом будут соот­ношения (2.2), (2.7) и (2.8). Так как случайные величины принимают своими значениями только целые числа, то положим

Ai = j ω: X<"> (ω>=∕ }, Р { X<"> => } = Р {АЦ, 
Ptf (m I F<"> × Р'">) = р{ ¾"> = m I P<"> х F<">}.

Тогда будем иметь
Rff (2πr) = ∑sin2π(m1-mjt Pįp (m11 Г<я) × 27∫n>) ×

' ml mt* ×¾¼jF<">×F∞)).
Каждое t, где lrle[τj~^> -у]» можно представить в виде

^=-j- + 5, гДе о. н. д. (α, g)=l, a<2q, ∣δ∣<~∙0<τ<co, q ≤ τ.Таким образом, отрезок (-H⅛∙ ÷]} распадается на конечное число 
отрезков Zα с центрами —. Границей между двумя отрезками 1± и la1 бу-

« q ~Ч Тхдем считать точку + —]. Во всем дальнейшем пусть tela , ę> 1.
2 ∖ q <h / - -Если τ подобрать большим, тоP⅛>(2πt)>M^ 2 Σ sin2π^γ(m1-m2)+ (t-^-)(m1-m2)^ X
∣m1-m,∣≤-∑× ⅛> («■ I × Pi"y)P⅛> («21 × F<»>) > -jr⅛> +. ⅛ (»- 7-)⅛j, (3.3)
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где 4"’ = М ( ∑ ∑ ¾, (”«, i × fW) ¾', (m2 ) × ■?!”’)) > (3.4)
m, m,

i ян—m, l≤ -ę , ml^rnt (mode)⅜7, = m ( Σ Σ (“1 - n⅛)2 pW (">l I pW × pW) pW (”>2! pw × pw))-

Влены
∣m1-m,≤ 4 . ml=m, (mode) дальнейшем будем считать, что ki = v,∙ — 1, li = v,- + 1, где v,∙ опреде- в условиях леммы. Таким образом,

’ < f ~' С>'
I *<">  Jсилу (2.68) или (2.68а) (см. примечание к лемме 6), при достаточно

(3.5)
В большом τλi (Σ Σ (mι - mwp∣ ⅛÷,.=i fw × ρw jpj¾,ι= j mi-mt I > ~= m2 j F<"> × ) ≤ εD (¾>1 j F⅛> x Fj->), (3.6)где ε > 0 сколь угодно малое, независящее от k. Тогда из (3.3) и (3.4) выводим, что⅛ ⅛"> + ⅛", ≥ М ( £ ∑ (m1 _ m2)≡ p<7) (m, I г<») X F<∏>) χ m1 mt *ni — mi (mode)

× pW {m2. pW × ∙pf"0 + ∑ ∑ (mι - n,s)2 pW (mι I fW × f∕",) 
mt Е ml (mode)

× pW (¾ I pW × -p!",)) - 2*51 ¾,∙ IfiW × p*n,)) = 
= 2D (¾)l I F<"> × F<->) (1 - e).Согласно лемме 2, отсюда получаем, что4", + ⅜7j≥c22αw2.Поэтому из (3.5) и (3.7) выводим⅛<<i) ≥⅛<w+*)≈ w

Будем различать два случая. ЕслиА _ у а(л) > ⅛> яд(я)> Ап~ Ziakiιi-^ 2 in л 9«=ото лемма доказана, ибо из (2.8), (3.2), (3.9) получаем, что
_ плЫ »дЫ -Inя .. .. il∕n(2πr)∣≤e ¾,' ,n" ln" <e-c,ιφ ≪ ⅛, где m —любое постоянное.

×

(3.7)
(3.8)
(3.9)

(ЗЛО)
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Поэтому пусть
Функция

s-=⅛i>÷
ι-0

In л (З.Н)
z- W = i⅛ Σ m ( Σ Σsin2 π - m*>  tp⅛t (»> I ∙f⅞, × ∙p⅞,>) x

1—0 ' m. m1
mi ≡p ml (mod д) 
×¾¼∣^,×^,))∙

В точке t = ~ стремится к ∞, когда λ→∞, так какfi⅛M ( Σ Σ *¾  (”h I × pγ} ¾ (“2! pP × nn,) >Σ
.=0

i⅛ ∙ ⅛ Σ m ( Σ (mrin Σ p{ x⅛ I = m< ' f⅞, × fS-' }) × 
f∏ι ≡j≡ г (mod q) 

×∕>⅛>1=m2∣^>×Pf>}) =

= h⅛ ⅛ ∑M^minP∣χωι≠r(modg)∣F⅛> × Ffr> J)∣.N (3.12)
i—ОПоследнее же стремится к ∞, когда n→∞, согласно (3.1), потому, что по определению ki+1 = vi.В случае, когда число состояний счетное и множества Aik состоят просто из одной точки ω,∈Ω∞, соотношение (3.1) или (3.12) примет видn / \⅛τ Σ Σ Σ (min Σ ≤W⅛⅛∣ (,'> ”4«(m’ ,">) ∙ (3∙13)

1-0 • / ' Г я
m:Jž г (mod ff)Из условия (2.67), как мы уже раньше доказали, следует справедливость неравенства (2.69). Тогда, применяя лемму 3 и неравенство (2.10), получаем

-elb Σm( Σ ∑p{^"}1='"1^⅛, × ^Ip⅛1=">2∣'f⅞, × *r))≤  
t=0 m, m, '

.S./йа(я)2
∣m1-m, l>2 -3-------------

φ2 (я) In л»< Σ m(∑ ∑("⅛-*⅛) 8p⅛1=*>, I× Fi?(× 
i-0 Х ml mt_ 2∕∙J√">*I ml-mt I & —----------

2φ2 (я) In я× p{*⅞i, =*⅛ 1× П”I) « ra⅛- ×
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(3.14)

:in2

1°Xw =φ°(⅛∙Этим лемма доказана.

× ∑M f × Fir>)c t"g
f=0 J 
. . . /n«(")į 
ι* 1>~a---------

φ2 (n) Inn

= — -------> 0 (n —> оо).V(∏) * ’Если t6[l— т ’ ^r + т]’где δ"= ^Γ 1П"? ™ ’ τ0 при ∣wι-m2∣< з. V п <*< ”>2
2 1/ п 2< —v------------- , получаем
φ2 (и) ln пsin2 m2) -½- + (w1 - m2) [t - ≥ sin2π (“ ~ ⅛^) ≥ ψ^ ∙ (3.15)

Тогда из (3.12), (3.14) и (3.15) следует, что2n(t)→∞ (fl→∞)равномерно в интервале r∈[-^—~, -^-÷ —J = Ia • Поэтому существует функция φβ(w)→∞ (w→oo), что β⅞W≥φβW. в выше упомянутом интервале.Таким образом, в случае (3.11), согласно (2.8), (3.3) и (3.16), будем иметь
(3.16)

v D5; ∫ ∖fn (2πt) I < V DĄ £ ∫ ∣λ (t) ∣ dt ≤⅛≤∣'≤⅜ 7 'f≤ VD^-'n"∑ Ųdt +

Δ I 
« α +j∙.'--(-s,λ).
i 7 а а

9 9
У нас q целое и ограниченное, 1 <q<τ. Поэтому существует φ1(n)→∞ (w→oo) такая, что φβ(w)≥ψι(w) для любого q. Тогда, рассширяя пре­делы интегрирования первого интеграла (3.17) по всей прямой, при большом 
п получаем1∕D⅛ ∫ ∣A(2πt)∣Λ≪VDSΓ(e^cuφ∙w*°"ψ=.+⅛≤∣∙∣≤⅜ ~c∙∙⅛Λ i+e ),5≡⅛.где m > О любое, так как

(3.17)

(3.18)
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Замечание к лемме 7. 1) Как видно из доказательства, условие (3.1) можно заменить следующим
N . .∑M (minp{ χω ψr (m°d g)∣ ¾>1 х ¾>1j)→~, (3.1')

когда w→co.Действительно, из (3.1') очевидным образом следует существование под- последовательности Х£>, Х<»\ ..., удовлетворяющей (3.1) и (3.2).2) Если величины ограничены, т.е. ∣X<n>∣<C, то правая часть (3.14) будет равна нулю, если только ∣ m1 — m21 > 2С. Следовательно, можно по­ложить δn = -^-. Так как в (3.18) 
-с.»У1(л) fln-^+lnlnn) In л 

≪ e a

то достаточно, для √D⅛ У" IAW∣Λ→
e≤∣r∣≤π

О (n→oo), чтобы

----------------Р--------------г- £м(пипр{ 

In п ^ln a(ny + In In n j i ' r *
χω≠r(modtf)∣F^ 1

или
а(я)

In п (in g(⅞)- + In In n

когда n→cθ для всех q>2, где последовательность v1, v2, ... определя­
ется соотношением (3.2).

4. Доказательство теорем 1—4 и их уточненийНе нарушая общности, как и в леммах, положим, что MAΓ[n> = 0j k = = 1, 2, ..., п.Имеем
πVrDζVDS.P(S..,l^τ⅛r√⅛. £-√dsb

= Iι + Ą ÷T3+Z4, (4.1)где
∣r∣≤Λ У y⅛⅛⅛)i∙
Λ<∣r∣≤s∕DSn
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β∕DSn<∣r∣≤π∕DSn

/_ t* . m 
∕2^,W,a.

Λ<∣l∣≤√5ξЗдесь Айе — положительные числа, которые определим позднее.В условиях теорем 1 — 3 для S„ имеет место центральная предельная теорема (см. [2], теоремы 1—8). Следовательно, в силу (2.1) равномерно от. носительно т при любом постоянном А,∕1→0 (w→oo).Очевидно, что (4.2)∣∕2∣<VD5, у ∣∕n(t)∣Λ∙
-74=^<ih≤6
VdsπТогда из леммы 6 и примечания к ней следует, что при соблюдении усло­вий (8), (9), (10) теоремы 2 можно найти такую функцию ∕(w)→ то («—>то) 

и е > 0, что
—min (c,,∕l,,∕(n) In п ) 

I4l<e 4 ' (4.3)Нетрудно заметить, что (4.3) имеет место и при условиях теоремы 1, ибо из равномерной ограниченности случайных величин условия (3) й изсоотношения
1 _ 2α<">w3ln %→∞ (n→∞)вытекают соотношения (8) —(10).Дело обстоит аналогично и в случае теоремы 3, так как из (13) и рав­номерной ограниченности по k и п моментов M | Х<я) ∣τ следует, что равно­мерно по k выполняется соотношение1 a(n)2 +ТО τΛτ^21n3τ^2" ∕ !⅛W⅛ ^f(T-2)+2 j п 2 a(")2 -со
1п2я

ЗТ-2 
„а(я)Т-2

)τ-Uo (w→∞),
при любом постоянном а > 0.Учитывая наши замечания по поводу взаимных соотношений соответст­вующих условий теорем 1—3, из леммы 7 и замечаний к ней выводим, что ∣∕3∣≤1∕D⅛ У ∣Λ(0∣Λ = o(l), (4.4)s<∣r∣≤π равномерно по т.Наконец, очевидно, что для сколь- угодно маленького ε1 > 0 можно А подобрать настолько большим, чтобы было∣Z4∣<ε1. (4.5)300



Соотношения (4.1) — (4.5) показывают, что при соблюдении условий теорем 1-3
т* Isup∣VD¾P{¾ = m}-^Ue"j≡5-.∣→O (b→<w).

Этим гаремы 1 — 3 доказаны полностью.Чтобы доказать гарему 4 нам несколько придется изменить доказатель­ство лемм 6 и 7. Итак пусть выполнены условия гаремы 4. Не нарушая общности, за ⅛0 можем считать 0, т. е. /><я) (0) ≥ /><я> (т) для любого цело­го т. Нам нужно доказать, что р<я) (0) ≥ δ1 > 0, k = 1, 2, ..., п. Согласно (15) имеем£* я) (θ) ≥ ^2⅛ 2 Pkn) ∑ m2Pkn) (m) 2b^ (^2 ®2) ~ > θ,
∣m∣≤fc ∣m∣≤iесли D AT<n> ≥ -у-.Очевидно, что ∕>∞ (0) ≥ δ3 > 0 при DArw < . Поэтому всегда ⅛0(0)≥≥ δ1 > 0 для всех кип. Отсюда, принимая во внимание (14), получаем, что D*ω>σ>0.  (4.6)Из (4.6) и (15) следует, что DXW < С (4.7) для всех кип. Поэтому, учитывая (2) и то, что α<n) ≥ a > 0 выводим 

DS,χtl, (4.8)Согласно (3.22) (гл. 1, § 3) имеем .
∕,w√∕.√ ∕(t> ∙%W,)⅛∕^ωι)∕(j> ¾>jf<-∙> × 77,",) × 

а}я) Qjn) Qįn) 
×p%(ωι, l2)...∕w ι,Jt, ¾∖i,n ×

× p⅛ 1√ωN+v dωκ) (4.9)причем пусть набор Zo = 0<Z1<Z2< ... <lN = nтакой, что A'+ι 4' — где целое Λf0 удовлетворяет условию 
Согласно эргодическому принципу,supi∕>⅛)(z, 0)-p(">(0)∣<*̂* σ*̂∖

i I I

(4.10)

поэтому supPjΛ¾ = O∣^¾M = ≈j≥⅛δ1' так как Ą(n) (0) ≥ δ1 > 0; Zi = l, ..., п.Выражение (4.9) в действительности есть сумма, так как множества со­стоянии цепи счетные. Число
(4.11)
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представляет вероятность того, что система в своей эволюции прошла по следующему пути:∆. = {→ω1→ω2→ω3→ .. .→ωw} ; ω.∈ΩJ">.Пусть 5∏t1 — множество „путей“, в которых состояние ω0 (событие χ(n) = 0) встречается не меньше чем [ε3n] раз, где ε3 > 0 — достаточно ма­ленькое. Через ЭД2 обозначим оставшиеся „пути“. (Все это есть не что иное, как сечения Бернштейна — Линника.)Оценим Р™. Пусть z1, z2, ..., zn — последовательность независи- Аб«П,мых одинакого распределенных случайных величин, причем1 с вероятностью -j-81,О с вероятностью 1 —į- δ1.Тогда вероятность того, чтоζλr = Z1 + ... + Zn ≤ [εw]будет оценкой сверху для ⅛j∙ ^°ли Aε9∏1
I Sn—J-∙1W I
I ]/+•■('-÷∙.)''"'l'то, согласно теоремам больших уклонений для независимых слагаемых,⅛g--Λλ^(, + 0(l⅛)). ,412)

Здесь Ф (х) — нормальный закон, — о (]/ ТУ) < х < — 1, а λ(τ) сходится при малых τ. Из (4.6) следует, что
p Į ςκ ≤ -į- δr n+X ]∕-L δ1 (л - -į- δ2) n ≤

Отсюда при x= —7----- получаем, чтош п ∑PW<f,,A (4.13)
АеЯП»ибо ^Xn.Из (4.9) и (4.13) выводим/,(») = ∑∕('> ⅞5∣ωι)poz∕(ωι)∕(1> ¾!lωι> ωs)∙∙∙As⅛≡.

∙∙∙z(t, ¾∖1⅛lω"-', ω")p⅛-1'Ncω~-1' ωN)+θ(<r"'°^")∙ (4l4)Пусть ki /—какая нибудь пара li, li+1. Как и в (2.6) —(2.8) будем иметь 
М ∣∕ {t> SM I ш» х F<">) Į < 1 - Rtf (1),302



где¾",=m(∑ ∑≡⅛2(jV*  ^L",(^l∣ω°×M⅛,(m2∣ω0×M)j 
⅛> (m I ω0 × F<">) = P { S⅛> = m | <»« X F<"> J.

Тогда из (4.14) получаем -.⅛.<'> , .e Л.IΛWI<*  +θ(e "b,").Здесь * означает, что суммируются такие слагаемые ¾).(t), для которых в сечении ΛXθ,> = 0. Таких слагаемых будет не меньше [ε3n].
ÄiНетрудно заметить, что выполняется условие (2.67), (2.68) леммы 6, сле­дует только выражения типа { ... ∣ F∞ х FĮn)} заменить выражениями типа { ... I ω0 × F∞}. Далее,

D 5, жп, D∣ Į ω∙ х ¾>1 } ≥ -į-(-¾"> | ω°) > ^J^ β¾ > °> 
согласно лемме 2. Следовательноβ(sω∣ω°×∙P^)≥¾β(Z-⅛).Проследим оценки (3.8) —(3.18). Будем иметь

Λn + Bn>c29n.Поэтому в случае Яя ≥ -у C29 п»имеем ∣∕n(2πr)∣ < e~c**niи лемма 7 доказана. Пусть поэтому¾>⅜"∙Из условии (16) следует, что оно выполняется и для некоторой подпосле­довательности индексов
Äj ∙≤ ⅛2 ≤ • • •>причем подпоследовательность и шаг сечения Λf0 всегда можно выбрать та. кими, что

-(.∙-l)Λf0 + .∙JH, < < -м*. . = 0...................nТак как
М ^min F∣ S∫">.,. ≠ т (mod q) | × F<∙> ∣) ≥

> ∑mrin Σ' Z⅞+ι(0∙ m)P^+2(m>Λ
J m⅛r(mod^)то, согласно (3.12), получаем, что функцияn /¾W=∑*Λf(∑  2si∏2π(m1-m2μ х

t-I ' mi m,
m1ZΞm,(mod į)× 2¾ (w11 ω° × ∙p⅞,,) p⅛]i (^⅜ I ω° × ∙f!",)) 
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расходится при w→∞, когда i = ^^- .Функция Zn(t) непрерывна относи­тельно t и возрастающая относительно п. Следовательно, для любого К можно найти п0 и δ0, что для r∈[-^—5, -^- + δj=Zα и п ≥ и0 будет
Zn(t)>K.Тогда ]/D⅛ 2 f <2"t> I'at ≪ Σ ( f dt +7 *7∙ 7 ⅛

Я я+ У е Вп^ Vne~tn1i < ε6, ε5 > О,/д а
Я ятак как постоянное в символе ,,≪ik не зависит от К.Поэтому при условиях теоремы 4 выполняется соотношения Этим теорема 4 доказана.Докажем теорему 7. Имеем

VDS^P{S, = m} =Γt+I2+I3+Γi,

(4.1)-(4.5).
где (4.14“)

(4.15)
(4.16)

'»= J My⅛)< '°s∙*

А < lr∣ <6F,DSπ 
f L* λ<7⅛)λ∙ 

β∕DSn< U∣≤π∕DSfj л- f '4(∙ + Σ
∣t∣≤Λ ∖ *-l  ∕Здесь А уже не постоянное, а 

А = ψ (я) ]/1пя,где ф(я) из теоремы 5. Из этой же теоремы следует, что
I τ, i ln1<,-a^∏ l In2 +a In In л
'41 r,-2 -1- α(fl)8y-1 β(n)8yo5- ∙У нас соблюдены условия (8), (10), (22). Кроме того, уже имели возмож­ность заметить, что из (22) [точнее из (13) при γ = s] следует (9). Поэтому имеет место лемма 6 и, учитывая (4.3), (4.15), получаем∣∕21 ≤ е ^mi°(c"ψ'(",'z<",*""λ  (4.17)Аналогично здесь можно пользоватся леммой 7 и ее первым замечанием. Поэтому

∣Λ∣≪]∕DS, f ∖f,Widt^-^, β<∣f∣≤π где m —любое постоянное.304



18)

Далее, согласно лемме 5 и (4.15),
/;= f 3(ι + 'f

-оо a~,

/г*  ∕ ,—3 , ∖ —it—-,я

e-2(1 + 2(J^)tpnk(it))e y°s-dt=
111 ψ (n)∕ln п k 1

-⅛.->+Σ⅛}*  M-⅛r)'<'∙->+

⅛=1
⅜,+⅛ln2n V - 2_______ In 2 8 In In я

rn ∕ + C∣∕D⅛ <χ(">2),-1 α<n>31∕EΓ‰Этим теорема 7 доказана. Вполне аналогично получается и теорема 3.
5. Предельные теоремы для плотностейДокажем теорему 9. Пусть

fn (О ~fn (yθ^) •Из леммы 6 следует, что
------ Į — min (с,,Л’,/(л) in и) 

∣Λ(t)∣Λ≤√D^ J ∖fn(t)∖dt<e *∙  i,
Λ<∖t^VDSn

VλDSjjгде ∕(w)→∞ (w→co) и ε > 0 — достаточно маленькое.Согласно интегральной теореме,
f 7.(f)- e^ 2 IΛ→0 (β→βo)

1 г l≤Λи, наконец, из (2.5), (2.6) и (3.22) главы 1 следует, что
f ∕1,ωΛ∣≤ι∕D¾ у ∏M∣∕(r, *⅛ ,∣*<"L 1×∙p⅛ 1)*+

∣t∣>ε∕DS^ ∣H>β '°1

min (Vb □., — vfc)_ 1≤a≤^~ 1 * + k 
+ θ{ne~ ton )→0 (n→∞).Таким образом, fn (t) абсолютно интегрируема при всех достаточно больших значениях п. Следовательно, справедлива формула обращения

+∞ 
Λ(*)=⅛  f e'i,xf^dt> 

. — СОа, если учитывать, полученные оценки, то и теорема. Нетрудно заметить что здесь проводится очевидная аналогия с работой В. В. Петрова [11], изу­чающей применимость локальных законов для плотностей сумм независимых
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случайных величин. Поэтому, имея лемму 6 и асимптотическое разложение для характеристической функции, получить остальное очень легко.Чтобы доказать теорему 10, заметим, что согласно лемме 12> работы [12] (гл. IV, стр. 37)м j∕ (г, Х<”> I F<n∖ X ¾>,) I < 1 _ (1 _ <π JLв интервале 111 < Ь, если только
įпри 111 ≥ b. Тогда из (23), считая, что R > 2Ba , получаемI Į ≥ R,∖t∖<R∙У нас выполнены условия (8), (9), поэтому, согласно (2.79), (2.74)∣∕n(t)l < +e-‘^DS«} (5.2)

для

1 φ2 (я) In n
2 ⅛

ιz,ω∣Λ<I<K∙R 3.
1φ2 (я) la л
2 3
∕7α^2

e^c,,n*' , Jr ≪

≤μ∣<Λ
]∕p Sn e~ φ (я) In я 

φ (п) In п
И

Vd⅛ J" ∣aw∣λ< vdą (-^-)c""'λ2 J" ∣≪e-τ<"*".
• ld>Λ ∣χ∣>^Так как Λ(*)~  y=e 2 =/1+/2+/з+/4+/б>где

Jl= f

∣rl≤∕4

^-lφ2 (я)1пя
5s2 3

/7 <х(я)2

dt,Λ=VD¾
t∣

J3 = V D Sn У /„ (t) е " v°sn dt,

311!M⅛"≤∣,i<λ/7 «<п)а

(5.3)
(5.4)

(5.5)
(5.6)

(5.7)
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J4=]∕DSn f fn(t) e"',∖t∖>RJ5=- [ e'itx~2 dt,∣χi,>Λ
(5.8)
(5.9)

то из соотношений (5.2) — (5.9) следует теорема, так как А можно подобрать достаточно большим.Теорема 11 доказывается аналогично теореме 7, достаточно только поло­жить А =An = ψ (n)l∕lnn, где ψ(n) из теоремы 5, и интегралы Z2, /3 заме­нить интегралами J2> J⅛ и учитывать оценки (5.2), (5.3), (5.4) для них.



ГЛАВА TH

МНОГОМЕРНАЯ ЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЧИСЛА ПОПАДАНИЙ В СОСТОЯНИЯОсновной целью этой главы будет доказательство теоремы 12.Пусть случайная величина ξj-0° есть число попаданий в состояние еа в Л-ий момент времени и

«И«". №........... «”); *= 1∙2........... «•Ясно, что ξk принимает своими значениями единичные векторы e1, e2, ..., elt причем
п

ζ-=∑ξt∙ 
fe—1Сумма ζn сводится к сумме независимых случайных величин методом „сечений“ Бернштейна — Линника. Пусть событие А состоит в том, что слу­чайные величины £м, %2М, ..., ξn, где M=[ln6w], при­нимают определенные фиксированные значения. Вероятность этого события обозначим Р.. Если положимА¾= ∑ ξ.∙! ⅛ = *Λf,  ⅛ = 1, 2, .... W-1, bll = n,⅛-1+'≤≤t*-'τo ζяA = η1 + Ч2÷ ∙ ∙ ∙ ÷‰ будет суммой независимых неодинаково распре­деленных случайных величин.Если ∕τ,ω = M(∕π'"W∣ξ0 = eγ),где вектор t = (t1, r2, ..., ιt) и∕τniω=M<^‰>∣ξ0 = eτ),то, как мы уже неоднократно отмечали,

А= Φ2W∙∙∙ΦnW∙Здесь Ψ*ω=<P*(⅛  ⅛ ...» f,) = M(e2π"1⅛)
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— характеристическая функция случайной величины η⅛. Распределение 
pv (т) = Pγ (m1, т2.............. mt) может быть не больше, как s — 1 мерным в си­лу соотношения

m1 + т2 + ... -{- т, = п.Поэтому положим rj = 0.Оценим ∣φj⅛(r)∣ сверху в области У4+-"+⅛-, > δ = Ф1(уУ~п.
где ψ1(n)-сколь угодно медлено возрастающая функция.Согласно теории диофантовых апроксимаций [13], при любом τ > 0 числа
t1, r2, ∙ ∙ ∙, *t-ι можно представить в виде t1 = + σ1, r2 = ~ ÷ σ2> • • • »
tt-2 = + σi-ι> причем о.н.д. (α1, α2, ..., αi.1, ę)=l, 0 < q ≤ х,j .__I σα I ≤ g^1x 1~1. Положим τ = (1п^ц+7 • Тогда каждая точка из области интегрирования попадает в некоторый кубик с центром в точке (-у-, -у-, ..., -i~1 ) и ребром длины q~1τ ,~1, а для оценки модуля характеристической функции можно пользоватся равенствомl-∣φ*WI , = 2 ∑ p{r⅛^^⅛ = (nι. «г...............n,.1)}sin2π X

Яи П|×(∙где f}h и η⅛ независимы и одинаково распределены, σ = w1σ14-n2σ24-... 4-+ Пусть t принадлежит какому нибудь кубику с g≠l. Рассмот­рим сумму S'm = ξj + ξ2 4-... 4- Ę'Mi, где случайные s-мерные величины ξ1∙ принимают те же самые значения, что и ξi, и связаны в однородную цепь Маркова с переходными вероятностями ρ(i, j)=ρ1(i, j). Тогда, согласно лемме 14 статьи [4], при достаточно большом Λf1 существуют такие значе­ния (m∖l∖ m%∖ ..., mj¾) и (mj1>, m<2>, . .∙, , что р| S'Mi = (m<l,λ ...»wi-ι)∣^o~βa, ⅛ = ea∣ (,ι=l, 2) причем эти значения можно подобрать так, чтобы
а 1 (m<11> - m<12>) + a2 (m<', - т?) + ... + ¾.2 (»,«>, - m®,) ,не делилось на число q данного кубика. Учитывая, что наша цепь типа Деблина: т. е. выполнено условие (А), легко находим, что случайная вели­чина ηk- f}'k принимает значение — mį2), т^ — т^, ..., m,¾ — ⅛j с вероятностью > c2M~25»1п~12,я. Отсюда1 -1 ч>*  (t) l2 > ¾ in-12’«,

l/T„(0Ke'“to’”> в области i21+ ... + tf_, > (1пу"2Г•
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Положим
fk(l, «, β) = β⅛ft(α. β),

fkk+2(t> α> β)=2^+1^, a, ^)fk+2(i> ≡∙ β)∙
8 = 1Лекго заметить, что

⅛W= Σ fθlSti Y’ a2^Λ,∕Jr, ®1» a2) ∙∙ *fl li-l lN (t, aN 1’ aw)> 

βn a1,...,<zjvдля любого набора целых чиселО < Z1 < Z2 < ... < lN = п.Последнее равенство показывает, что оценка или осимптотнческое разложе­ние /Тя(0 ,,сводится“ к соответствующим оценкам случая одномерных вели­чин. Сводится в том смысле, что тут в точности можно повторить все те преобразования, которые мы проводили в главах I и II. Вместо дисперсий или моментов слагаемых мы здесь получим дисперсии или моменты соот­ветствующих скалярных произведений. Кроме того, у нас величиныζ<≡), Λ=l, 2, ..., и, a = l, 2, ..., s.принимают своими значениями только 0 или 1 и, в силу условий (Л) и (Л), финальные вероятности Рол (a) ≥ c5 > θравномерно по k, когда k большие. Отсюда следует, чтоDξ∞≥cβ>Oj a = l, 2, ...» s,равномерно при больших k. Далее в силу (В) и (А)

s!jp 21 л/ л - pm л i ≤ e~cι •
t'r /-1Пусть ξ[, ξj, ..., ξ'π — последовательность случайных величин, связанных в однородную цепь Маркова с вероятностями перехода∕>ι(a, jJ); a=l, ..., s, β = l, • ••»$»и устроеных так же, как и величины ξ1, ξ2, ...» ξn. Тогда известно (см. [4], [5]), что Dζ^χZ-⅛∙, а=1’ 2’ s’и

л-1 x '-1

a,β=l a"1при больших Z — k, где
i?r= ∑ e>∙

ι=⅛+lОтсюда и из эргодичности, пользуясь условием (Л), легко вывести, что и Dξ<*>xZ-Λ,  а=1, 2, ..., $,
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и

где постоянное с, не зависит от выбора пары k, I, 1 ≤ k <l ≤ w.
∑ М (ζ<,-) -MξJ*>) (ξ<β>-М5Й>) 'x'f > ct(l-k) 2 ⅛, 

αβ=l α=l

Учитывая венство 2.66), сделанные замечания, как и в лемме 5 главы II (см. нера- получаем
при ∣∕τ,ω∣<e-'-"M+∙∙∙+⅛-∣)

Вполне аналогично, как это делалось в § 3, главы I, получаем
dt,+t,+ ...+t,yT>|(ti> t,)

aĄaĄ ...afyпри
↑∕A+ ∙∙. +⅛< Φg (n) ^∣∕ln n l/vгде постоянное в ,,≪l* зависит от ⅛ + ⅛÷∙∙∙+⅞ и Ψi(λ)*"*∞  (λ→∞). Отсюда

'τ¼1 ’ ’ Vd,.1 ’⅜∑⅜.o>(⅛r)÷°("f*,g¾a,'e">-* w, ħ⅛j..⅜.∙'^,Здесь коэффициенты многочлена ограничены по п. Квадратичная форма вто­рых моментов величины ξn
Qn W > СН (rι + ∙ ∙ ∙ + ⅛-i).где c11 не зависит от п.Учитывая полученные оценки для /Тя(0 и асимптотическое разложение, получаем теорему 12.Автор сердечно благодарит Юрия Владимировича Линника, при руко­водстве и неустанном внимании которого была выполнена настоящая работа. Автор также выражает глубокую благодарность Андрею Николаевичу Кол­могорову и Ролланду Львовичу Добрушину за внимание и ценные указания.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступила в редакцию16. III. 1961
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LOKALINĖS RIBINĖS TEOREMOS IR ASIMPTOTINIAI 

IŠDĖSTYMAI NEHOMOGENINĖMS MARKOVO 
GRANDINĖMS

V. STATULEVIČIUS
(Reziumė)Tegu kiekvienam fiksuotam n atsitiktiniai dydžiai X,n∖ ..., X<"> yra surišti j Markovo grandinę su būsenų aibėmis 2^"\ aibių 2^ išmatuojamų poaibių σ-algebromis ⅜,j perėjimo tikimybėmis P⅛n∖ω, A) iš būsenos ω∈2^1⅛-l-me žingsnyje, į būsenų aibę A e ⅛,> k -me žingsnyje, k = 2, ..., я, pradiniu tikimybių pasiskirstymu P1 (Л), Λ∈Fj"> ir ergodiškumo koeficientuα(">s=l- min sup j (ω, A) — Р£я) (5, Л)|.

2≤λ≤n (∂,ω,∕4Straipsnyje randamos sąlygos atsitiktinių X^ dydžių pasiskirstymui ir ergodiškumo koeficientui α<"> kada galioja:1) normuotos sumos Sn = • S_= + ... + charakteringosiosVD Sn l nfunkcijos f„ (r) = M exp itSn asimptotinis išdėstymas (Teoremos 5, 6),2) Lokalinė ribinė teorema ir asimptotinis išdėstymas tikimybėms P { S„ = m }, 
m≈Qt ±1, ±2, ... kai X%,> įgyja tik sveikas reikšmes (Teoremos 1, 2, 3, 4, 7, 8),3) ribinė teorema ir asimptotinis išdėstymas tankiams pn(x)= P { S„<x} (Teo­remos 9, 10, 11),4) ąsimptotinis išdėstymas patekimų skaičiui j baigtinės nehomogeninės Markovo grandinės būsenas (Teorema 12).
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LOCAL LIMIT THEOREMS AND ASYMPTOTIC EXPANSIONS 
FOR NON-STATIONARY MARKOV CHAINSBY V. STATULEVICHIUS

(Summa ry)In this paper we consider a seguense of series of random variables , ..., which in each of я-th series are connected into a Markov’s chain, with a sets of states β<n>, with σ-algebraes Ftj* i of measurable subsets of these sets, with thransitional pro­babilities Pįn) Qρ, A) from a state ω es« in the time moment k — 1 into a set A ∈ F^ in the time moment k, Λ = 2, ..., я, with initial probability distribution P∖n^ (Λ), j∈∕7<") and with a ergodic coefficientα(") = 1 — min sup ∣⅛0(<∙, λ)-⅛,>(s, Λ)l.
2≤A≤n

Let X^ take only integer values and X^ bounded be uniform in respect to n and к ≤ я»a) If:1) DXįn) > σ > 0,X ≡2) а<я)я3 In”3 я—>∞ (я—>oo),3) -------------------------------r ∑ M (min PI X'"> ≠ r (mod 4) (F<"> ×ln я (ln + In In я) ⅛=2 ∖ r '× fj⅛+i I) → co (я —> oo),
for all ⅛ ≥∣ 2 , thensup I T/D S„P { Sn = m } -g (xwn) ∣ → 0 

m 
where Sn = X<"> + ... +X<”, s(x)= y=∙ e^y ,b) If condition (1) ist satisfied»

ъ. _(DS„)2 α<n)2 r" я
and 2,) α<n)n7 In“2 я (In In я)-’ → oo (я → oo),3'> ⅛Σ M(”inP{xį”)£r(mod4)|F'į>I × ¾>, ∣^ →∞ (n→oo)
for all q>2. then we get for any s^> 3

j— 1

l∕D⅛P{⅛ = n)=f⅛)+ 2 pn*(^⅛)< (»<•»>+ 0(7r)
⅛-l n

where Pnιt (it) are polynomials of variable it of degree not greater than 3k with uniform 
bounded (in respect to n) coefficients. By symbol P∏k^~ ^j~}g (x) toe denote that in the 
polynomials Pnk(it) power (itf, are changed by the

dy,( ~ l)v , v f (*)∙
at

Constant in the symbol ,,O (...)« depends on s> n and is bounded for all n.

31^

(я → 00),
я» — M <S,∏
Vd⅛



In Theorems 2, 3, 4, 7, 8 are find analogic results for unbounded itemIn Theorems 5, 6 is obtain asymptotic expansion for charakteric function
fnω-Me , Sn y- .In Theorems 9, 10, 11 are prove limit theorems and asymptotical expansion for density ρ∏ω=⅛∙p{s.<χ}∙

In Theorem 12 is prove asimptotlc expansion for the number of hit to the state of finite Markov’s chain.


