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О ПОЛНОМ ОБЪЕКТЕ КОМПЛЕКСА ПРЯМЫХ 
В МНОГОМЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕк. И. ГРИНЦЕВИЧЮСЭта заметка является продолжением статей [2] и [3]. В ней частично продолжается фундаментальный объект третьего порядка комплекса прямых в многомерном проективном пространстве. Полученный этим продолжением геометрический объект F является: а) подобъектом фундаментального объекта четвертого порядка и б) полным объектом [1]. Этот полный объект 

F определяет дифференциальную окрестность второго порядка другого комплекса (Z+1), присоединенного к данному комплексу (Z).
1. В общем случае линейный касательный комплекс М [4] существенно зависит от трех параметров луча I комплекса (в трехмерном пространстве) и поэтому огибает два комплекса прямых, которые образуют пару Т [5]. Одним комплексом этой пары является заданный комплекс (Z). Второй огибаемый комплекс обозначим (Z+1) и назовем эволютой относительно дан­ного комплекса (Z) [6].2. Пусть в многомерном проективном пространстве задан комплекс (Z), определяемый дифференциальными уравнениями (1) —(26) [3]. Тогда прямые комплекса (Z), лежащие в трехмерной плоскости k(α, β, γ, ε, ι, χ = 3, 4; ∕, J, К, L≈5t , (1)

образуют комплекс трехмерного пространства, лучом которого является прямая, проходящая через точки
A,-∖∙tA1 - (λs4 + y λ) A,+λ* Ar

И Λ4 + (λa*- у λ) Λ1+λ83Λa+λ{rj4χ,
где λαβ определяются соотношениями:λaβγtλγβ + λββ=O, λ34 = λ48,λxβγt = ^a0γt ÷ 4 λζ Aργεj κ + 6 λ(β λ* ∖e) ικ,

λxβ =Aβ ÷ "ПТ ^^fικ + у ∈γβ λγ e ik ÷
+| λ'∕wr+
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+ 6^ e7β е * Ч f *αPzjr **■ 6^ eYB e * Ч Ч Ча Л) εχ7JTL “ ^3^ Ч Ч Ч ¾) IKL ÷÷ 3" θγ* e*x Чз Н4] γdp ∖χa0 ~∙~2 λ (у ∈γβ Нуа$к λ* + у ∈p (в λ* λjj —— у ≡γ*4r tλγλgιaβ(/, 7 = 1, 2, ..., л; р-1, 2).3. Если обозначим *Λf,=Λ-λ"Λ-(λ" + ∣ λ) Ai+fζAκ,

M4=J1 + (λ"-y λ) Al+X"At+λ'Aκ,

Mp=Ap, Ml=Al+m>lAp, dMi=Ω'iAl,

то ω-J и будут связаны соотношениями:
¾=ωj- ωp+^ωp = <λp∙ Ql = al+mia^⅜+4f⅛=<+"⅛<<Qß =o⅛+λf <⅛-∣ λ<⅛.a+eβ,λ∙r<⅛.τ,

¾+⅞-r-⅜ XΩ*-eβγλ∙*⅞=ω^ + <⅛-+mJωJ-,Ω>Λi-λ' ωS+λξo⅛+o√-λ*λ' ω^± X (ы'_.-Х' «»_.) ++ eaβλ∣⅛(ω'-v-λ>∙.γ).m∣^<iΩf+Ω≡→-i λΩβ-∈γtχβτ∩∙ = eιrr√χBτ-l β>→√λ +
где 1, если a = β, 0, если a≠β.4. Из уравнений (1) —(26) [3], определяющих окрестность третьего рядка данного комплекса (/), в силу (3), следует, чтоΩj+Ω> + (m*-λjJ Ω^-p+λalΩf-λljrΩf≈O,

(2)

(3)

по-
(4)
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где
KιK =tfaK + 4 е0Т λ0 ∕αγCT + 4 ∈0r λj gβγlχ + λj /«7 ++ | ∈0∙∈γ'λ'λ^Aγιz∣a.-⅜ e^λ'λ⅛Gγr,tt,-

— 6λJ λj Go1lk+3 ∈0y λ Xį hvtjκ + 3λ Xį gικ++ 2λβγ¾5γjf-l ∈pβλλ' +
+ ⅜ <≡ββ ≡γι Hλ^k (4λ'3 HĄ} eι7+ epe λ' λ') ++ у 0 (ep(β λβ) λ∕ + 4 λf3 -H4j βpz) ∙Уравнение (4) является уравнением комплекса, описанного лучом Z+ι- = (Λf3Λf4) (∕+1- луч комплекса-эволюты в трехмерном пространстве xκ≈ =λ*xβ, соответствующий лучу /).5. Из соотношений (3) следует, что вариации λf, λ и λβ0 при измене­нии только вторичных параметров определяются уравнениями:*λf=λf⅛-λ'πf-πf,

δλ=λ. 7Φ^σ-'? λ (πJ-⅛)+πs+πl∙Sλββ + 2λ*fB πa, + -∣- λ*β (π<,-3π1,)-π5-tt ∈Wγ-λ,r π≡~te β<>,γ=0,
Y Z \ P Y Į - Y Y aгде δ-символ дифференцирования относительно вторичных параметров а π' = ωj(δ). Следовательно, системы величин:

(7)
(8)
(9)являются геометрическими объектами.Если нормальное пространство первого рода xjr=λjrxβ определяется дифференциальной окрестностью второго порядка, то геометрические объек­ты (7) и (8) являются подобъектами фундаментального объекта второго порядка. Если нормальное пространство x*≈λ*xa определяется дифферен­циальной окрестностью второго или третьего порядка, то геометрический объект (9) является подобъектом фундаментального объекта третьего по­рядка.6. Репер {Λf∕} можно подобрать так, чтобы

(Ю)а λ* удовлетворяли уравнениям
(П)Система λβjp=0 содержит, в общем случае, 2 (и-4) уравнений с 2 (и-4) неизвестными и имеет, по крайней мере, одно решение. Действительно, если за счет вторичных параметров фиксировать ⅛=0, ∕ββ≡0, ∕βjf=0, то
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значения λf=O удовлетворяют уравнениям (11). Таким образом, в силу (10) и (11), уравнение (4) принимает видΩ} + Ω≡=0. (12)7. Продолжая уравнение (12), получим:Ω}—Ω} ≈ A2222 ЭД + 2A2221 ЭД + (ä*—A2211 j ΩJ + 2A222^Ω* + 2A221^j ΩJ,Ω2-ΩJ-Ω∣+Ω} = 2A222i Ωj + 2 (2A2211+Aφ) Ω∣-2A21u Ω∣ ++ (4⅛ιr+¾) Ωf-(4⅛aιr+⅛) ΩI,ЭД — ΩJ = (h* — А2211 j Ω≡ — 2A2111 Ωj+Ацц Ω8 + (h^—2 A211^j Ω^ + 2A111^ Ωg ,

(13) ⅞= 2A222f ΩJ + ^4A22ιz+⅛) Ω} + (aJ.—2A211j^ Ω8 ++ 6A2227 ΩJ — 6 (a2ixz+g*i) ΩJ,
ЭД= (∕⅛-2A221jcJ Ωj — (4Λ211jr + A^J Ωj + 2A11iaγ Ω∣ —~ θ (a2ij∏—g* 1 j ΩJ + 6Alljfz ΩJ;

A2222 ΩJ + 2 Δ A2221 Ωj + A*—Δ A9y∣1 j Ω2 + 2 Δ Aaa⅞r Ω*++ (∆Ai-2Δ⅛) Ωf] = 0,
(14)

[(∆A^-2ΔA221jr) Ω≡ -(4ΔA211jr+ΔA∣) Ωj + 2ΔAuιrΩJ-— 6 ^Δ A21^7-∆g^7j Ω{ + 6Δhlιsf Ω'J=0, 
где g*κ=-g*κr a все остальные коэффициенты системы (13) являются симметричными относительно всех нижних индексов. Уравнения (13) и (14) симметричны уравнениям (1) и (2) из [3].Из (13) и (14), в силу (3), следует, что коэффициенты системы (13) и фундаментальный объект третьего порядка образуют подобъект фундамен­тального объекта четвертого порядка F. Этот подобъект определяет дифферен­циальную окрестность второго порядка комплекса (∕+1) и является полным объектом. Полноту этого объекта можно доказать следующим образом.Если за счет вторичных параметров фиксироватьA = AP≡Ar=∕ββ≡0,задать начальные значения [1] неизвестных функцийАаззз=Aas44=А4444 = 1 > A8s84 = A8444 = 0, g∕jf ≡= 0,!1, если I≈Kt0, если Z≠ К,
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hMNK=N§NK (N≈5, ...,п и по N не суммируется),Лззззз = Ь все остальные ∕ββγstχ=0,
∕tβγεdf = θ> ∙∕αβγJt θ∙ faβγεKl θ∙

∕aβ∕* = θ> ^aβ∕ΛT = θ> ⅞zil = 0,

∕aβγ∕*L = θ∙ flK~⅝∙
^l222K = ^221K = ^211Γ = ¼lltf = О»

Aj=O, ^2222 = 2A22∏+Ä* =^1111=1»

Л2221 = А* — ∕⅛2U = ^2111 = θи полагать
λ*=0,то из (1) —(26) [3] и (13), в силу (3), получаем:ω} + ω^ = 0, ωj-ωj = ωj-ω*,ω2~ ωι ~ ωs + ωl = 4 ω{, ωj — ω J = ωj — ω},ω*=-6ω*, ω≡r= — 6ω{v+WωJr,⅛3z - ⅛ ωl = О, ‰- у ωJz~ 3 tfωjz= О,⅛4*-y ω^-2ωJr=0, ωθr-2ω"-tfωJr=0,⅛33 + y (3ω}-ω^3ωJ + ω}) = ω}, ⅛34-j (<*4+ωj)-y (ωJ+ω≡)=0, d½8344 + ω} + ω∣-ωg-ω{ = 0, ⅛44-y (ωj+ω^-y (ω^+ω^=0, <‰4 + y (3ωl-ω}-3ω{ + ω≡) =0, ⅛zz-2δzz ωj = 12ω*, 

<flhiNK + у ^nk (ω} + ω∣ + ωj + ω{) — <W‰r—ωjf—ω* = 6 ωj — 6 ωξ, 
dhuNp+у Wδzvz>(3ωa-ω} + ω∣ + ωj) — 2δzvz>ωJ-Λω^-PωJr≡ — 12ω} (Р=5, .... л и по Р не суммируется), 2ω"-2⅛ω"-ω2,= 24 £ ωf, 2ωf-ω∙f=-24 £ “f.

К-5 К-5ω} + c∣⅛ = 0, ωι-ω} = ω⅞, c∣⅛-ωj = ωj, ω}-ωg + ωj-ωj = 2ω}.В силу ω{=0, система, составленная из выше полученных уравнений, раз­решима относительно всех ω'r Следовательно, полученный подобъект четвертого порядка F является полным.
Примечание. Если для получения полного объекта комплекса в трех­мерном проективном пространстве приходится фундаментальный объект третьего порядка продолжать частично два раза [7], то в случае многомер­ного пространства (начиная четырехмерным пространством) достаточно частично продолжать один раз.

Вильнюсский гос. университет 
им. В. Капсукаса

Поступила в редакцию
22. И. 1962
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APIE* TIESIŲ KOMPLEKSO PILNĄ OBJEKTĄ DAUGIAMATEJB 
PROJEKTYVINEJE ERDVĖJE

K. GRINCEVICIUS

(Reziumė)
Sis straipsnelis yra straipsnių [2] ir [3] tęsinys. Jame iš dalies pratęsiamas tiesių 

komplekso daugiamatėje projektyvinėje erdvėje trečios eilės fundamentalinis objektas. 
Pratęsimu gautas geometrinis objektas F yra pilnas. Objektas F yra ketvirtos eilės fun- 
damentalinio objekto poobjektis.

Geometrinis objektas F definuoja kito tiesių komplekso (∕÷ι), prijungto duotam 
kompleksui (J), antros eilės diferencialinę aplinką.

ÜBER DAS VOLLSTÄNDIGE OBJEKT EINES STRAHLENKOMPLEXES 
IM MEHRDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

K. GRINCEVICIUS

(Zusammenfassung)
Diese Arbeit 1st eine Fortsetzung der Artikel Į2J und [3]. Hier wird das funda­

mentale Objekt dritter Ordnung eines Strahlenkomplexes im mehrdimensionalen projek­
tiven Raum teilweis fortgesetzt. Das auf diese Weise erhaltene geometrische Objekt P 
ist ein vollständiges Objekt und ein Unterobjekt des fundamentalen Objektes vierter 
Ordnung.

Das genannte vollständige Objekt F definiert eine Differentialumgebung zweiter 
Ordnung eines anderen, zum gegebenen adjungierten Strahlenkomplexes.


