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О НЕКОТОРЫХ ОБЩИХ ВОПРОСАХ ПРИБЛИЖЕНИЯ ЧИСЕЛ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ЧИСЛАМИВ. г. спринджукВ классификации К. Малера ((1), (2)j трансцендентное число ω назы­вается 5-числом, если для него существует такая постоянная λ, что для всех целочисленных полиномов P(x)=α0 + α1 x+ ... +anxn имеет место при любом л = 1, 2... неравенство ∣P(ω) ∣ >cA~nλ,где A = max∣αj∙∣ — высота полинома Р и c = c(nt λ, ω) не зависит от h. Обозначим при данном п через Θn(ω) точную нижнюю грань тех λ, для которых указанное утверждение имеет место. Хорошо известно, что всегда Θfl(ω)>l, Θn(ω)>-^—(л = 1, 2, ...),в зависимости от того, вещественно или комплексно ω (см., например, мо­нографию Т. Шнейдера (16), стр. 96). Малер (3) доказал, что почти все (в смысле меры Лебега) числа суть 5-числа, что почти всегдаΘ (ω) ≤ 4, Θ (со) ≤ ~,где Θ (ω) = sup Θπ (ω), в зависимости от того, вещественно или ком- 

л=1,2 ...плексно ω, и высказал предположение, что почти всегда соответственноΘ(ω) = l, Θ(ω) = -y-.И. Ф. Коксма (5), улучшая результат Малера, доказал, что почти для всех со имеют место неравенстваΘ (ω) ≤ 3, Θ (ω) ≤ ,а В. Левек (6), улучшая этот результат, доказал, чтоΘ(ω)≤2, Θ(ω)≤-∣-соответственно почти для всех вещественных и почти для всех комплек­сных ω. В недавйее время Каш и Фолькманн ((13), (14)) улучшили ре­зультат Левека для комплексных со, доказав, что почти всегда Θ(ω)≤l.Можно доказать гипотезу Малера, показав, что при всех п Θn(ω)≤l, θ∕ι (ω) ≤ -⅛- почти для всех вещественных и комплексных ω соответственно. В случае и = 1 это легко доказывается. В случае и = 2 для веще зенных
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ω более сильное утверждение было доказано в 1949 г. И. П. Кубилюсом (7), и позднее еще улучшено (8). Для комплексных ω Ф. Каш (10) дока­зал, что Θ2(ω) = -I-, а Б. Фолькманн (12) доказал, что 03(ω)=-l- почти для всех чисел ω.Заметим, что в случае вещественных ω для доказательства гипотезы Малера может быть применён известный ,,принцип переноса“ А. Я. Хин- чина ((9). (4)).В настоящей работе мы показываем, что существуют такие числа 0Л> ηπ, что почти всегда Θn(ω) = Θn, 0n(co) = ηnсоответственно для вещественных и комплексных ω. Числа 0Л, ηn удов­летворяют неравенствам1≤Θ,≤2--1, 4--⅛≤η,≤l-⅛ (02)•и, кроме того, η3 = -∣-. Равенство 02=1 принадлежит Кубилюсу (7), а не­равенства для 0Л при и>3 принадлежат Кашу и Фолькманну (11), как и равенства ¾ = -j-, η3 = -5-([lO]. [12]).Далее мы касаемся связи между S'-числами Малера и 5*-числами Коксма.В классификации чисел, предложенной И. Ф. Коксма (5), трансцен­дентное число ω называется 5*-числом, если для ω существует такая по­стоянная λ, что для всех алгебраических чисел а степени не более п и высоты h имеет место неравенствоI ω — α I > cA-1^πλ,где c = c(n, λ, со) не зависит от h. При данном п определим 0* (ω) как точную нижнюю грань тех λ, для которых имеет место указанное утверж­дение. Величина 0*(ω)= sup 0*(ω) называется типом Коксма числа ω- π=l,2,... П(в отличие от типа Малера 0(ω) числа ω). Известно, что всегда0*(ω)≤0 (ω)≤0*(ω) + l(см. Шнейдер (16), стр. 74 и 82).Мы показываем, что существуют такие числа 0*, η*, что почти всегда 0*(ω) = 0*, 0*(ω) = η*соответственно для вещественных и комплексных со, при этом имеют мес­то неравенства l>Θ*>-2θπ3-1∙ (л>3).
~2~ 2n -6n (n>4). ιПравые части этих неравенств остаются верными при замене постоянных 0Л, 0*, ηn, η* на соответствующие функции от со. Из этого следует, в частности, что для всякого со можно найти бесконечную последовательность
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алгебраических чисел а степени не более п и высоты Л, удовлетворяющих неравенству I ω- α∣ <∕2-1~nλ+e, ε>0,где λ = -^-, λ≥3, если ω — вещественное число, и λ = -∣-(l-~j, zz≥4, если ω — комплексное число.Наконец, мы рассматриваем „задачу Малера“ для полиномов с ограни­ченными дискриминантами (см. теорему 7).Работа написана под влиянием частых бесед с профессором И. П. Ку­билюсом, которому я глубоко признателен за внимание и дружеское участие.Несколько замечаний о применяемой символике.Соотношение X<ζY, где X, Y — положительные переменные величины, означает неравенство X<cY, где с — величина, не зависящая от X, Y.Соотношение X>=zY между теми же величинами означает, что с, X<Y<c2X, где c1 c2>0 и не зависят от X, Y. Мы говорим в этом слу­чае, что X, Y одного порядка.Через c(ri) мы везде обозначаем положительные функции от и, с кото­рыми оперируем по формальным правилам
с (и) + с (п) = с (л), с (п) • с (п) = с (ri)tимеющим тот смысл, что сумма и произведение функций указанного клас­са опять есть функция того же класса.

1. ОБЩИЕ ЛЕММЫВ дальнейшем мы обозначаем через Р целочисленный полином
P(x) = a0 + ax+...+aπxπ, an≠Qстепени п ≥ 2. Корни полинома Р обозначаем через κ1, κ2, ..., κn, так что

P(x)=an(x-y.1).. .(x-×n).Часто вместе с полиномом Р мы рассматриваем полиномыPω(x)=P(x + ∕) и P(x) = σ0xn + fl1x"-1+...+fln,а также полином Pω, который получается из Р сначала операцией (/), за­тем Р. Дискриминант полинома Р обозначаем D (Р). Если α0 = 0, то мы пола­гаем D(P) = D(an, aπ.1, ...ta1, 0), если считать, что D(P)≈D(a0, a1, .. .an). 
Это последнее замечание относится лишь к лемме 1.

Лемма 1. Дискриминант D(P) обладает свойствамиZ)(Pω) = Z>(P) = D(P).Доказательство. Первое свойство непосредственно следует из ра­венства P(P) = ⅛-2∏(κf-κy)≡.
К jПредполагая, что σo≠O, находим(l)κP' (κ) = κP' (κ)-nP(κ)== — κn~1P'(-^-) ,
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и далее' (- D-5- D (Р) =<^2 ∏ P, W -(-1)" (×ι ∙ ∙ .>⅛)-4^2 fl P' (⅛) =

r=l г=1

н л= (-1)’ <"-1> (⅛)"^2 2 ∏ P' (<,)=<¾-2 ∏ F (V1)∙
Г=1 1=1Лемма 2. Для произвольного полинома Р имеемшах Į Р (∕) I ≥ с (и) max ∣ al |,

(/) («)

где I, i принимают значения О, 1, ...» и.Доказательство. Представим полином Р (х) интерполяционной формулой Лагранжа, взяв узлами интерполяции x = 0, 1, п

р (*) = ∑ Р(Л • А (х)=х (х-1)...(х-л).
/=0Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, находимα,=cl∙oP(O) + cnP(l) + ... +ciπP(n),где cij ограничены постоянной с (и) (i, i=0, 1, ..., п).Лемма 3. Пусть P≈P1.,.Pk и пусть А, соответственно hi, — высоты 

полиномов Р, соответственно Pi. Тогда имеет место

h≈h1...hk,Доказательство. Из соотношения P≈P1.. .Pk следует Р(п=P1 (/)...
.. .Pkω, P=P1.. .Pk, Выберем Z так, чтобы | Р (7) ∣ = max |Р (Г) |, 0 ≤ Г ≤ п, и (/')рассмотрим полином _ _0=Λ∕)=Λ(∕)∙ ∙ ∙∙Pk(∕>В силу леммы 2 все корни полинома Q ограничены постоянной с (и), и по­тому для Q теорема справедлива, ибо высоты полиномов Q, Pi^ имеют порядки старших коэффициентов. Но высоты полиномов Pιω, Pi — одного порядка.Лемма 4. Если Р не имеет кратных корней, то всегда∣P' (κ)∣>c(Λ)∣Z)(P) ∣,'*A-<b-2),
но если κ — комплексный корень, то такжеI P' (κ) |2 > с (w) I Im κ ∣ | D | (Р) ∣1'∙ h→~3λДоказательство. Предположим сначала, 4τo∣κ,∣ ≤c(λ)(Z=1,2,..., я). Тогда∣D(P)∣ = ∣flnΓ2∏∣κ,-κ7∣ = ∣a,∣2∏∣κv-κ,∣≈∙∣anr→ ∏∣κ,-κy∣.

w .≠v ,.≠>vТак как P, (×v) = aπ J~I (κv-κ,), то находим
i≠v

∣D(P)!≤c(n)∣F(κ,)∣*ft*s-*.
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Аналогично для μ≠v∣2)(P)∣ = ∣P'K)l2∣P'WI2l¾l2,-β ∣κ∏-‰Γ2 ∏ ∣κ1-κ,∣.
i≠J

I, j≠V-, »Если здесь взять κv = κ, κμ = κ для комплексного κ, то получимI D (P) I ≤ с (л) ∣P' (κ) |41 lm×∖~2h2n~6.Если теперь Р — произвольный полином, то для полинома Pω теорема верна в силу предыдущего; при условии, что I выбрано так, как в доказа­тельстве леммы 3, ибо тогда корни κ' полинома Р(/) удовлетворяют усло­вию ∣κ'j≤c(Λ). Очевидно, κ' = (κ-Z)~1.Применяя исходную формулу (1) из доказательства леммы 1, находим для вещественного κ∣F (κ) I = ∣7‰ (κ -1) | = | P«, (κ'→) ∣ = | κ' ∣-<""2> I ¾ (κ') | > с (и) ∣ ⅛> (κ') |.Если же κ — комплексный корень, то аналогичноIP' (κ) ∣21 Imx ∣→=∣κ' Γ2<--2> | ?' (κ') ∣21κ' ∣21 Im×' ∣~1 == I κ' r2 <"-ι> IP' (κ') I21 lmx' Г1 > с (и) | Р' (κ') ∣21 lmx' ∣→, так как∣⅛κi = -g-∣κ-κ∣ = -i-∣κ-∕∣2∣-j^j------ ⅛^∣ =^∏⅛^ ∣ lmκ' ∣'
Из этого сразу получается доказательтво леммы в общем случае, так как в силу леммы 1 Z>(P) и D(Pω) равны.Лемма 5. Пусть ω — произвольное вещественное или комплексное число, Р — полином без кратных корней и∣κ1-ω ∣=min∣κ,-ω ∣ (Z=1, 2, ...» л).

(О
Тогда имеем lω~κ1 ∣≤c (и) - ∣p(ω)∣,
где h — высота Р. Если κ1 — комплексный корень, то имеем такжеI ω -κ112 ≤ с (и) I lm× I-11p (“) l2∙Доказательство. В силу предыдущей леммы достаточно показать, что min Į ω - ×l ∣ ≤ с (л) | Р (ω) ∣ ∣P' (κ1) ∣^1. Но действительно

<0 | κi∙ — κ11 ≤ ∣ κ, — ω Į +1 ω —κ11 ≤ 21 ω — κf∙ |и поэтому∣ω-κ1∣ ∣P'(κ1)l = ∣ω-κ1∣ ∣а„∣ ∏'∣κ1-κ,∣≤2-2∣an∣ ∏∣ω-κ,∙|.
'≠l iЛемма 6. Пусть в условиях предыдущей леммы | Р (ω) ∣ < h~n∖ где h — 

высота Р и λ— некоторая константа. Тогда при n≥3>I ω -κ11 < с (л) h~1~nλi | D (Р) |”Ч λ1 = -у--.
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Если же ω — комплексное число и п ≥ 4, то сверх того имеем∣ω-κ1∣2<c(n, ∕mω) A"¾-"λ-1 Z>(P)∣-,'∙, λ1 = -^-,
X

если только выполняется неравенство | Р (ω) I < h 2 , λ > 0. Доказательство. Из равенства∣2>(P)l = ∣P'(κι)l2l 2)(P1)∣,где P1=P(x-κ1)~1, применяя лемму 4, найдем в случае ∣ D(P1) Į <h2π~i~2πp, что i
h—лХ+л—а—лр 

∣ ω —κ11 *≤--------------------- ii----- •
∣2>(P)∣'∙В случае же ∣ Z>(P1) ∣≥Λ2"^4-2"p, опять применяя эту лемму, найдем ∣ω-κ ∣^.∣fι(ω)∣^-8-< h-’*-'*’*I 2 ∣2>(Pι)Γ,t "4 ∣ω-κ1∣Мы считаем здесь, что κ2 — ближайший к ω после κ1 корень полино­ма Р. Таким образом, мы имеем

(h — nλ+n-а — лр —X (nλ-πp+l)ι
--------------ii----- » h )∙

∣P(P)∣,'∙ )Выберем р так, чтобы выражения в скобках стали равными. Тогда найдем1 nf2λ~1) ∣ω-κ1∣<A 4 3 ,|D(Р)∣→∙.В случае комплексного ω это рассуждение можно несколько уточнить. Очевидно, в этом случае можно считать κ1 комплексным корнем поли­нома Р. Из равенства
1О) I=IP' (Хх) 1’ I P' (χ1) I* -f⅛¾⅛∙=I ? М Г ⅛⅛.где P1=P(x-κ1)-1(x-κ2)^1, опять с помощью леммы 4 находим в случае I D (P1) I < h2n~6~πp, что

^-лх-лр+л-яIω — κ1 I2 < с (n∖ Im ω)------------∏------ .1 11 ' 7 ∣P(P)Γz,В случае же ∣ Z)(P1) ∣≥A2λ-6-"p находим
ft~лХ + лр-2 ∣ω-κ2∣2<c(^ Imω) •—Įm_Xi|— .‘Здесь также мы считаем, что κ2 ближайший к ω после κ1 корень полино­ма Р и что κ2 — комплексный корень. Таким образом, получаем

-1 π(λ-p)-4∖C
h-л(Х+р—1)—з 
------------------ ii-----

∣P(P)∣'∙откуда аналогично предыдущему следует
Лемма 7.

интеграл

I ω — κ11 < с (л; Im ω) h 6 | D (Р) ∣ ,'1∙.
Пусть σ, τ — вещественные числа, 0<τ<l, τ> —Тогда 

сходится.



О некоторых общих вопросах приближения чисел 135

Доказательство. Область интегрирования Vn = Vn(о) разобьем на подобласти Vr k(τ) соответственно числу г вещественных и числу 2k ком­плексных корней полинома p(z)=p(z't α0, ..., an) = a0 + a1z + ... +<xnzn, относя к Vr k (о) точки (a0, a1, ...» an) с указанным свойством. Мы дока­жем сходимость интеграла отдельно в областях Fr fc(τ).Обозначая через κ,∙ вещественные и через λ,- комплексные корни поли­нома p(z), имеемa0 = (— 1)лa∏*S,rt(x1, ..., κrj λ1, λ1, ..., λ⅛> λ⅛)an-1 = -ccnS1 (κ1, ..., κ√, λ1, λ1, ...» λjfc, λ*), где Si i-ая элементарная симметрическая функция от корней полинома 
p(z). Для простоты вычислений введем новые переменные, полагая 

t0 = <*n> ti = ×, (ι≈b 2, г), λj = ui + ivj (√=≡1, 2................. к).Тогда мы имеем Sl (κ,j λ7, λj') = Tl(tl∙, uj, vj), и область Vr k перейдет в под­область области U, определяемой неравенствами0≤∣⅛∣≤l, ∣∕.∣≤÷. ∣r9∣*+∣ ⅛l2≤(v)a C°h2^"'fc)∙Вычислим определитель преобразования
j = ∂ (cc0, ..., а„)

∂(t0............ukt Vk) ’

Применяя эти соотношения, находим Z=(-l)2 ( —2ι)r∕"∆,,, где ∆n естьопределитель

Полагая — 1, —t¾(⅜, ..., ху—1» ∙^∕+ι>видно, S∕ = Xj∙∣¾+Szω. Теперь находим • • • » будем иметь, оче-
JlL = _^L = su)

∂tj ∂×j o∕-ι∂T∕ _ ∂Si

∂u, ∂⅛ ∂xj ’

0=1. 2.............. <■).
∂Tt _ .∕ ∂St ∂Si \
dvJ ,∖ ⅜ ∂λz / 0=1. 2, .... к).Последние два равенства дают
∂Tl ∂Ti 2 ∂Sι
∂uj ^rι ∂vf δ ’

∂Ti ∂Tl ∂Sι
∂u ∂Vf ∂Kj 0=1. 2, ...» к).-į " <n-l)¾,21 %

s<l> ... S{">
∙⅞', ... s<°>

и, следовательно, ⅛∙π(n~l) __Z = (-l)2 (-2∕)%∏(κ7-κr∙).Таким образом, Į Z | = 2' ∣ ∕01 Į D (a0, ..., an) (Ч откуда и следует наша лемма.
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Следствие. При τ≥ — ~ сходится интеграл

∣Z)(α0, ..., afl.1, l)∣τt7a0.. .t7a,,-1.
шах I otj j ≤ 1Доказательство. Принимая во внимание однородность функции

D (a0, ...» a„) и применяя теорему Фубини, легко получаем этот резуль­тат из предыдущей леммы.
2. НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О РАССМАТРИВАЕМЫХ ЗАДАЧАХПусть множество ЭД вещественных или комплексных чисел ω обладает тем свойством, что если ω принадлежит ЭД, то также ω + 7, aω, ω~1, где Z, а — произвольные целые числа, принадлежат множеству ЭД. Такое свой­ство множества ЭД удобно назвать S-свойством. В частности, S-свойство Малера и 5*-свойство Коксма относятся к этому типу свойств.Далее, если множество ЭД, обладающее некоторым свойством (напри­мер, S-свойством) таково, что на любом интервале (области) часть множе­ства ЭД, заключенная внутри этого интервала (области), имеет лебегов- скую меру, равную или нулю, или длине (площади) этого интервала (области), то мы будем говорить, что множество įffl с данным свойством подчиняется ,,закону нуля-единицы“. Известны примеры множеств с кон­кретными арифметическими свойствами, подчиняющихся закону нуля-еди­ницы, известны и общие теоремы, гарантирующие выполнение этого закона при определенных условиях (см., например, работу Кноппа (15)). Ниже­следующая лемма устанавливает подчинение этому закону множеств, об­ладающих S-свойством.Лемма 8. Если измеримое множество ЭД вещественных чисел ω вместе 

с ω всегда содержит ω + r, где г — рациональное число, то ЭД подчиняет­
ся закону нуля-единицы.

Если измеримое множество ЭД комплексных чисел ω вместе с ω всегда 
содержит aω + r, где а, г — рациональные числа, то ЭД подчиняется закону 
нуля-единицы.Доказательство. Рассмотрим случай вещественных чисел ω. Если ЭД — положительные меры, то существует хотя бы одна точка ω0 метри­ческой плотности множества ЭД. Взяв ε>0 произвольно малым, мы нахо­дим, что часть множества ЭД, лежащая на интервале ( — τ.+ ω0, ω0 + τ), имеет меру, большую (1 - ε) ∙ 2τ для всех τ<τ0 = τ0(ε). Но тогда на любом интервале (a, β) длины λ = β-a мера множества точек, принадлежащих ЭД, будет больше, чем (1 — ε) ∙2τ 1)∙ Устремляя к нулю сначала τ,затем ε, мы приходим к нужному результату.В случае комплексных ω рассуждения аналогичны.В дальнейшем нам будет полезна следующаяЛемма 9. Если для каждого числа из некоторого ограниченного множе­
ства вещественных или комплексных чисел ω положительной лебеговской
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меры существует бесконечная последовательность полиномов Р = ай + агх + 
+ ... +aπxn, обладающих свойством∣P(ω)J<A-nλ, λ>0, .

то существует ограниченное множество положительной меры, для всех то- 
чек которого неравенство ∣P(ω)∣<c(H, ω)h~τiκ 
удовлетворяется бесконечной последовательностью полиномов P с тем усло­
вием, что max{∣α0,∣, ..., ∣αn.1∣ ∣≤∣∙αn∣=A,Доказательство. Применяем лемму 2 и замечаем, что при отобра­жениях ω->ω + ∕, ω→ω^1 множества положительной меры переходят во множества положительной меры.

3. О ПРОБЛЕМЕ К. МАЛЕРАПусть λ>0 и пусть 90ζ(λ) - множество тех вещественных чисел ω, для которых 0<ω<l и∣P(ω) ∣>A-,lλ, h>h0(n, λ, ω)при всех полиномах Р степени п. Множество 9ftn(λ) измеримо по Лебегу и в силу леммы 8 подчиняется закону нуля-единицы. Это означает, что су­ществует такое число 0Л, что
!0, если1, если

00Пусть (λ) = ∩ Ш1Л (λ) и пусть 0 - точная
л=1

λ<Θn,λ>0n.нижняя грань тех λ, для ко­торых Ш1(Х) имеет положительную меру. Тогда, аналогично предыдущему,если λ<Θ, если λ>Θ.Если λ<Θ, то хотя бы при одном H=w0(λ) будет mes9Jζ(λ) = 0, т. е. λ≤Θπ при n=τι0(λ). Это значит, что 0≤sup0n(Λ = l, 2, ...). Если λ>Θ, то при всех п должно быть mes≡n(λ) = l, λ≥0π. Это значит, что Θ≥Θn(w=l, 2, ...).Так как рассуждения в случае комплексных ω вполне аналогичны, мы приходим к следующему результату.Теорема 1. Почти все вещественные числа имеют один и тот же п-ый 
частный тип 0Л и один и тот же общий тип 0, при этом 0 = sup0n(w = 1, 2, ...).

Почти все комплексные числа имеют один и тот же п-ый частный тип 
fln, один и тот же общий тип η, при этом η = supηn(n = l, 2, ...).Гипотеза Малера, таким образом, эквивалентна утверждению, что Θ∏ ≤ 1, η∏ ≤ 4" Для всех п.Нахождение верхних границ для 0„, ηπ сводится к изучению свойств неприводимых полиномов, ввиду справедливости следующего утверж­дения.
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Лемма 10. Определим 0Л для неприводимых полиномов аналогично тому, 
как 0Л определялось для всех полиномов. Тогда ’ κ0zj≤suρ0v, v≤n,
и аналогично ηn≤SUpηv, V ≤ Н.Доказательство. Если ∣P(ω) ∣<Λ-"λ, P≈P1...Pk, где Pl целочис­ленные полиномы степеней ni, то хотя бы для одного полинома Р, будет ∣P∕(ω)∣≤A~n,λ, и применением леммы 3 легко завершаем доказательство.Теорема 2. Имеют место неравенства

для всех п = 2, 3, ...; кроме того, η3 = -∣-.Доказательство. Очевидно, достаточно рассматривать ω с усло­вием ∣ω∣<l, ибо мы можем применить преобразование ω→ω"1.Рассмотрим случай вещественных ω.Пусть 51Л(А) — множество неприводимых полиномов P≈a0+a1x + 
+ .. .anxπ с условием max∣ at∖ ≤ |ал|=Л. Предположим, что λ таково, что 

0≤∕≤λмножество тех со, для которых существует бесконечная последовательность полиномов P с условием∣P(ω)∣<A-nλ, h — высота Р, имеет положительную меру. Мы можем считать, что Р — неприводимые полиномы. Применяя лемму 9, находим, что аналогичное условие выпол­няется для всех точек некоторого ограниченного множества положитель­ной меры, но полиномы Р уже можно считать принадлежащими ¾,(A). С помощью обычных теоретико-множественных рассуждений находим далее, что для данного λ невозможна сходимость ряда^A-"λ 2 й—∣jD(P)∣-4 (1)
А ^Un(A)как это получается применением первого утверждения леммы 5. Рассмотрим подробнее внутреннюю сумму. Имеем2 ∣2>(P)∣-∣∙≤2 2’ ∣β(<⅞............¾→∙ ⅛)l^,',=РеЦл(А) ∣β,∙∣≤A= 2й ∑X1∙.... ι)P*-'.

∣α,∣≤AШтрих над знаком суммы означает, что суммирование распространяется на те Р, для которых Z>(P)≠0. Последняя сумма есть не что иное,- как ин­тегральная сумма для интеграла 
f...f∣n(aβ,
max J α J ≤ 1

...» ая_1, l)ΓWα0..., <∕an.1, 
который конечен в силу следствия из леммы 7. Поэтому, если выбрать слагаемые последней суммы, которые соответствуют точкам (-у, ..., —'~±, 1),
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удаленным от поверхности Z)(α0, ...» an.1, 1) = 0 более, чем на Л“1, то их сумма оценится величиной интеграла, т. е. постоянной. Число же остав­шихся слагаемых есть O(hπ~1). Далее,
∑' ID (Р) ∣-,'∙=О (А”"1) • А-«""2’ = О (А),

РеЩ (H I θ(P)l>Λω"4если в сумме Σ" взять слагаемые из числа оставшихся с условием I D(F) ∖>h2n~i. Таким образом,2 I Z>(P)∣^,'∙<c(n)A+ 2 ∣P(P)∣-'■ (2)p≡U,,<λ> РеЦл(Л), I D l≤As"-4и, кроме того, применяя тривиальную оценку для дискриминанта I Z>(P) ∣≥1, находим 2 ∣2>(P)∣-⅛<c(λ)A"->.
2Мы заключаем, что λ ≤ 2------ , что и доказывает теорему в случае веще­ственных ω.В случае комплексных ω рассуждение вполне аналогично для п ≥ 4, но вместо леммы 5 применяем вторую часть леммы 6.Равенство η3 = -^- следует из таких рассуждений. Вместе с целочислен­ным полиномом Р, удовлетворяющим условию ∣P(ω)∣<Λ~3λ, рассмотрим полином p(x) = h~1P(x). Если p(ω)→0 при A→oo, то для p(x) = (x-×1)× 

×(x- κ)(x- κ), где κ1 — вещественный корень полинома Р, мы будем иметь, например, κ→ω, ω I κ (A→oo).Это значит, что p, (ω) ≠ 0, и мы находим ∣Pz(ω)∣>c(ω)A, откуда легко получаем η3 = -∣-.Аналогично получается η2 = -^-.Теорема 3. Для справедливости гипотезы. Малера достаточно выполне­
ния оценки Λr{p∈SIn(A), 0≠∣D(P)∣<x∣<x,',Al+∙, ε>0 (3)
для всех х с условием ∖<x<h2n~it где N{...} означает число полиномов Р 
с условием, указанным в скобках.Доказательство. Положим P(w) = w{p∈¾(A), ∣ Z>(P)∣ = m∣. Тогда 2' ∣β(^)Γ,'"= 2 kW∙m-,'∙=o( 2*eU√*> u≤A2λ~4 u≤A2"-4где штрих над знаком суммы означает, что мы берем лишь те Р, для ко­торых Į D (P) Į ≤ h2n~i, и где j(v) = ^P(u). По условию теоремы последняя u≤vсумма есть 0(Al+e∑ v) = °(A1+'logA)∙
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В соединении с неравенством (2) и с помощью рассуждений, изложенных в доказательстве предыдущей теоремы, найдём для вещественных чисел ω, что Θπ≤l, а для комплексных ω, с помощью леммы 5, найдем ηn≤-^-- для и = 2, 3..............Заметим, что для справедливости оценки2 ∣β(P)∣-,'∙ = O(Al+∙)
PεUn(Λ)необходимо и достаточно выполнения условия (3), но для доказательства справедливости гипотезы Малера при λ≥4 достаточно знать оценку (3) лишь для больших х, как это получается с помощью леммы 6.

3. О ПРИБЛИЖЕНИИ ЧИСЕЛ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ЧИСЛАМИПрежде чем заняться названной задачей, мы еще раз вернемся к связи между 0Л и 0л, а также ηn и ηn. Можно думать, что эта связь выражает­ся просто равенствами 0Л = 0Л и ηn=ηπ, однако в настоящее время, приме­няя теорему 2, мы можем доказать только, что справедливаТеорема 4. Существует бесконечная последовательность л, для которой 
<∂n = Θn. Для каждого w≥4 имеет место равенство

θn = ~θm п n m

с некоторыми т, удовлетворяющим неравенству <wι≤zz.
Существует также бесконечная последовательность п, для которой 

r∣π=ηπ∙ Для каждого и >5 имеет место равенство
т ~ 

fl∏ = -‰

с некоторым w, удовлетворяющим неравенству ⅛<m≤n. Что касается 
оставшихся номеров п, то для них Θfj = Θn, ηn=ηπ∙Доказательство. Предположим, что 0Л < 0Л и пусть дана последо­вательность полиномов Р со свойством∣P(ω)∣<Λ^"<0"^ε>, h→∞.Здесь ω — число, имеющее n-ый частный тип 0„, и ε — произвольно малое число, удовлетворяющее условию O<ε<0n-0Л. Тогда очевидно, что при достаточно большом h все полиномы Р будут приводимы, пусть P=Pi.. .Pk∙ Среди делителей Pl полинома лишь один, скажем P1, может иметь степень 
n1>-⅛-. Для z = 2, 3..............k положим ε.∙ = - ε. Мы найдем тогда, что

2 ∏k∣P(ω)∣>c(zz, ω, е) h~n^π~^.. .hk πkfink+εk),где Λ1, ..., hk — высоты полиномов P1, ..., Pk. Сравнивая это с преды­дущим неравенством, получаем
c(n, со, е)>А;0«_Л1®;-...Л20"”Пл%(А1...Ал)-2лев силу lι×h1...hk (лемма 3). Но, по теореме 2 (см. доказательство), λΘπ-W∕Θ,,z>w-λ∙ (2~^~) > Ь
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если только H,∙≤-∙g1 . Из этого мы заключаем, что P=P1Qt где полином 
P1 неприводим, имеет степень m с условием —<m≤n, а полином Q имеет высоту <≤Λe, откуда и следует утверждение теоремы.В случае комплексных ω рассуждение аналогично.Пусть теперь λ> Рассмотрим множество 9ζ(λ) тех ω, для кото­рых 0 < ω < 1 и выполняется неравенствоI ω- a Į >h~1~πλ, h>h0(n, λ, ω),каково бы не было алгебраическое число а степени ≤w и высоты h. Оче­видно, множество 9ζj(λ) обладает S-свойством и в силу леммы 8 подчи­няется закону нуля-единицы. Поэтому существует такое число 0*, что∫ 0, если λ<0J,mes¾(λ) = ∣ j, если χ>θ*

ооПусть 91 (λ) = ∩ 91л (λ). Множество (λ) также обладает S-свойством, 
л = 1и для него существует такое число Θ*, что f 0, если λ<Θ*,mes9l(λ) = { 1 r4.4 Į 1, если λ>Θ*.Аналогично рассмотренному случаю с 0Л, здесь также находим Θ* = sup 0* (п = 1, 2, ...). Хорошо известно, что 0* ≤ 1, 0* = 1, поэтому 0* = 1. Число 0*, таким образом, плохо отражает сущность вопроса для почти всех ω. Для нас гораздо важнее знание величины inf0* (и = 1, 2, ...).Рассмотрим множество 9ζ(λ) — дополнительное к 9ζ(λ). Для каждого числа ω∈9ζ(λ) существует бесконечная последовательность алгебраических чисел а степени ≤∏ и высоты h, удовлетворяющих неравенствуI ω-β 1 ≤A^1^nλ.

ооМножество Й (λ) = ∩ 9ln (λ) обладает S-свойством, и для него существует 
л = 1такое число. 0*, именно 0sts=inf0*, что( 0, если λ> 0*, mes9Ζ(λ) = <v Į 1, если λ<0*. Числа 0* и 0* естественно называть соответственно верхним и нижним общими типами.Мы доказали, таким образом, следующую теорему для веществен­ных ω.Теорема 5. Почти все вещественные числа имеют один и тот же п-ый 

частный тип 0* и один и тот же верхний и нижний общие типы0* = suρ0*, 0*=inf0* (и = 1, 2, ...).
Аналогичные утверждения имеют место и для комплексных чисел ω. Теорема 6. Частные типы 0Л, ηn, 0*, η* связаны неравенствами 1>Θ*>⅛≤ (∕ι>3),

1
2л

4ηn-l
62
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Доказательство. По теореме 4 при заданном п существует такое 
т, что wΘn = wΘπ,, m≤n. Применяя лемму 6, мы находим для всякого числа со, имеющего w-ый тип Θm (по отношению ко множеству неприводи­мых полиномов ст. /и), что существует бесконечная последовательность ал­гебраических чисел а степени т и высоты А, удовлетворяющих нера­венству

— \—т (⅛c!)+ε∣ω-α∣<Λ 3 7 , ε>0.Поэтому и0*≥ т *^3~l = -2-θ"~-,w ≥w(~3~l)» что и доказывает теоре­му для вещественных со.Для комплексных ω рассуждения аналогичны.В качестве следствия из этой теоремы отметим, что для почти всех вещественных со существует бесконечная последовательность алгебраиче­ских чисел a степени ≤h и высоты А, удовлетворяющих неравенству
-1 — 4- л+е1 со — a∣<A , ε>0 (w≥3),а для комплексных со — удовлетворяющих неравенству∣ω-a∣<A 6V n7 , ε>0 (и>4).На самом же деле это верно не только для почти всех вещественных и почти всех комплексных чисел, но просто для всех вещественных и всех комплексных чисел. Действительно, величины Θn(ω), ηn(ω) рассматривае­мые как функции числа со, всегда удовлетворяют неравенствамΘn(ω)≥l, ηn(ω)≥-^--^-,что хорошо известно, (см. Шнейдер (16), стр. 69). Кроме того, всегда существуют такие р, q, что р, q≤n

п 0Л (со) =p Θp (со), nτin (со) = (со),как это следует из рассуждений, аналогичных проведенным в теореме 4. Теперь применение леммы 6 приводит к указанному результату.
5. ЕЩЕ ОБ ОДНОМ S-СВОЙСТВЕПусть λ> — Рассмотрим множество 2w(λ) тех со из интервала (0,1), для которых существует бесконечная последовательность целочисленных полиномов Р п-ой степени и высоты А, удовлетворяющих неравенству| Р (со) ∣ < A-πλпри условии, что 0≠∣ D(P)∣ ≤L(ω), где L(ω)=L(n, λ, со) зависит только от и, λ, со. Очевидно, множество £Л(Х) обладает S-свойством и для него существует число μn, для которого

!0, если λ > рл,1, если λ < рл.Рассматривая комплексные со, можно аналогично определить константы ∖>r,, соответствующие μn.
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Очевидно, при всех п имеют место неравенстваμn ≤ Θ∏ ч. ≤ η∏.однако, даже допуская справедливость гипотезы Малера, мы получаем лишь, что
/ 1 1μn ≤ 1, vn ≤ £ 2л ’тогда как на самом деле величины μn, vn значительно меньше, на что ука­зывает следующаяТеорема 7. Имеют место неравенства

⅛≤÷-⅛+-n(⅛- (">3>∙

^≤÷-⅛÷2⅛j- (">4>∙Доказательство. Рассмотрим случай вещественных чисел со; в случае комплексных ω рассуждения аналогичны.Пусть для ω существует бесконечная последовательность полиномов, удовлетворяющих неравенству ∣P(ω)∣<∕rnλ,причем всегда 0 ≠ | D (Р) ∣ ≤L, где L будем считать фиксированным. По лемме 6 тогда
• I* 1/7-л) Л 2Х—1 , 1mιn∣ω-κ∣<≤Λ "λ*, λ1= -----Ь —•Из этого следует, что мера множества тех со, для которых имеется беско­нечная последовательность решений неравенства | Р (со) ∣ < A~"λ, А ≥ Ао не превосходит

c(n) 2 rm∏∣ω-κ∣<≤ A-nλ*. (1)
∕ι(×)½h3 Λ>Λa,Λ-Λ(P)Суммировать нужно по всем полиномам с 0 ≠ | D (Р) ∣ ≤ L. Все полиномы с одинаковыми дискриминантами развиваются на классы полиномов, соответ­ствующие классам форм данного дискриминанта, не превосходящего L. Число h — высоту полинома Р — мы можем считать значением некоторой бинарной формы /, которую раз навсегда выберем в классе форм данного дискриминанта (см. доказательство леммы 9). Итак, сумма (1) разбивается на конечное число сумм вида2 ∑ ∖f(X' 7')Γ"λ,.

A≥Λ0, h=h{f) I f'(x, у) I >A0Последний переход оправдывается тем, что все формы f данного класса ∕α β∖получаются из f с помощью некоторой подстановки ( ), αδ-βγ= +1,причем высота A(∕') = l∕(a> γ)I, а при фиксированных a, γ существует ≤c(w) форм той же высоты А, получаемых изменением β, δ.Теперь ясно, что верхней оценкой для μn будет⅛1-∙4- --≤λ',
3 п
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где λ' — точная нижняя грань тех λ1, для которых∑ ∣∕(*∙ ∕)l""λ,< »•∣X∣≤yПо теореме Рота (см. (17), стр. 128)|/(х, у) I = a Į х - a1y ∣... ∣ х - а„у Į > | у ∣n"2-e,. 2поэтому легко находим λ ≤~w^-2) » откуда и следует утверждение тео­ремы.
Вильнюсский государственный Поступила в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 12. VI. 1961
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SKAIČIŲ APROKSIMAVIMO ALGEBRINIAIS SKAIČIAIS 

BENDRIEJI KLAUSIMAIV. SPRINDŽIUK
(Reziumė)Tegu ω yra realus arba kompleksinis transcendentinis skaičius, P yra л-jo laipsnio dauglanaris su sveikais koeficientais. Pažymėkime- Iim ln∣p(ω)∣ _J -^ei ω realus∙λ→oo lnn Į zιηn(ω), jei ω kompleksinis,kur h — daugianario P aukštis. Analogiškai,lim ⅛⅛∣ω-x1∣ J"⅜<ω)- J'ei ω realus∙∕f→αo InA Į wη*(ω), jei ω kompleksinis,kur I ω-κ1 Į =min ∣ ω-κ,∙ ∣, κf∙ — daugianario P šaknys. Dydžiai Θn (ω), Θ* (ω), ηn (ω), η* (ω) vaidina pagrindinį vaidmenį K. Malerio ([1], [2]) ir J. F. Koksmos [5] skaičių klasifikacijoje.Darbe tarp kitų rezultatų įrodoma:(1) egzistuoja tokios konstantos Θ∏, η∏, Θ*, η*, kad beveik visiems ωΘn(ω) = Θn, η∏(ω)=η∏, Θ*(ω)=Θ*, η*(ω)=ηnJΘ,≤2--ηn≤l-⅛- (л>2); (2)¾(ω)⅝ 2θ"<3ω)~1. (n⅛3),

⅛J(ω)≡s 4ηn (ω)-l6 16л (n>4).
ÜBER EINIGE ALLGEMEINE FRAGEN DER APPROXIMATION 

VON ZAHLEN DURCH ALGEBRAISHE ZAHLENW. SPRINDJUK
(Zusammenfassung)Es sei ω eine reelle oder komplexe transzendente Zahl, P ein ganzzahliges Polynom л-ten Grades. Man setzt_ In ∣P(ω)∣ f nθn<ω), falls ω reell, 

λ→∞ In h πηn(ω), falls ω komplex ist,lim ⅛*∣a~⅜∣ J "θ^cωλ “ ree", 
h→<χ> lnΛ Į πη*(ω), wenn ω komplex ist.

h bedeutet die Höhe des Polynoms P und | ω- ×i ∣=min I ω-κ11, wo κj■ — die Wurzeln des Polynoms P sind. Die Grössen ©„ (ω), Θ* (ω), ηπ (ω), η* (ω) spielen die Hauptrolle bei der Klasseneinteilung der Zahlen nach K. Mahler ([1], [2]) und J. F?Koksma [5].Es gilt die folgenden Behauptungen:(1) man kann die Konstanten 0Я. ηπ, Θ*, η* finden derart, dass für fast alle ωΘn(ω) = Θπ, ηn(ω)=ηn, 0*(ω) = 0*, η*(ω)≡ηιl sind; Θn≤2—Lι ηn≤i-A (Л>2); (2)
<β>3λ

ηjj (ω)> 4ηn (ω)-l____1_6 6л (л>4).

10. Литовский математический сборник, II




