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О ТЕОРЕМАХ А. Я. ХИНЧИНА и И. П. КУБИЛЮСА

в. г. спринджукХорошо известна теорема А. Я. Хинчина (1; 7, стр. 147-148), согласно которой для почти всех вещественных векторов (ω1, ................... ωm) системадиофантовых неравенствmax(∣∣ω1∣7∣∣, ∣∣ω2^∣∣√ ..., ∣∣ωm^ ∣∣)<φ⅛), (1)где И лг И — расстояние х до ближайшего целого, φ⅛) положительна и мо­нотонно убывает, имеет конечное или бесконечное число решений в зави­симости от того, сходится или расходится ряд
оо
∑φ"⅛)∙

В связи с общей теорией трансцендентных чисел важно знать для дан­ных целочисленных полиномов Ωz = Ω,(ω1, ..., ω⅛) (ι=l, 2, ..., т) точ­ную нижнюю грань тех λ>0, для которых аналогичная (1) система нера­венств max(∣∣Ω17∣∣, ∣∣Ω^∣∣, .... ∣∣Ωmg∣∣)<σ→ (2)имеет конечное число решений при почти всех (ω1, ..., ω*).Известно предположение К. Малера (3) о том,' что система
---8max(∣∣ω^∣∣, ∣∣ω2<7∣∣, .... ∣∣ωftg∣l)<0 ”для почти всех вещественных чисел ω имеет лишь конечное число реше­ний, если δ>0.Первый шаг в решении задач такого рода сделал И. П. Кубилюс (4-5). доказавший некоторое усиление предположения К. Малера при л = 2.В настоящей статье мы получаем следующие результаты.Теорема 1. Система диофантовых неравенствmax (∣∣ω1∙<7∣∣, ∣∣ω,ω7^∣∣)<φ⅛)

К/,
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для почти всех (ω1, ω2, ..., ωn) имеет лишь конечное число решений, если 
сходится ряд

^<pπ{q)qm , м= —2+1^- + n.
ę=lПрименением принципа переноса А. Я. Хинчина (2; 7, стр. ЮО) полу­чается следующаяТеорема 2. При любом 8 > 0 для почти всех векторов ω = (ω1, ..., ωπ) 

имеет место неравенство∣Φ(ω1, ..., ωπ)∖>h-m-δ, m = -^γ^-+nt

где Ф — целочисленный полином видаΦ(x1, ..., xπ)= ∑ aiixixj+ ∑ aixi + a,
l≤ι,∕≤n l<i<nA = maxθαv∣, ∣аf∣, |а|) (А7 = 1, 2, л)

при условии, что h> h0 = h0{ωt 8).Доказательство теоремы 1 основано на хорошо известных оценках об­общенных гауссовых сумм (см., например, Бахман (6), стр. 508 — 510). Применяемый метод позволяет решить также некоторые задачи с более общими системами вида (2), о чем мы надеемся сообщить в дальнейшем.-±-8Ради простоты рассуждений будем считать φ(q)≈qm , 8>0. Достаточно рассматривать ωz с условием 0≤ω1d. (z = l, 2, ..., л). Пусть l∣ω^∣∣ = ∣ω,∙9-αi∣, ∣∣ ω,∙ω,∙^∣∣ = ∣ ω,ω74-αj.Очевидно, j-ηp-<⅛∣∙≤φ(<7)и пусть- N(q) - число решений этого неравенства в целых числах 
al 0≤ai<q. Нам достаточно, чтобы сходился ряд

∑≡Φ"⅛)∙
<7-1 n+-~-l Мы докажем это, показав, что N(q)<⅛tq £Из (4) при любых целых ci} с условиями (ctj Į ≤qm получаем h≡∣H√7-⅜)∣<Λ∕"",

Следовательно,
я

п (л+1)
~2~ •

9-∙
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где S≈S(a1, ..., αn)= ck∣akal и в экспоненциальной сумме суммиро- l≤∕c, ∕≤n
1вание ведется по всем S с условием 15Į ≤qm. Мы находим далее

*(9)√"< ∑ i∑exp2πt∙g<a-j∙-^ Г =
. .......... an s

= Σ ∑∑eχP2πl'{
ai,..., afl Sl S»

S1(aι............⅜)-⅞(¾, .Дл) hQ

«Г ∑ i ∑ exp2πi g<a--→).∣.
_ ± ' ............ an

∣S∣≤¾mПоэтому
ml

N(q)<q m ∑ ∣Γβ(S)∣.
isi≤¾mгде Γ9(S) - обобщенная гауссова сумма квадратичной формы S.Если S' вырождается в нуль, то Γς = ^", а для N(q) можно ожидать не л——лучшую оценку, чем c{n)q m . Но л —= 1 ÷ .. *что нам остается рассмотреть формы S, отличные от нуля.Пусть для данной формы S будет c = (c11..., cij, ...; q) - эффициентов формы и q. Тогда

. Но п—— = п —1+ ~=n-l + - , так “• "-l-q m

o. н. д. ко-
∑ ∣Γ,(S)∣-∑c>

1 С I q
∣si<⅝m isl≤⅝m с-*

a mod q1

где α = (α1, ..., an) и S имеет с q1 = qc~1 взаимно простые циенты.Интерполируя форму S1 по значениям в прямоугольнике (ι = l, 2, к) находим такую точку (xį0)), что
коэффи-
0≤Xj≤2

о. н. д. (¾C4w....... 40,). «)=!• условиемУнимодулярной подстановкой переводим 5 в форму S,[ с(cj1, <7ι) = 1. причем коэффициенты этой подстановки можно выбрать не превосходящими с(п) по абсолютной величине. Следовательно,
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где S13 — форма с рациональным коэффициентами, знаменатели которых 1c∏, т. е. взаимно просты с q1, ∣cl∕∣≤c(n) qm c~1 (/=1,2, из S12 общий с q1 делитель коэффициентов и продолжая для по- формы предыдущее рассуждение, мы найдем для S'l представ-
входят в Выделяя лучаемой ление

k≤n,где wiι = ⅛, (mit ft) = 1, 0<i'∣fl<'+1>, g<1>=l, g<fc+1> = ft, 
Xi = cnxι + c'ι2χ2 + ... + c'laxπ,

lc'∏∣≤c(n)qm с'Теперь находим 4g7(-M 2 exp2π<^-
>-1 (/=1, 2, ...» к).

a mod 91V exp2πi^... У exp2ra^ 
mlqy X□ r m2q1 r mkq1

X1 mod 91 Xk mod 919ι= ∏P*∙ Тогда 0=γ1≤γs≤ ... ≤γ*,
P I 91

JQm0d9l p I 91Таким образом, имеем.Į 2 exp2πi-^-∣ = ∣ ∑ exp2πi^≤-∣<qf-l ∏p°h, 2 .

a mod 91 a mod ql PIИз соотношений (5) заключаем, что
cuc'υ≡c,11c'u (mod ∏pγ,),

P I 91и, следовательно, . ⅛≡σi,(mod ∏∕>γ,),
P∣9ι

л ягде для σii имеется не более, чем с (п) min [qm c~n, J^Jpγ,)<c""^", воз-.
P I 91 можностей. Разбивая все формы на классы ∕Γ{γa} соответственно множе­ству {γa}, мы находим, что число форм в данном классе есть величина порядка

л(л—1) 
—j

\ P I 91 fЧисло всех классов совпадает с числом всех возможных множеств {γ2}∙т. е. равно τ⅛1) — числу делителей q1,
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Теперь находимΣ≈- 2 ∣.∑ ≈τ⅛<¾!ψ

c∣0 __ _L αmod⅛1
∣SJ≤¾m <г*

∏ , i i mt, .

≤τ⅛)∑(9" г+Г c--)≤ 
cl q

≤τ*(q)qm 2+2qm τ(q}<q∖
sесли л >2. В случае л = 2 мы получаем здесь g2τ(^), но фактически, про­водя рассуждения описанного типа в этом специальном случае, полу­чаем qi.Таким образом,

л+—-1
N{q)<q m ,чем и завершается доказательство.Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступила в редакцию23. XII. 1961
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APIE A. CHINCINO IR J. KUBILIAUS TEOREMASV. SPRINDŽIUK

(Reziumė)Tegul ω yra realus skaičius, || ω ∣∣=min ∣ ω-a ∣, a—sveikas. Nelygybių sistema (e)max (∣∣ω∕g∣∣, || <∂l<ajq ∣∣^<f mi≤∕,∕≤λ∖ / ,kur л(л+1) λ aш= —2— +л» δ>0 — bet kuris skaičius,beveik visiems realiems vektoriams (ωj,... ωn) turi tik baigtinį sprendinių skaičių, kas įrodoma šiame straipsnyje.
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ON THE THEOREMS OF A. KHINTCHINE AND J. KUBILIUS

by V. SPRINDJUK

(Summary)
Let ω be a real number, ∣∣ ω ∣∣=min ∣ ω-α ∣, a — integer. The set of ine qualities 

(β)

max (∣∣ωl∙⅛∣∣, ∣∣ω∕ωy∣A<3 m

where

δ>0 — any number,

for almost all real vectors (ω∣, (1)2... ω ) has only a finite number of solutions what is 
proved in this paper. t


