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К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ КОНГРУЭНЦИИ ПРЯМЫХ 
ОБОБЩЕННОГО ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА

Ю. ШИНКУНАС

В работах [1], [2], [3] построена теория кривых и гиперповерхностей 
обобщенного евклидова пространства тензорным методом.

В настоящей заметке методом Г. Ф. Лаптева [5] исследованы некоторые 
вопросы дифференциальной геометрии конгруэнции прямых обобщенного 
евклидова пространства. Некоторые результаты этой заметки доложены 
автором на IV Всесоюзном математическом съезде.

1. Инфинитезимальные перемещения репера (А, el) трехмерного аффин­
ного пространства А3 можно зализать в виде:

dA = ωieit
dei≈tfekt W

где пфаффовые формы ω' и ωf удовлетворяют структурным уравнениям 
аффинного пространства А3 [6]:

Z)ω∕=[ω{c, ω{],
Z)ω' = [ωfc, ωjt] (2)

(f, √, A=l, 2, 3; α, β, γ=2, 3).
Обобщенным евклидовым пространством ff3 называется трехмерное аффин­
ное пространство A3t в которое внесена операция ,,скалярного произведе­
ния векторов“, определённая с помощью билинейной функции φ(x, у) (во­
обще говоря, несимметрической), удовлетворяющей условию φ(x, х)>0 
для любого вектора x≠0 [1]:

*∙j=φ(χ. j).
Величины, определяемые уравнениями

⅛=φ(ef, e,)t
составляют фундаментальный тензор обобщенного евклидова пространства 
Я8, дифференциальное уравнение которого можно записать в виде:

VA<z≡<¾-Aljtωyt-⅛⅛,ω',=0. (3)
Вводим обозначения:

g∣j-⅛f>=у (⅛+¾<)∙

⅛<∕=⅛ = y (¼∕-¼<)∙
(4)
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Если x∙y = O, то вектор у называется ортогональным справа к вектору х, а вектор х ортогонален слева к вектору у.2. Дифференциальные уравнения конгруэнции прямых обобщенного ев­клидова пространства Я8 можно записать:ωf = λJωP,VλJ-λ∙ωJ=λ∙vωr+λ.ιω>, (S)где
λ5γ=λ⅛ λS. = -WОбщим левым перпендикуляром двух прямых а и b пространства Нъ будем называть прямую с, пересекающую прямые а и b и направляющий вектор которой перпендикулярен слева к направляющим векторам этих прямых. Точка M=A + te, где e≈~- , является основанием общего ле-

Vλiвого перпендикуляра двух бесконечно близких лучей конгруэнции прямых тогда и только тогда, когда
(e-dM) = 0, {(e + de) ∙ dM^ = 0.Отсюда, в силу (3), (4) и (5) следует, что величина r4, определенная фор­мулой (б)где

h.. h _ **⅛λ
^=v=-∙^ββ ≈ λβ ∆γρ, aaβ = λa λβ ∆(γε), определяет абсциссу основания общего левого перпендикуляра двух беско­нечно близких лучей конгруэнции прямых.Общим перпендикуляром двух прямых а и b будем называть прямую с, пересекающую прямые а и b и направляющий вектор которой ортогона­лен к прямым а и b в смысле метрики, определенной тензором gti. Анало­гично можно определить и правый общий перпендикуляр двух прямых.Так как необходимые и достаточные условия для того, чтобы точка 

M=A + te была основанием общего перпендикуляра двух бесконечно близ­ких лучей конгруэнции прямых, имеет вид{e∙<flU}=0, ∣(e+<fe)∙d∏}=0,где скобки { ... } обозначают скалярное произведение векторов в смысле метрики, определенной тензором gu, то абсцисса основания этого перпен­дикуляра определяется следующей формулой:
‘ ~ ⅛τω∙ωV ’ (7)где

Ея = ея — βi, Λγβ — E(∙f fc)∙ Su » ^α0≈λαΛβγ∙
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Оказывается, что абсциссу основания общего правого перпендикуляра двух бесконечно близких лучей конгруэнции прямых можно найти поформуле:
_ ⅛ω*<∙>g

n " αeγ ωε ωτ ’ (8)
где ⅛β — X« ∆βγ, ^(aβ) = -у Wtf + ⅛β)∙3. Дифференциальное уравнение линейчатой поверхности, проходящей через прямую конгруэнции (А, е), можно записать:ω3 = λω2 или ω3: ω2 = X.Очевидно, что в случае линейчатой поверхностиG = φ(λ), r=ψ(λ), rn = Φ(λ),т. е если дано X, то на каждой прямой (А, е) конгруэнции можно найти три точки сжатия (левую точку сжатия, точку сжатия и правую точку сжатия). Когда прямая (А, е) описывает линейчатую поверхность, соответ­ственные точки сжатия описывают линии сжатия (левую линию сжатия, линию сжатия и правую линию сжатия).Такие точки прямой конгруэнции, которые имеют абсциссы, равные экстремальным g, t и tn значениям, назовем соответственно левыми гра­ничными и правыми граничными точками луча конгруэнции.Абсциссы левых граничных точек луча конгруэнции определяются уравнением

at2ji + σaβ σcγ apγ k(ta) tλ+k = 0, (9)где
а=dėt И aap ∣∣, k = det ∣∣ fc(e0) ∣∣,

σ22≡σ33 = 0, σ23=-σ32skАбсциссы граничных точек луча конгруэнции удовлетворяют уравнению c∕2 + σ^σ6γcβγ⅛e√ + Z> = 0, (10)
где c=detj∣cββ∣∣, b = det ∣∣ blapt ∣∣.Абсциссы правых граничных точек луча конгруэнции являются корнями квадратичного уравнения:
где

at2rι + σa0 σrr flβγ d,(βe) t∏+<f=0» (11)
d≈ dėt И <7(ββ) ||.Такие линейчатые поверхности конгруэнции, левые линии сжатия кото­рых прямую конгруэнции пересекают в левых граничных точках, назовем левыми главными линейчатыми поверхностями конгруэнции. Аналогично можно определить главные и правые главные линейчатые поверхности кон­груэнции.Левые главные линейчатые поверхности конгруэнции определяются

уравнением σa0 fc(aγ) ‰ ωγ ωμ∙=0, (12)
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главные линейчатые поверхности-βaβ⅛<αγ)CβμωTω'* = O (13)и правые главные линейчатые поверхности - уравнениемσαp⅛γ)‰ωγω,l=0. (14)
4. Квадратичное уравнение, корни которого являются абсциссами фоку­сов луча конгруэнции, можно записать (см. [4]):Lpa+Λfp + l=O, (15)где L=det∣∣λg∣∣, M-sp∣∣⅛∣∣.Дифференциальное уравнение развертывающихся поверхностей конгруэнции имеет вид: ∕ββλΞωτω0 = O, (16)где

V с5. Величина
(ededA)

p~ (<fe)i ■называется параметром распределения или кручением образующей линей­чатой поверхности. Параметр распределения линейчатой поверхности, кото­рая принадлежит конгруэнции прямых, определяется формулой:
JaβωaωP

& ~ cef ωe ωτ ’ (17)где ⅛β= y^=-4<αλω∙Экстремальные значения р называются главными параметрами распреде­ления и являются корнями уравнения:pa-τιp + g=O, (18)где Λ = cσβ⅛, q= γ6αv⅞μ ∕α0Zv^, cαβ = ceγZαt∕βγ.Линейчатые поверхности конгруэнции, которым соответствуют экстремаль­ные параметры распределения, называются поверхностями кривизны кон­груэнции [8]. Дифференциальное уравнение таких линейчатых поверхностей можно записать: Zβ^j<xγCβμ ωγωμ=0. (19)6. Если с одной точки отложить единичные векторы направления пря­мых конгруэнции, то геометрическое место их ’концов составит сфериче­ское изображение конгруэнции. Первая квадратичная форма сферического изображения конгруэнции: (tfe)a = cαβ ωa ω3. (20)Сферическое изображение линейчатой поверхности конгруэнции есть сферическая кривая. Две линейчатые поверхности конгруэнции, проходя­щие через прямую конгруэнции, будем называть перпендикулярными, если
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их сферические изображения перпендикулярны. Оказывается, что главные линейчатые поверхности и поверхности кривизны перпендикулярны, а ле­вые главные и правые главные поверхности в общем случае не перпенди­кулярны.7. Две линейчатые поверхности конгруэнции прямы*, проходящие через прямую конгруэнции и имеющие равные параметры распределения соот­ветственных прямых, назовем симметричными поверхностями первого рода. В этом случае имеет место соотношение:∙⅛jω°ω8 _ ⅛g,g .
ecyω*ω* - cvtΣΓ,ω, ‘ ' jЕсли ω3ιω2=ω8rωa, то симметричные поверхности первого рода опре­деляются из уравнения: ZξηC(αiε∣ ⅛)ljωβ0> = 0. (22).Две линейчатые поверхности конгруэнции, проходящие через прямую конгруэнции и имеющие равные левые граничные точки, назовем симмет­ричными поверхностями второго рода.Левые симметричные поверхности второго рода определяются диффе­ренциальным уравнениемZζη (αβξ fc(inj) + αμς fc(β∏j)) ωβ ωfl = 0, (23)симметричные поверхности второго рода-∕ζη (cβξ ¼μη) + Cμξ ¼βη)) ωβ ωμ = 0 (24)и правые симметричные, поверхности второго рода-уравнением:∕ξη(aaς⅛η)+aμξ<⅛aη))ωaω,1 = O. (25)8. Так как метрика пространства Я3 несимметричная, то поверхность этого пространства можно оснастить правой нормалью, нормалью и левой нормалью. Оказывается, что не в любом пространстве Н3 существуют па- ралельные поверхности. Пусть 2V— левая нормаль поверхности (Л). Лево- паралельной поверхностью поверхности (Л) назовем поверхность (М):

M≈A+ pN (р=const), если
N∙dM≈Q.Конгруэнция нормалей обычного евклидова пространства обладает одно­параметрическим семейством паралельных поверхностей [7]. Учитывая это обстоятельство, мы будем называть нормальными конгруэнциями простран­ства Н3 такие конгруэнции, образованные из тех или других нормалей поверхности, для которых существует однопараметрическое семейство па­ралельных поверхностей.Можно поставить и обратный вопрос. Если дана конгруэнция прямых, то можно ли найти такое семейство поверхностей, левыми нормалями, нормалями и правыми нормалями которых были бы прямые данной кон­груэнции.В точке Л каждой прямой конгруэнции присоединим плоскость, кото­рая перпендикулярна слева к этой прямой. Аналогично можно присоеди­нить и плоскость, которая перпендикулярна справа к прямой конгруэнции.
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Метрика в этих плоскостях будет одинаковой, т. е. метрический тензор этих плоскостей имеет вид: Δ⅛=⅛β--'-•Su
Если 1) fc[β0j=0,2) Δlαβ]=0,

т.е. метрика в присоединенных к лучу плоскостях будет симметричной, 
то существует семейство лево-паралельных поверхностей, для которых пря­
мые данной конгруэнции будут левыми нормалями (лево-нормальная кон­
груэнция).

Если ⅛β] = о»
то существует семейство паралельных поверхностей, для которых прямые 
данной конгруэнции будут 'нормалями (нормальная конгруэнция).

Если: О ⅛χβ]=θ>2) Δ[ββ]=0,
то существует семейство право-паралельных поверхностей, для которых 
прямые данной конгруэнции будут правыми нормалями (право-нормальная 
конгруэнция).В заключение выражаю благодарность В. И. Близникасу за большую помощь и руководство.
Вильнюсский государственный 
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APIBENDRINTOS EUKLIDINĖS ERDVES TIESIŲ KONGRUENCIJOS 
DIFERENCIALINES GEOMETRIJOS KLAUSIMU

j. Šinkūnas

(Reziumė)
Apibendrintos euklidinės erdvės hiperpaviršių ir kreivių teorija išnagrinėta S. Bach- 

ractio ([1], [2], [3]). Straipsnyje nagrinėjami kai kurie apibendrintos euklidinės erd­
vės Из tiesių kongruencijos pirmos eilės diferencialinės aplinkos klausimai. Įvesta kai­
rinių ribinių ir dešininių ribinių taškų, kairinių pagrindinių ir dešininių pagrindinių 
paviršių, pirmos rūšies simetrinių paviršių, antros rūšies kairinių simetrinių ir antros 
rūšies dešininių simetrinių paviršių sąvokos. Įvesta kairinės normalinės ir dešininės 
normalinės kongruencijų sąvokos. Surastos būtinos ir pakankamos sąlygos, kad šios kon­
gruencijos egzistuotų.

ÜBER DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE DER STRAHLENKONGRUENZEN 
DES VERALLGEMEINERTEN EUKLIDISCHEN RAUMES

j. Šinkūnas

(Zusammenfassung)
In vorliegender Arbeit untersuςht man die Differentialgeometrie der Strahlenkon­

gruenzen der verallgemeinerten euklidischen Raumes Лз mit Hilfe der Methode von 
G F. Laptew. Die Differentialgleichungen der Slrahlenkongruenz gewinnen die Gestalt: 

ω≈=λ≡ωβ (α, ß, γ=2, 3).

In diesem Artikel werden einige geometrische Objekte untersucht, die aus Komponenten 
fundamentaler differentialgeometriescher Objekte erster Ordnung der Strahlenkongruenz 
gebildet sind. Mit Hilfe dieser Objekte kann man die Begriffe der rechten Grenzpunkte, 
der Grenzpunkte, der linken Grenzpunkte, der rechten Verteilungsflächen, der Vertei­
lungsflächen, sowie linker Verteilungsflächen, rechter Hauptflächen, Hauptflächen, linker 
Hauptflächen, rechter komplementären Flächen, komplementären Flächen, linker komple­
mentären Flächen, rechter symmetrischen Flächen, symmetrische Flächen einführen Nor­
malkongruenzen werden durch Existenz einer Fläche gekennzeichnet die alle Kongruenz­
strahlen senkrecht schneidet. In dieser Arbeit geben wir die Bedingungen, die für 
Existenz der Normalkongruenzen im verallgemeinerten euklidischen Raum notwendig 
und hinreichend sind.


