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ЕВКЛИДОВА СВЯЗНОСТЬ КАРТАНОВСКОГО ТИПА 
В МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ ЛИНЕЙНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВВ. БЛИЗНИКАС
Пространство линейных элементов с непотенциальной метрикой называ­

ется метрическим пространством линейных элементов &п. Пространства этого 
класса, но только под другими названиями (обобщенное метрическое про­
странство линейных элементов, многообразие финслеровой структуры, про­
странство линейных элементов с непотенциальной метрикой и др.), рассмат­
ривались Й. И. Хорватом [6], А. Моором [6], [7], Хассан Акбар — Задеком 
[5], Μ. Хасигутим [4], Й. Вэнстоуном [8] и др. Существуют различные тео­
рии построения геометрии пространств Jrn, одна из которых построена ме­
тодом Г. Ф. Лаптева и А. Μ. Васильева в работах [1], [2].

Вопросами определения связности в пространстве путем построения 
ковариантного дифференциала занимались Й. И. Хорват, А. Моор, Хассан 
Акбар-Задек, Μ. Хасигути и др. В этой заметке строится связность в 
пространстве %Fn при помощи условий, аналогичных постулатам Э. Кар- 
тана [3].

1. Основные уравнения. Определяющая система дифференциаль­
ных уравнений метрического пространства линейных элементов в произволь­
ном репере имеет вид [1]:

Vglj≡dglj-gkj <⅛ ~gllt =gv,k ^k+g'tj. k θfc- (D

Z>ω, = [ωfc, coį] ,
Pω' = [ω*, ωi] + [ω<i, ω*] , (2)

Θ' = Λ,+v*(ω'-5'Θ) , (3)
⅛⅛v*=0∙ (4)

(i. J, fc=l, 2, n),
причем DΘ = 0 и ωik = ωjej. В работе [1] репер канонизирован, т. е. в каче­
стве главных форм взяты формы ω, и ω{ (α = 2, 3.............п). Продолжая сис­
тему (1), получаем

v⅜ k+⅛p (/ ω' k +g'ijι, ω' Н=gv kp ω' =g',j кр &>, 

Vg'v,∣c+g'lilltQ≈gi∣lp<^+g∣j,lll,Qp, (5)
где

&ij, Λp ~~ &U, pk, %ij, рк ~ ^ij, рк ’
⅛*√'=0∙

3 Литовский математический сборник.
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Отображение касательного пространства бесконечно близкого линейного 
элемента (ui + dui, vi + dvi) на касательное пространство исходного линейного 
элемента (ui, vi), т. е. аффинная связность в пространстве может быть 
определена при помощи форм связности ωf, ωj:

ω' = ωz, ωj = ωj + ΓJλωfc + CjλΘfc. (6)

Возникает вопрос, каким требованиям должны подчиняться величины ΓJjk 
и Cjk, чтобы их можно было выразить через компоненты фундаментального 
об’екта первого порядка пространства т. е. чтобы им соответствующая 
связность была бы внутренне инвариантным образом присоединена к тен­
зору gσ∙. Такую связность мы построим при помощи условий, аналогичных 
постулатам Э. Картана, которыми он определил связность в финслеровом 
пространстве [3].

2. Евклидова связность картановского типа. Евклидовой 
связностью картановского типа, присоединенной к метрическому тензору g,∙z∙ 
пространства назовем аффинную связность, определенную пфаффовыми 
формами (6) и подчиненную следующим требованиям:

г. Γ't(u, pv)=r;(«, V), c>k(μ, pv)=p→ςU". ”), 
2°. ⅞V* = O,

(7)
(8)
(9) 

(Ю)
И

(Н)
где

Картановский постулат
(12)

где
Cjjk~8ip

заменен требованием 4°. Если пространство является пространством Фин- 
слера, то картановский постулат Cljk = Cjik и требование 4° авляются экви­
валентными.

Теорема 1. Евклидовая связность картановского типа определяется через 
компоненты фундаментального об’екта первого порядка пространства ⅛Fn 
однозначно, если

det∣∣fl,-∣∣≠O, det∣∣∕tf∣∣≠O,
где

= 8J 8*+Т gt" 8°p. ιsf~Tg,llgΛi+TSvS,* «'pi. , ⅜ ⅛o. / 

7¾⅛ = 8J.

(13)

(14)

(15)
i ∂ln det IĮ⅛g IĮ 

∂gu 
причем индекс ,,0“ означает свертивание с √. 

Доказательство. Если
Θ' = dvi + ¾ vk — Θv*,
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то, в силу (6), (8) и (10), будем иметь
Θ' = Θ'-Γ'fcω*.

Следует заметить, что .
Г *»’ = Г' 1 оу 1 О/ •

Далее, подставляя выражения этих форм в (6), получим

ω' = ω' + Γ*'ωt + C'tΘfc (6')
или

ω' = *'-Γ*'ω*-C⅛θ*.

Заметим, что равенства (9), согласно (1) и (6"), равносильны равенствам
V*⅞≡⅜, t-g'ij,p Γξk-g,, Г«-gpj Г*' = 0, (16)

(6”)

и
V⅛7≡⅛*-¾<⅞+‰¾ = 0. (17)

Величины ∖kgij и ^,kgij будем называть соответственно неголономными 
картановскими ковариантными производными первого и второго рода метри­
ческого тензора gu, а процесс получения таких производных — неголоном- 
ным ковариантным дифференцированием в пространстве &п.

Неголономные картановские ковариантные производные произвольного 
тензорного поля можно определить тогда и только тогда, когда из­
вестна система дифференциальных уравнений этого поля, т. е. когда извест­
ны величины T1ji"[,p k и Tji∖∖∖'jptk'

Общее решение системы уравнений (17), в силу (10), имеет вид

Cjk ~ ~2 8tl (¾ k+8lk,j~ SkJ, ∕) ∙ (18)

Если ввести обозначения

^ij = ~2 gks (g∙s> J + Ssj, i ~ S Ji, s)» (19)

то из уравнений (17) и уравнений, которые получаются из (17) при помощи
циклировании индексов i, j и ky получается 

. (20)

Так как систему (12) можно переписать следующим образом
Γ⅛=ΓΛ'+¾Γ3f, (12-)

то для определения величин Γ'jt достаточно найти Γ{kfe (или ΓJzJ). Сверты­
вая (20) с компонентами линейного элемента, мы получим:

rit), (21)

(22)

Так как det || Hij || ≠0, то из (22) полученное выражение для Γ'oo подставив 
в (21), будем иметь

(23)

Если ввести тензор Hi*, определенный соотношениями

¾⅛=¾s,'∙ ⅞'⅛=¾8h (24) 
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то решения системы (23) можно представить в виде:

r⅛-⅛M*,‰⅛)∙ <25>
Отсюда и из уравнений (12), (18) и (20) следует, что Γijk и Cljk определены 
однозначно.

Замечание 1. Если &п является -финслеровым пространством, то 
Hij≈Vj, ¾k = δ}δ*.

Замечание 2. Если финслерово и репер голономный, то получен­
ная связность совпадает со связностью Э. Картона [3].

3. Пу чек евклидовых связностей. Евклидовой связностью, 
присоединенной к метрическому тензору gtj пространства <^rn, называется аф­
финная связность, определенная формами (6) и подчиненная требованиям 
(7), (8), (9) и

¾v*=0. (26)
Теорема 2. Если

det∣∣ff<∣∣≠0, det∣∣^∣∣≠O,

то совокупность евклидовых связностей, инвариантным образом присоеди­
ненных к тензору gij пространства J2rn, определяются через компоненты фун­
даментального об’екта первого порядка пространства с произволом двух 
тензоров Ptjk и Rljk, удовлетворяющих соотношениям

⅛>=0> ‰=θ. ‰=0' ‰=0∙

Доказательство этой теоремы аналогичное доказательству теоремы 1.
Евклидовые связности в смысле А. Моора [7] определяются при помо­

щи требований, отличных от требований этой заметки. Для евклидовых 
связностей в смысле А. Моора теорема 2 доказана А. Моором [7], а затем 
перед оказана Й. Вэнстоуном [8].

Вильнюсский государственный Поступила в редакцию
педагогический институт 10.V.1962
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KARTANO TIPO EUKLIDINIS SĄRYŠIS METRINĖJE TIESINIŲ 
ELEMENTŲ ERDVĖJE

V. BLIZNIKAS

Kartano tipo euklidiniu sąryšiu yra vadinamas toks afininis sąryšis, kurio formų koeficien­
tai ΓJjfc ir Cjk patenkina sąlygas:

VH∕∕=0, VU(∕=0

Cj0=Qi Cjk=C,kjt Γjk=Γ*j,t
kur

P*/__p» pp
1√Jt~ ⅛ 4p OV

Įrodoma,• kad minėto tipo sąryšio koeficientai vienareikšmiškai išsireiškia per erdvės 7∏ 
pirmos eilės fundamentalinio objekto komponentes.

EUKLIDISCHER ZUSAMMENHANG DER ART VON CARTAN DE£ 
METRISCHEN LINIENELEMENTRAUMES

V. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)

Die metrische Struktur des Linienelementraumes kann durch die Angabe des metrischen 
Grundtensors gų bestimmt werden. Diesen Raum nennt man metrischen Linienelementraum.

In diesem Artikel wird der Euklidische Zusammenhang der Art von Cartan mit folgenden 
Forderungen gebaut:

1. Der Zusammenhang soll metrisch sein.
2. Der Tensor cjį soll in den beiden Indizes i und j symmetrisch sein.
3. ГД' soll in j und k symmetrisch sein.
Diese Forderungen bestimmen die Zusammenhangsparameter unseres Raumes vollständig.




