
•2II ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

1962

ОДНА ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА 
АСИМПТОТИЧЕСКОГО ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ ГАУССОВА ПОЛЯИ. Μ. ВАЙТКЕВИЧЮС
1. В настоящее время в теории распределения простых чисел основ­

ное внимание сосредоточено на улучшении оценок остаточных членов в 
асимптотических законах. Работы в основном ведутся в двух направле­
ниях: улучшаются оценки остаточных членов сверху, и в то же время 
много работ посвещено оценкам снизу, аналогичным хорошо известной 
теореме И. Е. Литтлвуда для простых рациональных чисел. В 1953 г. 
П. Туран [7] новым методом получил теорему, которая даёт лучшую оцен­
ку, чем теорема Литтлвуда: пусть . p0 = β0 + ιγ0 означает некоторый нуль 
функции ζ(s) Римана с условием β0≥∣ и

Γ≥ max (c1, ехрехр (60 ln2 ∣ p01)).

Тогда

max ∣Δ(x)∣>Tβoel≤x≤Γ
где ∆(x)= 2 Λ(n)-x,

1≤λ≤x

а А (и) — известная функция Мангольдта. c1 (и в дальнейшем c2, с3, ...) — 
некоторая положительная константа.

До последнего времени еще не удалось получить такого типа теорем 
для простых чисел других числовых полей и для простых рациональных 
чисел в арифметических прогрессиях. Но методом Турана можно получить 
некоторые теоремы, которые дают новые оценки остаточных членов сверху. 
Так С. Кнаповски [4] в 1957 г. доказал следующую теорему для арифме­
тических прогрессий:

если
T> max (c2, ехрехр (150 (k In fc)2)j, 

то

max IΔ (х, к, I) ∣ ≤ 'T8∞ ехрl≤x≤T
δ(T) → 0

■ где
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при T→ ∞. Здесь
X

∆(x, *, ∕)=π(x, ⅛, ∕)-l J

2

π(x, k, l) означает число простых чисел в арифметической прогрессии /, /+£, 
∕+2fc, ...» fc≥3, 0<∕<fc, (∕, ⅛) = 1 и h = φ(к) — функция Эйлера.

Аналогичные теоремы для числа простых идеалов получил В. Стась 
[5], [6].

В этой статье получены некоторые оценки, связанные с простыми числа­
ми гауссова поля в секторах. Сам асимптотический закон распределения 
простых чисел гауссова поля в секторах с остаточным членом доказал 
в 1949 г. И. П. Кубилюс [1]. Был получен следующий результат:

X

Σ 1-÷l≤N(p)≤x 2*,Φι<arg p≤φ1
где ЛЦр) означает норму простого гауссового числа р, х, φ1, φ2 — любые 
действительные числа, удовлетворяющие условиям х > 2, 0 < φ2-φ1≤2π. 
Этот закон даёт нетривиальную асимптотику для углов

-ciVlnx
* φ2-φι≥e

Основным аппаратом для исследования распределения простых чисел и 
простых идеалов числовых полей служат так называемые Z — функции 
Гекке. В случае гауссова поля рассматривается специальный класс функ­
ций Гекке, определяемых рядом 

z(^)=∑'^=∏'(ι-≡r∙ 

α≠0 р 

где знак ' показывает, что суммируется и умножается соответственно по всем 
целым и по всем простым неассоциированным гауссовым числам. 7V(a), как 
обычно, обозначает норму числа a, s = σ + it — комплексное переменное. 
Ряд сходится абсолютно при σ>l. Величина λ4"(a) называется характером 
Гекке первого рода и определяется равенствомχto(a)=(⅛∙Γ=ei""n,∙∙
где п — любое целое рациональное число.

Если τι = 0, то функция Z (5, λ4,,) совпадает с функцией Дедекинда 

zW=Z 7у(^7 = П (1~ΛT(pjr) ’ s = σ + lt> σ>1∙
<x≠0 Р

В дальнейшем будем придерживаться выше введенных обозначений. 
Кроме того, полагаем

∣r∣ + 2 = T, ∣τι∣ + 2 = Λ∕.

Необходимые нам свойства функций Гекке, а также функции ζ(s) Ри­
мана, сформулируем в виде лемм.
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2. Лемма 1. Функция^>-⅛=Σ ⅛-7÷Γ' *=σ+',л=1

3 
является целой на всей плоскости. При σ≥ — у выполняется неравенство1 —оI ζω-τ∑τ h c* {1+r2 }lnr∙

Эти свойства хорошо известны из теории функции ζ(s) Римана.
Лемма 2. Пусть N(t, п) означает число нулей ς>n = ^i‰ функции 

Z (st λ4n) в прямоугольнике

0<β,<l, ∣γn∣≤r.
Тогда

N(t+∖, n)-N(t, w)≤c5lnΛ∕T.

Доказательство см. [2], стр. 28, лемма 12.
Из этой леммы следует, что

N(t, п) ≤ c5 Г In МТ.

Лемма 3. Функция (логарифмическая производная функции Z (s, λ4")j 

⅞ U. λto)

в'полосе 0≤σ≤l имеет полюсы в нулях функции Z (s, λ4") и полюс первого 
порядка в точке s= \ с вычетом —1 при и = 0, а в остальной части плос­
кости является регулярной для всех п. Для каждого целого числа v≥2 су­
ществует действительное число Tv такое, что

v≤Tv≤v+l,

а на отрезках t = Tv, 0≤σ≤2 не существует нулей функции Z(s, λ4fl) и 
имеет место оценка

j -~ (s, "k*n) j ≤ c6 ln2 Mv.

(См. [2], стр. 29, лемма 13.)
Лемма 4. Если 0≤δ≤10-10, s = σ + it, то в полосе

можно построить такую ломаную линию L(δ), не проходящую через нули 
функции Z (s, 'k*n'), отрезки которой параллельны соответственно действи­
тельной и мнимой осям и:

а) каждому целому числу v соответствует такое действительное число 
i 1

Tv, что v<Tv<v+l. и на отрезках t = Tv, δl0≤σ≤2δ1°

j ~- (st λto) I < c7 ln2 M (I v∣ +6);
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б) на отрезках, параллельных мнимой оси

I (5, λ1") Į < <⅛ ln2 M (PI + 6), 

где с-į и св зависят от 5.
Доказательство с несущественными изменениями совпадает с до­

казательством леммы 13 в работе [2], стр. 29.
Переход от простых гауссовых чисел на всей плоскости к простым 

числам в секторе осуществляется по следующей лемме:
Лемма 5. Пусть φ1, φ2 — действительные числа, удовлетворяющие усло­

виям 2Δ ≤ φ2 — «pi ≤ γ — 2Δ, Δ>0. Существует периодическая функция ∕(φ) 

с периодом у, обладающая свойствами:

а) ∕(φ) = l, ec^u <Pι≤<P≤φ2*
0≤∕(φ)≤l, если φ1- ∆≤φ≤φ1 или φ2≤φ≤φ2 + Δ, 

∕(φ)=0, если φ2 + ∆≤φ ≤ γ + φ1 + ∆l

б) функция ∕(φ) разлагается в ряд Фурье вида

f(<t) = ∑ ane*"lv.
n=-∞

Кроме того
«0 = 4 (φ2-φι+Δ),

∣⅛∣≤min(∙∣ (φ,-φt + Δ), τ⅛τ, -⅛ (-⅛-)')- n≠0 

где г — целое положительное число.
(См. [2], стр. 25, лемма 9.)
Для оценок некоторых сумм с комплексными числами снизу восполь­

зуемся теоремой Турана ([7], стр. 52, теорема X).
Лемма 6. Пусть m > 0, k ≤ N, а z1, z2, ..., zk - любые комплексные 

числа, удовлетворяющие условиям

I 1 I z2 Į ≥ ∙ ∙ ∙ ≥ I z⅛ I, I z11 ≥ 1.
Тогда для любых комплексных чисел bj(j=∖, 2, ..., к) в интервале m≤v≤ 
≤tm + 7V^ существует такое целое число v0, для которого выполняется нера­
венство

В дальнейшем будем рассматривать функции∆(x)= 2 Λ(α)-χ= ∑ A(n)-x!≤7√(a)<x l≤n≤
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и

∆(x, φ1 φ2) = 2 Л(а)~4 (<P2~<Pi)* = ∑ А («, φ1-φ2) - (φ2-<Pι) х,l≤N(α>≤x l≤n≤xφ1<arga≤φi
где

Л (n)≡ ∑ lnΛT(p),ΛΓfP)'=∏
А (п, φ1, φ2) = 2 1пЛГ(Р)>N(p√=nφ1<argp≤φ1

Z> 0 —целое число.
3. Рассмотрим интервал

1 +4+iΓy

'=⅛ f ⅛fω<fe∙l+*)- <'Γy
где s = σ + it, Tv- числа леммы 3, а функция F (s) определяется равенством

F(j)=-∣-(,)-ζ(,),

где Z (j)— функция Дедекинда, a ζ (s) — функция Римана. Параметры η и ξ 
удовлетворяют условиям 0<η<l, ξ>l. Точнее их определим позже.

Функция F (s) выражается суммой>ω=Σ'4^-∑α≠0 л=1 л=1
Тогда 

1 ÷,>)+Wy 
'-∑μ<-)->)⅛ f ⅛),⅛∙ 

n=I ∣+η- iTv
По известной формуле (a>0)o+i®

a-i∞

lnfc г, если г ≥ 1, 

О, если г≤1,

и для интеграла / получаем соотношение l+η+i∞
7= Σ (^ω-')⅛lnt⅜-∑('1w-1)-⅛- f1<л<5 л=1 l+η+∣τy
СО

-Σл=1
1 +^∏—iTv
f (⅜y ⅛r=s1-s4-sa,

1 +η-1∞

где S1, S2, S3 соответственно означает первую, вторую и третью суммы. 
Отсюда

(3.1)∣7∣≤∣5i∣ + ∣S2∣ + ∣S8∣.
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4. Сумму S1 выразим через максимум функции Δ (х) в интервале 1 ≤ 
≤x≤ξ. Имеем:

Λ(λ)-1=(∑ 2 А (m)-(rt-l)j=±∆(n)-∆(n-l).l≤∕n≤n l≤m≤n-1 -
Тогда

S1 = ⅛.∑ (Λ(n)-l)l∏4 = ⅛ ∑ (∆(n)-∆(n-l)) ln*⅜.l≤n≤ξ l≤n≤ξ
Применяя к последней сумме формулу частного суммирования Абеля, по­
лучаем:

IS11 ≤ ⅛ I Δ (1) (In* I - In* 4) + Δ (2) (in* j - ta* 4) + ∙ ∙ ∙ + 

+ ∆(β]-l) (ln*⅛-ln*⅛) + ∆([ξ]) ln*⅛ ∣≤ 

≤-j^- lnfcξ ∙ max ∣∆(x)∣ (4.1)κι l≤x≤ξ
5. Оценим суммы S2 и Sa. Пусть 

v≤Tv<v+l, v>2,

ξ = vfc÷1,

1>=⅛'

(A<) vk∙+n∙≤T< vk∙+n>+1 (<v3*°),

Т > c10,
где

Нетрудно убедиться, что из (5.4) при T>c10 получаются неравенства

2 2
ln3d T≤v≤lnd Т,

а из (5.5) и (5.6) непосредственно видно, что

K0>N0.

Пусть число k удовлетворяет условиям

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5-6)

(5.7)

Так как

то получаем:
00

∣¾l≤<⅛∑ lnn∙4rп=1

Ko ≤ k + 1 ≤ Kq + No .

А (и) - 1 =0 (In л),

⅞1+η f -^-<c -_____Уnι÷η f ;*+> 5≈ c> 2π *7∙*+'
√ V п=1 In п 

n1+r>

(5.8)
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Воспользовавшись соотношениями (5.1), (5.2) и (5.3) имеем: 
I S21 ≤ c11 v*+1 • -į- -į- (1 + ln2 ξ) ≤ c11 vk ln v.

Далее, по (5.7), (5.8) и (5.5)
ι+∙⅛∙

∣S2∣≤c11ln d T≤c11ln2T. (5.9)

Такая же оценка получается и для суммы S3.
Подставляя (4.1) и (5.9) в (3.1), для интеграла I имеем неравенство

∣∕∣≤⅛ max I Δ(х)I + 2c11 ln2 Г. (5.10)
l≤x≤ξ

6. Выразим интеграл I через сумму по нулям функции Z (s). Для этой 
цели воспользуемся интегральной теоремой Коши. Пусть C(Tv) есть кон­
тур, который состоит из отрезка I, соединяющего точки l+η-iTv и 1 + 
+η + zTv, отрезка II прямой t = Tv от прямой σ=l+η до линии L (δ) лем­
мы 4, части III линии L(δ) от прямой t = Tv до прямой t= -Tv, и, наконец^ 
отрезка IV прямой t=— Tv от линии L(δ) до прямой σ=l+η.

Интеграл на отрезке I равняется нашему интегралу I. Подинтегральная 
функция внутри контура имеет полюсы в нулях p = β + rγ функции Z (s). 
По интегральной теореме Коши имеем:

1+^h(f+ f+ J∖⅛rf(s)*= Σ 7ТТ-

∖ (II) (Ш) (IV) / PeC∕(Γy)

где сумма берётся по всем нулям функции Z (s), принадлежащим области 
U(Tv), которую ограничивает контур C(Tv). Отсюда получаем:

Σ pfc÷l ≤ ∣∕∣ + ⅛(Λ∫÷∕'
peσ(Γv) \ (II) (Ш) (IV) /F

Оценим последние три интеграла. Обозначим их соответственно 72, 73, Ц. 
Имеем:

1 f ζj i
2πi J sfc+1 F (s) Ж ≤ 2^^ 

(∏)

l+η
f ξ‰-I Λ*) I «fa­

s'»
Воспользовавшись л’еммами 3 и 1, получаем:
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Применяя соотношения (5.1), (5.2), (5.3), (5.7), окончательно имеем:

141 ≤ ⅛ j≡⅛±ll (v+ 1)÷ eξ (1 +⅛) ≤<⅛< ⅛⅛ / =

£ £
= c14 v2 ln2 v ≤ c14 ln2d In In T≤ с1Б ln T, Т > clβ.

3 ⅛b.∣oτ+2∣ntaloτ+MiJ⅛+3to,'(toton∙ 4 <^+2>∙⅛⅛
≤ c21 T е ≤ c21 T e

Такую же оценку получим и для интёграла /4.
Для интеграла Z3, применяя леммы 4 и 1, имеем:

(6∙2)

≤

1
/ / i

х----- d∖ fc+-1 + £ ( c81∏2 2 (>и + 6) ÷ 1 + с4 И + (2 (ти + 2))2(ra+δ≡)~ m=0'
ln22(∣Z∣ + 6) dt +

з._1810
T2 2 lnaTv.

Пусть δ=10~10. Тогда, используя (5.1) и (5.8), получаем:£29 £ 29
∣4∣<c18ξ5 (v + l)20ln2(v+l)∙ 10*+x≤cuξ5 v20lnsve'jc∙+wtal°

Но In 10 < 3, а соотношения (5.2), (5.8) и (5.5) показывают, что ξ≤T. 
Тогда, полагая T>c20 и используя (5.7), (5.5) и (5.6), имеем:11 1 29 / In T d \11,1 ≤ c1, Т 5 (lnd Т)20 • į (In In T)2 ∙ e3 * <" i^+'° r°"'° Л’> ≤

(6.3)
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Эти оценки не являются наилучшими, но для наших целей их вполне 

достаточно.
Оценки интегралов Z2, Zs и /4 и неравенства (5.10) и (6.1) дают: I V .ζp I lnfcξ21 pfc+ι к\I P≡l∕(Tv) j max IΔ (х) Į + 2c11 ln2 Т+ 2c16 In Т + l≤x≤T

Т (3d+2>⅛∑= .-⅛c - į (M+2>T⅛
+ ⅛Tse ≤ -⅞r- max ∣Δ(x)∣ + ⅛Γ5 е lntorκ∙ l≤x≤Γ (6.4)

T, >• c23.

7. Оценим сумму в неравенстве (6.4) снизу. Все вычисления почти пол­
ностью совпадают с вычислениями в книге Турана [7], стр. 118—119. 
Поэтому здесь ограничимся лишь кратким их изложением. Пусть po = βo + ⅛o 
есть некоторый нуль функции Z (s) в области U(Tv) с условиями

∣γ0∣ ≤ exP (1/lnlnT), β0 = ε(exp ]∕lnlnT), β0>y.

Обозначим нашу сумму W и перепишем её в виде

∣*r∣=∣ Σ ⅜∣=∣⅛I p≡<∕(τv) I
Pg jfc+1

Число членов этой суммы по лемме 2 не превосходит_1_
2 N(Tv) ≤ 2<⅞ T, In Т, < In' Т (In In Г)‘, T> cli.

Подбираем в лемме 6 соответствующие величины следующим образом:

z.= vp-p∙^, bl=∖, 

„ j 1пТm=κ*=dx^τ'

N=∖aa Γ(lnlnT)2.

Если

(7.1)

то все условия леммы 6 выполнены и окончательный результат всех вы­
числений, которых здесь не приводим, такой:

(7.2)
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8. Полученая оценка (7.2) вместе с (6.4) дают неравенство

max IΔ (х) I > Γft, I p01zc∙ l≤x≤Γ In T — 1 in TkΓbT -3dlnd T(lnInT)* λ √5 J3rf+2,^ktaT zQ1v e -c22le . (ö.l)
Если выполняется (7.1), то

Тогда In гIn In Г е
i , i -31n Т (In In Г)’ J_ τ22

_1_-31ndT(ln In Г)* 
е

d
( eV In In τ} ln ln τ

i 4 d
1 'Γ2 ^31n r°nln7τ λ ЛГЙПГ rr^ o= ^2 τ e ⅛ ∙ e > c22T e

j .<m+2,⅛
(8∙2)

Отсюда получаем:lnfc T i Ä / \ i 1 <r-ββ i i d In In Г—Γj- max IΔ (x) I ≥ y T ∣ p01 κ∙ l≤x≤Γ Z . In 7- 4 nj In ГlnlnΓ e-31n T(lnlnT)∙ >rß.e ∕fo!Sτ (g ßj
Наконец, если T>c2t, то по формуле Стирлинга имеем

Тогда при d=5 из (8.1), (8.2) и (8.3) с условием (7.1) получаем оценку

max ∣Δ(x)∣>Γe∙e n°torl≤x≤T (8.4)

В общем случае для числа простых идеалов любого числового поля 
В. Стась [6] получил оценку

i a / \ i rτ,β∙ f o In Tin In In T ) ∣Δ(x)l>T exp I —2 ,n,nr |. (8.5)

В нашем частном случае гауссова поля оценка (8.4) является дучшей, 
чем (8.5).

9. Рассмотрим функцию
00

*ω=∑'z¾^=- Σ ⅛f⅛nα≠0 Л=—00

- j - .

где /(argа) — функция ∕(φ) леммы 5. Пусть x≥3 и числа Тх совпадают 
с числами Tv леммы 4. Обозначим

v = []∕x-8], a = 1 +η1 = 1 +ηIj- ,
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где δ - величина леммы 4. Тем же способом, каким доказывается 
ма 24 в книге [3] стр. 69, нетрудно доказать соотношениеa+fTχ

∑ ∕(arga)Λ(a)=⅛- [ F1 (s) ds + R (x),l≤N(a)≤x a-∣τχ

теоре-

(9.1)

где ∣sw∣<'∙-⅛⅛÷i⅛r÷'"-)-
Так как по лемме 4

то
]/ х— 1 ≤ Tx≤ ]/х,

∕ x'+^s⅛ι*ωι≤⅛ ⅛γξ∏\ 2 1пх + —=?- + In x j < c29 ↑∕ x ln2 X. 
V × Į2 ∕ (9.2)

где

Обозначим

∆1(x, ψ2)= X /(argа) Л (а) —у (φ2-ψι + Δ)* =l<N(α)≤x
= 2 A(n)-4 (φ2-φι+Δ)*,1 ≤n≤x (9.3)

AW= ∑ ∕(≡rgp) l∏Λf(P)-Λr(p∕= л
Тогда из соотношений (9.3), (9.1) и неравенства (9.2) получаем: 

с ;
4 ⅛2-<Pι + Δ)x + Δ1(x, <Pι. 4>2)=⅛^ f

fl+yχ
у F1 (s) + c28V х ln2 х. (9.4) 

a+iτχ

Обозначим интеграл в правой части последнего равенства через Z(x). Тогдаa+∣,7,χ
∕ω = - ∑ (½ ½(s.^}ds. (9.5)

-----® a-iTχ>

Пусть C(Tx) есть контур, состоящий йз отрезка I прямой σ = a, соеди­
няющего точки a-iTx и a + irΓx, отрезка II прямой t = Tx от прямой σ = a 
до линии L(δ) леммы 4, части III линии L(δ) между прямыми t = Tx и 
i=-Tx и, наконец, отрезка IV прямой t=-Tx от линии III до прямой 
<5 = а. Вычислим по этому контуру интегралa+.Tχ

AW = ⅛ Г 7⅜(O*∙)Λ (9.6)

->rx

Подынтегральная функция внутри контура имеет полюсы в нулях pπ=βn + 
+ ⅛ функции Z (s, λ4n) и простой полюс в точке s = 1 с вычетом — 1 при 
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и = 0. Интеграл на отрезке I равняется интегралу I1(x), интегралы по 
остальным отрезкам обозначим соответственно I2(x), Z8(x) и 4(х). Тогда 
по интегральной теореме Коши получаем:

7(r) = β0x+ 2 а„| 2 ~--4 W-A(x)-Λto I , (9.7)

где суммируется по всем нулям функции Z (s, λ4fl), принадлежащим 
внутренней области U(Tx) контура C(Tx). Так как по лемме 5 a0 = 

о
= — (φ2- φ1 + Δ), то соотношения (9.4), (9.6) и (9.7) дают неравенство

+ c28 ]/ х ln2 х.

ž y XPnРл + со∑ ⅛{⅞W+AW+4W)
Л= —00 Pn≡<∕(Tχ) л =-00

+
10. Оценим сумму и интегралы 

Имеем:

(9.8)

(9.8) .в правой части неравенства

dσ.

По лемме 4 получаем:

IĄ (х) I ≤ c29 ln * 1∆ М f χa dσ < c30 ]/ х ln2 х ln2Λf. 
Vχ Ji t

В*

Аналогично оцениваем и интеграл Z4(x). Далее по той же лемме

(10.1)

∣'.ω∣≡∣⅛∙ ∫ 4 ⅜('-λ"><ψ(Ш)9√o f ln≡(∣ 1∣ + 6) lnaM , ς√ ≤⅛* ∕ ' 1, 1 dt+ ∑
I -Л V r∙+8s m-0_1_JO

≤ c82 x2δ ln3 x ln2 M.

Для суммы имеем:

ina(m+6) inaM I <
(lθ∙2)

V X +1
V -Ll 

s pn
≤⅛∕'∙,1> ∑ ⅛∣ ∑ 1°m^+21≤

pjιeC7(Tχ) " m=l

≤ c34 xε (/Т) In М • 1П2 X, (Ю.З).

где ε(]∕^x) = maxβn (максимум берётся по всем нулям pn), ε(]∕x)>-2 .Рп
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Оценки (10.3), (10.2) и (10.1) и неравенство (9.9), если положим δ=10-10, 

дают

I∆ι(x, φ1, <pa)I≤ca* 2 l⅛l χεf'z' lnΛf∙ln2x +
л= — ∞

+ ∣αn∣ ∙ I 2c30 ]/ xln2x∙ln2Λf+c32 x2δ ln3x∙ln2JΠ∣<Л= —®
<⅛∕(^) ln2x∙ 2 ∣α*l lnsΛf- (10.4)

Оценим последнюю сумму в правой части. Имеем:

S≡ 2 ∣αnj ln2Λf=∣α0∣ 1∏2+ ∑ |л„| ln2(∣w∣ + 2).л= — ∞ Л= —®π≠0
Пусть Δ = exp (- c36 У 1пх). Тогда

S≤∣α0∣ln2 + 2 £ ∣βJ ln2(n+2) + 2 £ l⅛l 1*(и + 2).l≤π≤∆~1 л>Д-1
По лемме 5 при г=2 2—i-r, если l≤w≤∆~1,I π∣"∣Iв» I ≤ 2 2

I V н1*’ если ">δ^,∙
Поэтому

S≤∣¾∣ln2 + c,, 2 to^t"+∙2,+⅜ ∑ Jn,("⅛≤∣θσ∣in2 + ⅞,(ln∆-i)2 +l≤∏≤∆-1 n>∆-1
+ ⅛ ∙ "≡^≤∣α,∣ ln2 + c,,ln2 (e-^) + cωln2(e-^) =

А £
= ∣⅜∣ l∏2 + c41ln2 x + c42 In x≤c43 In2 х. (10.5)

Таким образом для функции ∆1(x, φ1, φ2) из (10.4) и (10.5) получаем 
оценку

т_I ∆1 (х, φ1, φ2) ∣ < c44 xε In2 х. (Ю.6)
Но

∆ι(x, φ1, φ2)=∆(x, φ1, φ2) + Θ1Δ(x, φ1-Δ, φ1) + Θ2 Δ (х, φ2, φ2 + Δ), (10.7)

где ∣Θ1∣≤1, ∣Θ2∣≤1 и

∆(xi φ1-Δ, φ1)≤∆1(x, φ1-Δ, φ1),

∆(x, φ2, φ2 + ∆)≤∆1(x, φ2, φ2 + Δ). (10.8)
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Так как неравенство (10.6) доказано для любых действительных φ1, φa, то 
из него, в частности, следует

∆1(x, φ1-Δ, ψι) = О (хе(/л,1п2 х) ,

∆1(x, φ2, φ2 + Δ) = O (χe^*hn2 х) •

Теперь из (10.7), (10.8) и (10.9) получаем

∣∆(*ι 91» φ2)l < с4ь*е(/х)1п2 *•’

(lθ∙9)

(10.10)

Отсюда следует неравенство
t ' — Z.

max ∣∆(x, φ1, φ2) ∣ < c45 Tz τ½n 2 Т. (10.11)l≤x≤T
Соединяя вместе неравенства (10.11) и (8.4), получаем окончательную 

оценку 11 1° Г 7_
max Į Δ (х, φ1, φ2) I < c45 Tz^ r^'^ββ е ^binr∣n2 γ . max ∣ Δ (х) | < l≤x≤Γ . l≤x≤Γ12 1°r

* <caTsme /|л1пГ max ∣∆(x)∣, (10.12)l≤x≤T
где δ(T)=ε(l∕T)-β0.

11. Выведем теперь аналогичное неравенство для функции π(x, φ1, φ2), 
выражающей число простых гауссовых чисел, норма которых не превосхо­
дит действительного числа х и которые принадлежат некоторому сектору. 
Обозначим

х
Δ(x)=π(x)-J -j^, (11.1)2

х
Δ(*, 91, 92)=π(x, φ1, φ2) - ½- (92 ~ 9ι) j > (11∙2)c о

где π(x) выражает число всех простых неассоциированных гауссовых чисел 
с нормой, не превосходящей х. Пусть

S(*) = Σ Л(«)-l≤N(α)≤X φ1<arg <x≤φ1
Тогда по определению функции ∆(x, φ1, φ2) получаем

∆(x, <Pι. φ,) = ∑ { ^("≈∙ 91- φ8)-Λ(m-l, φ1, φ2) }2≤m≤x *
х

“4 (φ2-<Pι) J*∙j^- + O(Vxtox) =2
≈ ∑ ÷.<m∙ Ф- φ∙> ~n^m~ 1∙ y⅛ + О (]∕ х In х)

2≤m≤x
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По формуле частного суммирования Абеля имеем

∣∆(x, φι, φ2)∣≤^5^2max ∣∆(m, φl, φ2)∣ + O(]∕x tax), 

откуда *
max ∣∆(x, φ1, φ2)l≤-j⅛ ≡ax ∣∆(x, φ1, φ2) | + О (]∕ Tin Т). (11.3)ι≤x≤τ mz l≤x≤Γ

Далее имеем:

∆(x) = Λ(α)-x = 2 £ π(m-l) j lnm — x+O(]∕ xlnx) =l≤ΛΓ(a)≤x m=2
m m— 1

= 2⅜(∆(m)+ f ∙j^~∆(m-l)- f ⅛)lnm- £ 1 + O(∣∕7tax) =

m=2 2 2 m=l 

= 2 2 (∆(m)-∆(m-l))m = 2
Но

In m + О (V х In x).

1In (m— 1)
И

2 (∆(m) — ∆(m — l)j lnm = - ]Γ (lnm — In {m- 1)) Δ (m) + ln ([x]'+1) Δ (x); 

m=2 m=2 

таким образом
X !

∣∆ (x) ∣ ≤∣maxj Δ (m) ∣ ∙ 2ta(x + 1) + 2 ∑ { ⅛(m-l) ~1 }+ 0(V*ln*) ≤
""^ " m=3

x
≤ 3 ta x ∙ max ∣ Δ (m) ∣ + У —------+ О (∣∕ x In x).ι≤m≤√ Ą mlnm '* ∕m=3

Отсюда
max ∣∆(x) Į ≤ 31n Tmax Į ∆(x) ∣ + c4β V TlnT. (11.4)l≤x≤T l≤x≤T

В совокупности неравенства (11.3), (10.2) и (11.4) дают, следующий ре. 
зультат:

12-1°γ __ 
max ∣∆(x, φ1, φ2)∣ ≤ rl5-T lπe rintor max ∣∆(x)∣ + c1,]∕ TlnT≤ l≤x≤Γ mz l≤x≤Γ12-21γ _ _
≈⅛r"ninre ,ztator ∕ 3 max I ∆(x) I + c1,]∕ Г l+<⅛,]∕τ<( l≤x≤7, J13-l°Γ
CΓ,ne max .∣Δ(x)∣ + √T I ,I l≤x≤T į

который можно сформулировать в виде теоремы.
7 Литовский математический сборник
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Теорема. Пусть p0 = β0 + ιγ0 — некоторый нуль функции Дедекинда 
с условиями

β0 =ε (ехр У In In T), I То I ≤ exp (]∕lnlnT), β0 > 4.

Тогда для функций ∆(x) и ∆(x, φ1, φ2), определяемых равенствами (11.1) 
и (11.2), при условии 

Т ≥ max (c25, ехр ехр (30 ln2 ∣ p0|)j

имеет место неравенство

max Į Δ (х, φ1, φ2) 1 < ∕∞ е vin lπr | max ∣ Δ (х) | + ]/

где
δ(T)→0, T→∞.

Замечание. Если для всех функций Z (j, λ4n) выполняется гипотеза Римана, 
то тогда δ(T)≡0 и имеют место оценки

max ∣∆(x, φ1, φ2) 1 < е llnlnr maχ ]∆(x)∣*

max Į Δ (х, φ1, φ2) Į < е 1/111 ,nr { max ∣ Δ (х) | + ]/ Т
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GAUSO KŪNO PIRMINIŲ SKAIČIŲ ASIMPTOTINIO PASISKIRSTYMO DĖSNIO 
LIEKAMOJO NARIO ĮVERTINIMASJ. VAITKEVIČIUS

(Reziume)Gauso skaičių kūne nagrinėjamos funkcijos
X

Δ(x)=π(x)-J

2
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ir

х∆(x, Φι, Фа) = π (×, Фь Фа) (φa-φι) 2kur π(x) ir π(x, φ2, φ2) atitinkamai reiškia skaičių neasocijuotų pirminių Gauso skaičių viso­je plokštumoje ir sektoriuje φa- φ1. Turano metodu išvedama teorema: .tegul ρo=βo+>Yo yra kuri nors Dedekindo Z—funkcijos nulinė vieta, tenkinanti sąlygasβ0 = ε (exp V In In T), β0≥ y, ∣ γ01 ≤exp (]∕ lnlnΓ).Jeigu
T > max (c26, exp exp (30 lna ∣ p0 I) j ,tai i3-⅛=max ∣∆ (x, φ1, φ2) ∣<∕∞ e lnbr f max ∣ ∆(x)∣ + ^]∕ T Il≤x≤Γ ∙ į 1≤jc≤T įkur δ (T) → 0, kai T→ ∞.

EINE ABSCHÄTZUNG DES RESTGLIEDES IM PRIMZAHLSATZ 
DES GAUSSSCHEN ZAHLENKÖRPERSJ? VAITKEVIČIUS

(Zusammenfassung)Es werden im gegebenen Artikel die Funktionen 
X∆(x) = π(x) 2und

∆(x, Φι, φ2) = π(x, φ1, φa)—- (φa-ψι) π
betrachtet, wo π (x) und π (x, φ1 φa) die Anzahl aller Gaussschen Primzahlen und Primzahlen in dem Sektor φa—φ1 bedeuten. Es wird nach der Methode von P. Turan der folgende Satz bewiesen: wenn Dedekindsche Zeta-Funktion für po = βo+*Yo mit Bedingungenβ0=ε (exp ^∣∕lnlnΓ), β0 ≤ ∣ γ0 | ≤ exp (]∕lnln T)verschwindet und

T > max ((c26, exp exp 30 lna ∣ p01) j ,dann gilt die Abschätzung in г13 —— _max IΔ (x, φ1, φa) I < Tθe ,n ln r I maχ ∣ Δ (x) ∣ + V T1≤*≤T Į l≤x≤τwo δ (T)→0, T→ ∞.




