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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ 
ФУНКЦИЙБ. ГРИГЕЛИОНИС

1. Вещественную или комплексную функцию f(m)t определенную на 
множестве натуральных чисел, называем мультипликативной (аддитивной), 
если для всех пар взаимно простых натуральных чисел m, п

f(mn) =f(m)f(n) [f(mri) =f(m) +f(n) ].
Если, кроме этого, f(pa)=f(p) Для всех натуральных степеней ра, а >2, 
простых чисел р, то функцию f(m) называем сильно мультипликативной 
(сильно аддитивной).

В последнем случае имеем, что∕("≈)=∏∕⅛) [/(»») ^∑∕(p)].
• р\т р\т

Значит, и сильно мультипликативные, и сильно аддитивные функции до­
статочно задать только для простых чисел.

Значение как мультипликативных, так и аддитивных функций распреде­
лены весьма нерегулярно, так как они зависят, как видели, о^ мультипли­
кативной структуры аргумента. В целом, оказывается, можно найти доста­
точно простые законы распределения этих значений. Для доказательства 
этих законов естественно пользоваться вероятностными методами, соответ­
ственно интерпретировав аксиоматику теории вероятностей. Вероятностные 
методы в теории чисел особенно развиты И. Кубилюсом [1], которым ис­
следованы законы распределения значений широкого класса аддитивных 
функций и ряд других вопросов.

Законы распределения значений положительных мультипликативных 
функций f(m) можно прямо получить, используя известные результаты для 
аддитивных функций, так как log/(га) есть аддитивная функция. Этого 
вообще нельзя сказать о неотрицательных мультипликативных функциях. 
В настоящей работе как раз и будет изучаться вопрос о распределении зна­
чений таких функций.

Если буквой Q обозначим множество натуральных чисел га, для кото­
рых ∕(ra)>0, то фактически нам достаточно указать распределение значе­
ний функции f(m), когда аргумент перебегает множество Q, ибо в осталь­
ном множестве натуральных чисел функция равна нулю. На множестве
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Q можем изучать функцию log/(/и), которая будет аддитивной. Итак, до­
статочно указать условия, при которых

^тв~А" <х’ meß}
N°{meQ}

стремится к некоторому закону распределения при h→oo, где символ 
N„ {...} означает число натуральных чисел т ≤ «, удовлетворяющих в скоб­
ках указанным условиям, А„ и Вп — некоторые константы, а f(m)- адди­
тивная функция. Эта идея еще раньше была высказана И. Кубилюсом. 
Часто достаточно ограничиться изучением сильно аддитивных функций. Ме­
тод доказательства упомянутых выше законов разработан И. Кубилюсом, 
хотя основные леммы получены, вообще говоря, аналитическими мето­
дами.

2. Для рядов Дирихле доказываем одну общую теорему, которой часто 
придется пользоваться.

Теорема А. Пусть числа а, Т и х удовлетворяют условиям: l<α≤2, 
T>l, x≥3 и последовательность чисел a1, а2, ... ограничена, т. е:

I an I ≤ c1 для всех п
(константа c1 зависит только от последовательности {αn}). 

Тогда ряд

∑V^∙ s = c + it,л=1
абсолютно сходится в полуплоскости σ>l и функция f (s), выражаемая 
этим рядом, удовлетворяет соотношению:

a+iτ *
' ^.ds + Rτ(x),

a-iT *

Σ fl"- 2πι jfn≤x
где

*

в

∣⅛w∣≤<Mt⅛γ÷⅛ξ÷')-

основном следует по известной схеме Į[3], стр. 69j. МыДоказательство 
его опускаем.

Придется пользоваться и другим результатом.
Теорема В. Į[3], стр. 7б] . Если в полуплоскости σ>a ряд

∞
∑a∏

nsл=1
сходится абсолютно и а„ является ,,вполне мультипликативной“ функцией, 
т. е. amn = aman для всех пар натуральных чисел, то∑⅜=∏('-⅜r,∙л=1 р
где символ Į~Į обозначает произведение по всем простым числам, 

р
Бесконечное произведение абсолютно сходится при σ>a. 
Перейдем к доказательству основных лемм.
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где

3. В дальнейшем будем употреблять обозначения:
P1 — множество простых чисел р, принадлежащих I классам вычетов по 

модулю к, взаимно Простых с к, т. е.
p≡∕v(modfc), v = l, .... Z,

‰ *) = 1;
Р2 — конечный набор простых чисел р, p^P1∖

P=P1UP2 — множественная сумма P1 и Р2;
Q1 — множество натуральных чисел ти, все простые делители которых 

принадлежат множеству P1∙t
Q — множество натуральных чисел m, все простые делители которых 

принадлежат множеству Р;
h = φ (к), где φ (m) - функция Эйлера;

α = 1+-⅛∙ r=eχp{⅛τ}' r=rW=eχp{⅛⅛÷}∙

где с2 — достаточно малая положительная константа. 
Лемма 1. Пусть M1(x) — число натуральных чисел m≤x, meQ1. 
Тогда ^W = -⅛(1+0(√7))∙

(lux) h
где ∏('-F>i ∙ft'""∙ 4)∏('-⅛) ‘ pePι

Доказательство. Рассмотрим функцию

ζι(∙j)=∑4^ (σ>1)∙
n≡Qι 

Пользу яс теоремами А и В, можем написать, что 
=.ω=Π(∙-÷Γ,-

P≡P1
Сначала исследуем случай, когда l<ht
Пусть χ (т) — характер по модулю к, χ0 (т) — главный характер по мо­

дулю к. Возьмем L — функцию Дирихле, соответствующую характеру χr 
b⅛ z) = ⅛ = ∏(l-^)^' (σ>l)∙л= I р ,

Имеем
Μ.. i∂-≈p{∑⅞⅛M-∑[b.(∣-⅛)+⅛i]∣-

-',p{∑⅛"∣',<'. Λ <3.1)
Р

∕ψ,χ)=exp{-∑[ln(l-^) + ⅛>]).

Р
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Пользуясь тем, что χ(∕v)≠0, ибо (∕v, k)≈∖9 известным свойством харак­
теров :

у χ(p) _ f hi когда р ≡>lyf (mod ⅛), 
ы X (h) Į 0, когда p≠7v (mod к),

символ означает суммирование по всем различным характерам по 
(X) 

модулю kt и тем что
!0 при (т, k)> ↑

1 при (w, fc) = l,

после очевидных преобразований из (3.1) получаем: 

lι>b(s, χ) = ∑ -2^-+ln∙R(s, χ).

Р∑7⅛rlnife =0=a ∑ ⅛+∑-⅛b*k χ>,(z) p≡7v(mod⅛) (z)
Σ x>=λΣ ⅛+∑ ∑τ⅛rlnjφ, χλ(z) v=l pePl (z) v=l

ехр{^^}=П(^’ x))°ω(z-(f> Xo))z∏(∙R(j, χ)) °ω =P<≡Λ Z≠Zβ (z)
=(w)'∏ И X))oω∏(ι-⅛)'∏H X)fω (3.2)Z≠Zo P∖k (Z)

где a(x) = ∑7⅛Γ∙v=l
Здесь ζ (s) — ζ — функция Римана. По определению везде считаем, что

zs = exp { s In z },
где выбирается главная ветвь логарифма, т. е. если z = re,φ, то

In z = In r + ∕φ, 0 ≤ φ < 2π.
При σ > 1 имеем:ζ>ω=exp{ 2 ⅛}eχp{-∑[ln(1 -⅛)+⅛])∙' P∈P1 peP1
Используя соотношения (3.2) и (3.1), получаем:(ζι ω)i=(ζ ω)' П (ь и. х))“ω * м. (3-3)Z≠Zβ
где 

^ω=Π(ι-⅛)'Π(^⅛χ)Γωeχp(-Λ∑[b(ι-⅛)÷⅛]}=

P∖k (z) P&i-∏(1-⅛H∑ ∑1"(1 -∣∙(i-⅛))- m
P\k (Z) P P≡A

Из соотношения (3.4) видно, что при σ>-^-

∣Λ(s)∣<l и ∕ψ)≠0. (3.5)
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Действительно,

Σ∑4,-j^Γ-'i∑ta(1-⅛)=(X) Р PeP1

= Σ Σ[-≡+°(⅛)]Σ⅛-^∑[-⅛÷°(>)]≈(χ) P v= 1 pepl
= -*Σ⅛ + θ(Σ⅛)+*Σ⅛+o(Σ⅛)=θW∙pep1 р peP1 pePl

Из соотношения (3.3) следует, что

ζι(s)= l∕ (ζ(^)),∏(b(j, χ))°ωΛ(j). (3.6)
I χ≠‰

С помощью равенства (3.6) функцию ζ1(j) определяем в полуплоско- 
1сти σ > -g-.

В дальнейшем придется пользоваться некоторыми результатами теории 
L — функций Дирихле [3—5]. Известно, что L (si χ), когда χ≠χ0, является 
целой функцией; ζ(s) регулярна во всей плоскости, исключая точку 5 = 1, 
в которой она имеет простой полюс, Resζ(s,) = l. Существует константа 5=1
Alt зависящая только от к, такая, что в области σ>l — γn∣1f ∣ > Id >⅛* гДе 

t0 — достаточно большая константа, имеют место оценки:

1) ζ(,)=0(inμ∣),
2) Us, χ) = O(ln∣H), (37)

3) M⅛=°(b∣'∣)∙

В указанной области, а также в области σ≥Λ2, ∣f∣≤∕0, где Λ2<l — кон­
станта, зависящая только от к, функции L (s, χ) не имеют нулей. Из (3.6) 
тогда следует, что в указанных областях, исключая точку 5=1, функция 
ζ1(1y) регулярна.

Из всего сказанного следует, что в окрестности точки 5=1

h * z_____________________________________
ζ1(s') = ]Λ(Γ∏F'l∕ [(*-l)ζ(*)]'∏ {l(s, χ)yc⅛ =

' x≠x∙

А ∙-τ=-ir-⅛—+** ωu-п > (3∙θ)
1/ ü-i)'

h ______________________

где IR*(5)∣<l, а Λ0 = lim 1/ ∏ (l<∙s> х))' wR(5). По выше сказанному 
5_>1 * x≠∙×a

подрадикальная функция в окрестности точки 5 = 1 регулярна, так что 
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последний предел существует. Из соотношений (3.1) и (3.4) следует, что 
при σ >1

∏ {l(s, χ))^ωJψ)-∏ exp{-∑la(l--⅛l)∑7⅛-}×

X≠Xβ X≠Xo Р V=l

×∏(>-⅛),∏4∑i"(i-⅛l)∑⅛γM-''∑'"(i÷)(-

p∖k (X) Р v=l pεP1

-∏(>-⅛H'∑4i-j⅛l)→∑4i-÷)}-

P∖k Р pepl

Итак,

Ao= lim
j→1+0

∏('-⅛)1∏('-⅛)
P<≡P1

∏(∙-⅛)'∏(∙-⅛r ^
(3.9)

Из равенства (3.8) видно, что функция ζ1(j) в точке 5 = 1 имеет алгебраи­
ческую точку разветвления конечного порядка. Плоскость ,,разрежем“ 
вдоль отрицательной действительной оси, начиная с точки 5=1. В „разре­
занной“ плоскости по определению изучаем главную ветвь радикала (3.6), 
т. е. если подрадикальное выражение действительно и положительно, то 
таким считаем и радикал. В выше'упомянутой области регулярности функ­
ция ζ1(1y) будет однозначной. К ней применяя теорему А, получаем:

где

a+iτ
mi(x) = ∑ 1=⅛ f ^-^(s)ds+Ri(x):=I(x) + Ri(x)>

(3.10)

Рассмотрим интеграл по замкнутому контуру L

где
L

10
i=∑ι,,

;=i
L1 — отрезок, соединяющий точки 1—^- + ιT и a + ιT,

ь2- „ „ „ 1--ffΓ + fto и l--r^- + iΓ,In r
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Z5 — окружность достаточно малого радиуса ε с центром в 

точке 5 = 1;
Zβ, Z7, £8, £в — отрезки, симметричные относительно действительной оси 

соответственно отрезкам £4, L3t L2, L1∖

L10 — отрезок, соединяющий точки a — iT и a + iT.

Для достаточно большого х имеем;
Ai = i _ Ai in' i_____ Į_lnT lnx lnr 1- 1 lnr

Значит, тогда весь контур L входит в область регулярности функции ζ1 (s). 
Применяя интегральную теорему Коши [6], получаем:

Имеем:

⅛ f -7-ζ1W*=θ∙
L

a+iT

f 7ζ1WΛ 
a—iT

=Σ⅛ f ¼ω*=⅛i(Lj),

J-' Lj i~'

(3.11)

8 Литовский математический сборник.
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где контур L-Llo обходится по часовой стрелке. Ясно, что 
ι÷√-1пх

∣7(L1)∣ = ∣7(t,)∣<≤ J ^io∣τdσ<t^^, 

-√7

(3.12)

∣(M∙y, Z))βω∣ = ∣bfe z) |Ree(x)exp{-argL(j, χ) Imα(χ) }< In'Л 

Далее
Т i__l_ i~l

∣7(Ls)∣-∣Z(I,)∣<J x °∕ln'' dt<x ln'ln'+1T, 

to

Г I—L- 1 1-—
∣7(Ls)∖ = j∕(L,)∖^J x h,r ∣ζ(s)∣4<fc<x ",'lnr.О

При оценке последних интегралов пользовались тем, что в окрестности 
точки 5=1 имеет место соотношение:

W=θ(7⅛)∙

(3.13)

(3.14)
Ясно, что 2πι7

Z(L4)=-e4 I(Le),
2πil 

ибо подинтегральные функции* отличаются лишь на множитель е h 
теграле 7(Lβ) значения функции ζ1 (5) надо брать следующей ветви), 
ме того, направления пути интегрирования противоположны.

Из соотношения (3.8) имеем:l-√- l-√-ш r m г f'W"⅛- f1—ε 
Полагая и = (1 — s) In х,'√1—ε

√=λ+o(∣ /J√ (s-∖)l ' l-ε
получаем, что

лгГ

In* ln г
(Inх) h εlnxεlnx

(In х) h о In х
Г -L J7

- J и *e-"du + -÷r f -1н x ε In хin r 14⅛+θ(⅛)j
h

xsds
h_____

sy∕ (1— s)l

и

e~udu
('-⅛)-i 

_l_ 
f h e~tidu-

i-√l- jIn*

(3.15)

(в ИН- 
и, кро-

(3.16)

(]∏Ar),
при c2≤-i- и 1 (3.17)
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Действительно

*rX -J- 1-Δ
J и h e~u du <ζ(ε In x) h ,0/ ι i , ,—— —-— In In x

u e~udu<^e ,In хIn г — In In х Ci In x In r 
f εlnx e~“u h

,"hΓ7
Аналогично вычисляем интеграл

1-hΓ7
∕ ÷ul-ε (3.18)

где q>0.
Из соотношений (3.16) и (3.17) следует, что

7(L4)=- ∕ I ∖

t,,⅜τlH⅛2π∕ (In x) h

(3.19)

Тогда из равенств (3.15) и (3.19) получаем:

∕ I ∖ π∕i _ π∕i
/(£,)+/(£.)= λxγ∖^ Γ( e"~'i h ) (l+θ(η⅛))≡π (In x) h

4 π(lnx) h 1r('÷θ(⅛l)'"r(y)(lnx) ‘A0χ

ибо Γ(α)Γ(l-α)—r≡-.' , ' 7 sin aπ
Наконец, оцениваем интеграл 7(£б): 1-- 1- —

(3.21)
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Сопоставляя соотношения (3.10)-(3.13), (3.20) и (3.21), полу­
чаем, что

Ml(x) =—, (l+θ(τ⅛-)) + ⅞(x). (3.22)

r(4)(lnx)-*

где I R, (х) I <zyi + ⅛7^+x' ln'+1 r+*,~sr7 ta r<. I___ !_ з_±
«х ,°'ll>*<-taΓr('nx) c'<T⅛- (3.23)1

ПрИ C2≤y.

Из соотношений (3.22). и (3.23) имеем, что

Λ∕1(χ)--⅛(ι+o(⅛))-(In х) h
где

В случае, когда Z=A, т. е. когда множеству P1 не принадлежит лишь, 
может быть, конечное число простых чисел, имеем, что 

ζι(√=ζω∏(ι-⅛).

pepl
Эта функция регулярна и однозначна во всей плоскости, исключая’ точку 
s=l, в которой она имеет простой полюс:

Resζ1(f)= ∏(l-y)∙

pεPι
Пользуясь теорией вычетов [6], имеем: 

'<«-į f ⅛⅛∙'-->Π('-⅛ 

Li pepl
Из однозначности функции ζ1(s) следует, что

Z(L4) + ∕(L6) = 0.

Оценка других интегралов остается та же самая. Тогда

M1(x)≈B0x + θ{x lnr 1πx) = jB0x[1+0 ((lnx) c,)J, c2≤γ∙

Действительно, в этом случае

∏('-⅛) 
4⅛-⅞≡rSl'^÷l

Лемма 1 доказана полностью.
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Лемма 2. Пусть M2(x) — число натуральных чисел т, th≤x, meQ1, 

удовлетворяющих условиям:
m = 0 (mod b ), b ∈ β1, b ≤ β1 (x),
ra ≠0(modZ>p), p∈⅞⊂P1,

где β1(x) — положительная функция, In β1(x) = o(lnx), ф — любой набор 
простых чисел pεP19 p≤r. Тогда

"∙l'>--------⅛∏(1-÷)(1÷0(j¾7=λ))∙

Minx) h Pe⅛

Доказательство. Изучаем функцию

(≡>0∙

где 
[ п ≡ 0 (mod b )

1, когда w∈01, { , n, . м «ч
an= I n≠0(modpδ), p∈ψ,

О в остальных случаях.

Пользуясь теоремами А и В, можем написать, чтоζ*ω≈j⅞^Π(>-⅛)∙ (3∙24)p∈φ
С помощью равенства (3.24) функцию ζ2(s) аналитически продолжаем на 

всю область регулярности функции ζ1(s) и опять применяем теорему А и 
контурное интегрирование. На контуре интегрирования имеем оценки:1∣⅛-∣<-4-> 1 ∏(ι~⅛)Heχp{∑ ,-1-iτbln3,', (3,25)реф p≤r р Ьг
ибо (см. [4], стр. 33)

Σ y = lnlnr + O(l).P≤Γ
Сначала рассмотрим случай, когда l<h. В окрестности точки s=l 

имеем:⅞ω-τ2-P.+O(||-^1)1{ ∏ (1-7)+[Π (i-⅛)Lλ-dI× √(j-1)' p∈φ ∕>e<β
×y∑⅜r1<1-^ (3∙≡6)9=0

где ∣l-5, ∣<τ-!-. При l≥1y≥l--Д~, s — действительное,1П Г in г[∏(1-⅛)] = ∏(∙-⅛)∑⅜(*-⅛r<
<Π(1-÷)∑-⅞l<'"-.∏('-7)∙ (3.27)
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Из соотношений (3.26) и (3.27) получаем, что в окрестности точки 5=1 
на действительной осиζ,ω-----Г1----- П (* -4^)(^o + 0 (11 —i∣))[l+ 0 (11 —jIlnr)](l +* √7≡o' ∕>β<β

Ар+ Σj⅛^o-)∙)—Π(1-7)+÷Π(∣-9=1 b у/ (s-})l pety pety

-7)0[(∑^ ∣ι-^Γ^)(i + ∣ι→M + ∣ι-*l'^^∣nr].9=1
Пользуясь соотношениями (3.17) и (3.18), получим:

,m--λ∙ ^γ(1≠ Π(1-⅛)(.÷o(⅛))÷1—-
2πib(lnx) h 

÷θ(f∏('-÷)l∑^-⅛⅜÷°⅛))∖ реф L=ι ∩n∏+9 а

πli
A9e~ 4 Г (lnx) a (lnx) a ''⅛‰('-7)(1 + θ(⅛)÷

2π∕6(lnx^ Аθ ∕ x(lnZ>+lnr)' Minx)2 a
ибо Г(1 + д — -jr)≤г(1 +g) = ⅛! и ∑(⅛τ)*9^1 при i≤βl' Итак’9=0А"е h r(1^τ)x-------------------------5------ h-J-1-у

2πi b (In х) h

B0xI(Li) + I(Le) =-----------j- i д4(lnx)' 4 ∕,<≡5P
∏ (l-7∣(1+0(j¾^))∙ p∈φ ∏(ι4)(1÷0(j⅛⅛h4)∙ (3-28)

Из соотношений (3.25} и (3.28), а также ранее полученных оценок сле­
дует, что".W------⅛∏(i-7)(1÷0(⅛1^))+a4w'

Minx) a 
где

√- j____ L_ι⅛(χ>i«i¾ωijl⅛-in’r<τb'"r x ,"r lnxlns,-*1 1 l I top.<⅛-≡- (lnx) c, c∙ 'ax ln8r<⅛ Alnax
*
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значит, / \⅛W------⅛⅛Π(i-⅛)(i÷o(j¾H.∂(lnx) h
Случай, когда l=h, исследуется как и в лемме 1. 

Имеем
∕(L4) = ∕(L6) = 0,

'⅛>-v п (ι-⅛)∙∕>∈φ j i∏ (1-7)+0(÷* ^lnx*1^ln3'∙)∙ p∈φ
В последнем случае можем менее ограничить Ь. Именно, когда

то
b ≤ β2 (х) = *1^ 5% c2<y ’

1°r lnsr<⅞x l"r In х In3 г exp { ηj⅛-1<⅞ - exp {ln ln x } < -(tata⅛ta7 ∙х lnf 1пх64—— (1п х) с* (In In x)3
Итак, при Z=Λ, Z>≤β2

*m≈⅛l ∏('-÷)['÷θ(<i⅛) ].
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть p0<a^r, β3>p0, lnβ3 = θ(ln⅛), Q3 — множество нату­
ральных чисел т, все простые делители которых p≡P1, p≤α (р0 — наимень- 
шее простое число в множестве P1), M3(x) — число натуральных чисел 
m≤x, meQ1, делящихся хотя бы на одно из чисел deQ2, J≥β3(x).

Тогда xln ос(In х) h In β3M3 (х) <≤

Оценка, также как и в других леммах, зависит вообще только от k. 
Доказательство. Пусть Θ(т) — наибольшее из чисел d∈Q2, деля­

щих т. Тогда ясно, что
∏ Θ(m)>β"∙ω.m≤x

С другой стороны
∏ Θ(w)=I"]pΨ(a*),
m≤x p≤ameQ1 pεP1

где ψ(p, х) - р степень в каноническом разложении числа J-Im.

ясь леммой 2, получаем, что mf*

ψ (p∙ *К
pn ßqhnpj ∞

(3.29)

(3.30)

Пользу-

(3.31)
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Из соотношений (3.29)—(3.31) следует, что

П \ П _ (,n χ)

p≤α P≤a

ТО

Λf3 (х) <

∑-!^Λ∙,
Р ≤<x 2 lnp<^α,

р ≤axln a■4(In ж) *lnβa xln a'-T(In х) h In β3X

что и требовалось доказать.
Замечания. 1) Доказательство лемм в сущности не изменится, если 

множества P1 и Q1 заменить множествами Р и соответственно Q. В резуль­
тате константу Во придется заменить константой

4-⅛Π(∣-∣Γ,∙рер,
2) Лемма 1 является уточнением одного результата Э. Ландау [7].
4. В этом пункте будем изучать сильно аддитивные функции ∕(w), 

определенные на множестве Q. Имеем

∕(">) = ∑∕(p)∙

Обозначим
Р\т

v / ≠<p), ecjl*, p''~m' 
? m 1 0, если р кт.

Тогда
f(m)=∑fV>(m).

Р
Как увидим ниже, часто достаточно знать законы распределения значе-

ний так называемых 
равенством:

,,урезанных“ функций, т. е. функций, определяемых

Λ(m) = ∑∕w(m)∙
P≤r

Вопрос нахождения законов распределения значений последних же функций, 
используя в 3 пункте доказанные леммы и рассуждая в сущности по той 
же схеме, что и при доказательстве соответствующих теорем И. Кубилюса 
[см. [1], § 4], сводится к определению законов распределения сумм доволь­
но простых независимых случайных величин. А именно, показываем, что„ f fr(m)-Ar ^lΛ∕n∣ ----- jξ-----  <x, meQj

=F,,ω+o(i).Nn{meQ}
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где Λ,=Σ^.

p≤n 
реР

P≤λ 
реР

(4.1)

Fnr(x) — функция распределения суммы независимых случайных величин

Σ^
P≤r 
реР

(4-2)

Xsrp — случайные величины, т. е. измеримые функции относительно некото­
рого вероятностного поля, которого мы сконструируем ниже, принимающие 
значения у) c вероятностью у, и с вероятностью l-j-.

Упомянутое поле конструируем следующим образом. Пусть Q — мно­
жество элементарных событий; Qp — множество натуральных чисел meQ, 
делящихся на р, реP∖ Qk — наименьшее борелевское поле, включающее в 
себя множества Q и Qp, p≤k, p∈P, где kфиксированное положитель-
ное число. Для всех 
дующим образом:

множеств Л ∈ 0r⅛ вероятностную меру определяем еле-

P(Λ)=lim ' ' n→α> Λ∏meβ}

Выбираем поле вероятностей в смысле аксиоматики Колмогорова 
{β, 5» где 5 — конечная система множеств %k.

Легко убеждаемся, что все события ЛеЭ имеют вероятность и что вы­
ше упомянутые случайные величины являются измеримыми функциями от­
носительно нами сконструированного поля. К величинам ζrp применяя из­
вестную теорему Б. В. Гнеденко Į [2], стр. 107], мы и получаем требуемые 

результаты.
Скажем, что сильно аддитивная функция f (m) принадлежит классу Нг> 

если:
1) Pπ→∞ при n→∞,
2) Ba-B, = 0(Bπ), '• = '■(«) = exp{⅛r}∙

По выше указанной схеме доказываем такое утверждение.
Теорема 1. Пусть f(m)eH1. Для того, чтобы выражение

>r I fr(m)-Ar I
Nn I -- jζ-- < х, те Q į

Nn{meQ}

при n→∞ стремилось к некоторой функции распределения с дисперсией 1 во 
всех точках непрерывности, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
такая неубывающая функция К (и), что во всех точках непрерывности К (и)

⅛ Σ ("→∞)∙
∕>≤Λ

f(j>)<uBn
реР
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Логарифм характеристической функции In φ (t) предельного закона вычисляет­
ся по формуле Колмогорова:

∞
In φ (0 = J” (ei'" -1 - Ни) -į- dK (и).

Отсюда сразу следует, что для того, чтобы предельный закон был нор­
мальным, необходимо и достаточно, чтобы для каждого τ>0 при n→∞

⅛ Σ 1«>∣∕(P)l>τBn 
реР

Это аналог условия Линдеберга. Для того, чтобы предельные законы рас­
пределения значений функций fr(m) и f(m) совпадали, ясно, надо показать, 
что неравенство

Į [f(m) - А„) - (fr {m) — Я,j | > о (В„)

имеет место не более как для о/------ -—7-∖ чисел w≤n, meQ.' (1пл)1_Т '
Возьмем подкласс Н2 класса H1 таких функций, которые удовлетворяют 

условию:

где

^^n ° ( In In In л ) ’
Λn = max ∣∕(p) ∣.

p≤Λ
peP

Для функций из этого класса имеет место выше сформулированное утверж­
дение. Для этого достаточно показать, что сумма$= X ∣(∕W-Λ)-(Λ(m)-A)∣<⅜ иЛ"1П|1°2л ■

⅛Vq On«)1 h
Имеем

(4-4)

и тем,I

Σ ÷<

s=∑∣ ∑∕ω- Σ 2F∣≤∑{ Σ ur(p>ι+
т^п p∖m r<p≤n zn≤ п р\т
meQ r<p≤n pep r∏eQ r<p≤β1

+ ∑ I∕(p)I+ ∑
p∖m r<p≤n

β1<p≤n реР
Пользуясь 2 леммой, в которой выбираем βι(w)=exp∣ ln*д”д—

что число простых чисел p>βι(n), делящих w≤w, не больше у"1"” 

соотношения (4.4) получаем:
е V 1 ■ лЛ" 1пи i лЛи ’5< |_1 Σ P+ 1-l lnβ1+ !_±(In л) * '*psfi' (Inn) 4 (Inn) 4 r<p<" л Λ∏ In In In л(In л/ h

что и требовалось доказать.
Из условия (4.3) следует, что асимптотическое распределение значений 

функций, принадлежащих классу Н2, нормально.
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Итак, имеет место
Теорема 2. Пусть f(m)eH2. Тогда при n→∞

„ f f(m)-Aπ Д × и.
Mi j----- Б------ <x, meQ> 1 Г - —

------------- ---------- Γ7½------------------------------------— → —I e 2 du = Φ(x).
Nn{meQ} V 2π J ' ’

— 00

Для этих функций можно доказать и некоторые другие теоремы, аналогич­
ные известным теоремам И. Кубилюса.

5. Далее будем изучать сильно мультипликативные функции, опреде­
ленные на множестве Q; f(m)>0, meQ.

Обозначим Λ* = ∑j2≡-.
p≤n p≤ΛреР рер

Скажем, что функция f (m) принадлежит классу Hį, если log∕(w)∈H2> 
т. е. если f (m) удовлетворяет условию:Л* = о (-Г-Д—),n ∖ In In In n Į
где

Λ* = max∣ log∕(p)∣.
p≤nрер

Из теоремы 2 следует такое утверждение. 
Теорема 3. Пусть f(m)eHξ. Тогда при n→∞

( log f (m)- Л* 1
N" i------ в*-------- <х> meQ∖____ !_______ 2_________________ '___ > ф (х)

Nn{meQ} ψW∙
Рассмотрим пример. Пусть W(m) — число решений целыми числами 

уравнения
m = x2 +y2.

У (m) =Ж (?и) является мультипликативной и имеет вид:Функция

а+1
1
О
1

[[1], 4 §], что,

∏Pβ) =

при 
при 
при 
при

p≡ 1 (mod 4),
р = 2,
p≡ — 1 (mod 4), а — нечетное, 
р ≡ — 1 (mod 4), а — четное.

Известно

значений 
распределения значений сильно аддитивной функции f* (ти), определяемой 
равенством

f*(pa)=f(p) для всех р и α = l, 2, ... .
То же можно сказать и о неотрицательных мультипликативных функциях.

В нашем случае достаточно изучить функцию

когда Bn→∞f предельный закон распределения 

аддитивной функции f (m) совпадает с асимптотическим законом

Г*(р) =

• 2

1

О

при ρ≡∖ (mod4),

при р = 2,

при p≡ (mod 4).
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Выбираем P1 - множество простых чисел вида p≡l(mod4), P2 = {2}, 
a Q — множество натуральных чисел, делящихся только на простые числа 
p∈P1∪P2∙ Имеем

A = φ(4) = 2, /=1,

Λ*= Σ ⅛l~⅛lnlnn,P≤Π p≡ 1 (mod 4)
(⅞*)* = ΣP≤Λ 

р ≡ 1 (mod 4)
Ясно, ЧТО V* (т) ∈ Hį .

Выбрав основание логарифмов 2, применив теорему 3 и выше сделанные 
замечания, имеем при n→∞

N„
log V (т) — -у in ]∏ n

< х, те Q"∣∕ ∙y In In n
Nn{meQ}

Применяя последнее соотношение и лемму 1, находим:

Ф(х).

1 f nx 1/ 4- In In n +-į- In In л IV(m)<2 V * * ∣ =

log V (m) — -g- In In n
-,-(1^φw) √⅝≡^+0(√⅛)'

где ∏(1-÷)l∏ (1-į) ■
p≡ I (mod 4)
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APIE MULTIPLIKATYVINIŲ FUNKCIJŲ REIKŠMIŲ PASISKIRSTYMĄB. GRIGELIONIS
(Reziumė)

⅜Funkciją f (m), apibrėžtą natūrinių skaičių aibėje, vadiname multiplikatyvine, jeigu∕(≡)=∕(m)∕(∕l)visoms reliatyviai pirminių skaičių poroms m, n.Darbe nagrinėjamas tam tikros klasės neneigiamų multiplikatyvinių funkcijų reikšmių asimptotinis pasiskirstymas.
ON DISTRIBUTION OF VALUES OF MULTIPLICATIVE FUNCTIONSB. GRIGELIONIS

(Summary)A function f(m), defined on the set of positive integers, is said to be multiplicative, if∕(mn)=∕(m)∕(n)for every pair of relatively prime numbers mt n.In the paper an asymptotic distribution of values of some class of nonnegative multipli­cative functions is considered.




