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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ СУММЫ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНВ. СТАТУЛЯВИЧЮС

При получении асимптотических разложений по многочленам Эрмита для 
функции распределения Fπ(x) нормированной суммы

-ξ ⅞-M⅝ .
π V^DSn ’

⅛=∑tj,/ = 1
последовательности независимых случайных величин ξl, ξ2, • • • (1 cτP∙ 235, 
2 стр. 97, 3), для плотности pn (х) = F{, (х), в случае абсолютно непрерывно­
го распределения Fn(x) (1 стр. 243, 3), для вероятности P{S,π = tm} при це­
лочисленных ξ7, √=1, 2, ... (1 стр. 257) обычно пользуются асимптотичес­
ким разложением Г. Крамера (2 стр. 90) для характеристической функции 
fn(t) = Mel'i"-.

-JL s^3 -Jl
∕n(0=e^2 (i + 2⅛(⅛)"^2+⅛(∣'Is+1'I3,i^2>)). (1)A=l 3

справедливым в интервале ∖t ∣ ≤ "Į/ γ Tsn, если только существуют М ∣ ξ7∙ 

(∙y≥3) и Mξy = 0, у=1, 2, .... Здесь
к

Ркп (⅛) = ∑ ⅛ (∕7)*+2>7 = 1
есть многочлен степени ЗА: относительно it с, вообще говоря, не ограничен­
ными равномерно относительно п коэффициентами

к^

cjκn<T-^n^ ,

Θj — величина равномерно ограниченная относительно п и

⅛ = ]∕DS,, ‰=∑M∣ςy∣*,7 = 1 к= 1, 2, ..., 1y.

(2)
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Если при n→∞ дисперсия Bin→∞ достаточно медлено, то, как видно из 
(2), при s>3 может случиться, что ‰→0, когда n→∞t и, значит, разло­
жение (1) не имеет смысла, хотя соответствующая дробь Ляпунова

⅛=-⅞-→o (n→∞).
Вп

(Такая ситуация встречается довольно часто в случае зависимых слагае­
мых ξ7.)

Ниже дается асимптотическое разложение для fn(t) по дробям Ляпу­
нова.

Теорема. Пусть ξ1, ξ2, ... - последовательность независимых случай­
ных величин с Mξy = 0, имеюшцх конечные абсолютные моменты М ∣ ξj ∣, s ≥ 3,

Если Lsn→0(n→∞), то для характеристической функции fn(t) в интер­
вале

4 И≤£,л3(s■2,
имеет место следующее асимптотическое разложение 

t* s-l
fa(t)=e 2 (l + ∑βU⅛) ⅛ + Θs(∣ (3)

Здесь
k—2

является многочленом, степени 3(k-2) с равномерно относительно п ограни­
ченными коэффициентами qjkn (выражения для qjkn даны в формуле (23)). Ве­
личина Θj равномерно ограничена относительно nut,

где

s—2 (4)

Для сравнения разложений (3) и (1) заметим, что

причем всегда

k = 3, ...tst (5)

(6)

и

так как

(7)
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при 

где
1 ≤ k' ≤ kn ≤ 5,

Улучшить остаточный член в соотношении (3), в общем случае, нельзя. 
Доказательство. Соотношение (7), а тем самым (5) и (6), следует 

из того, что Bkn является к-ым абсолютным моментом случайной величины 
η с функцией распределения¾p∙ (χ) _ -Р { %1<Х }÷∙ ∙ ∙÷P { 5л<* }
Далее, функция

φ (х) =| lnM I ηx IĮ = I lπ⅛n I, l≤x≤5 (8)

выпуклая, поэтому

φ (λ1 X1 + λ2 x2) ≤ λ1 φ (x1) + λ2 φ (х2) (9)

для любых l≤x1≤5, λ,≥0, ι=l, 2, с λ1 + λ2=l. Положив

xi = Z, x2=-2, λ1 = -γ_2 , λ2 = -7-2 > 3≤fc≤∕≤s,

из (8) и (9) получаем

(10)

Заменой неравенства (7) на более точное (10) и получается разложение 
(3) вместо (1).Л—2 l—kТак как —_2 -j—у—2- = l, τo после умножения обеих частей неравен­

ства (10) на п получаем
к-2 1-к

Bn l~2

-2 d∣-2
В2п ’

ИЛИ
к-2

3≤fc≤∕≤J, (11)
потому что

1-к 
Bl~2-

Вк„
tf2n

Отсюда следует справедливость неравенств (4).
Положим φy(z) = Me'7ξΛ Тогда 

∕-(')=fb(⅛)∙ 

г. j=lВ интервале max σ, l≤>≤n <tf=Dξ), (12)
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имеем

так как

Заметим, что

M⅛)k÷∙ ξ y=1∙2....n∙
φ> (⅛) ■11 ≤м Iz r" ■1 ~,7 ⅜ K⅛σj •1 1

(13)

⅞max β3y∙31 ≤√≤n 
βw=M∣ς*∣, 

Пусть γw(0 = ⅛-⅛ 

ция φ√∕), γw=γ*√(O) и

max σz∙1≤√≤∏ (14)

где
7 = 1. 2............

In φz∙ (z) - А>ая логарифмическая производная функ-л
Г*л = у к j7 = 1

fc-ые семиинварианты случайных величин ξz∙ и Sn соответственно, l≤fc≤s. 
Тогда, в силу (13) в интервале (12), а тем более, как видно из неравенства 
(14), в интервале

∣z∣≤Z,7<^7 (15)
имеем

lγw(⅛)Hθs'^, 7=1,2, ■■■’ 3≤*°∙
Θλ здесь и в дальнейшем величина меньшая по абсолютной величине 

некоторого числа, зависящего только от к. Имеем, поэтому 

или 

где

Дальнейшие оценки получаются как и у Г. Крамера методом мажориро­
вания рядов. Положим

r(z)=ln(√ (zz)ey) = ⅛'⅛(⅛)tz*-2⅛ + Θs∣zHzr2Lm, (16)Л=3
где действительное z изменяется в интервале ∣z∣≤l. Согласно (11) в интер­
вале (15) имеем

5 i ∞
IΠ*)l = Θs∑⅛∣∕H≡r2⅛ = ΘJH3N⅛^2 ∑⅛∣'z⅛^2 |*=Λ=3 ι Л=0

= Θs∣d3∣z∣LΓexp{μzLr ∣} = Θs, (∏)

J ∞ 1
i vj ω i=©' 111∙> i z к ι∙Fr ∑ ⅛ ∣y te⅛^2Jt=O (18)
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.Имея в виду (17), получаем

erω=ι + 2⅛ + Θj∣r(z)∣'→. (19)у = 1
Подставляя*в правую часть соотношения (19) выражения (16) для V(z) и 
собирая члены при одинаковых z степенях, находим

ev^=ff (tz)eτ=∖ + ^lQkn(it)Lknz^ + Rs^{z), (20)
k=3

причем согласно (18)
∣⅛,.n(z)∣ = Θsf ∏3'∣z∣Λtfr f ⅛∣∕zrfr∣t =

j=l k=s-2-J
= Θsf μ∣3>∣zrLfr∣∕zr≡->L√τy^ ∑ ⅛- ∖tzL^ |‘ =

j = ∖ fc=05-2 1
= ΘsLs, I z r2 11 ls^2 ∑ 11 Р exp I tzLs~2 ∣ = Θ, ∣ z ∣'^* (111«+11∣≈ <-») Lsι,. √∙ = 1

Легко убедиться, что

где коэффициенты

5-2
βU'θ=∑¾w+2<'-ι>.у-l

Qjkn A'ι + - Σ ⅛ n
ki,...,kj≥3 1=1
...+kj=k+2(j-D

^'kj∏ Lkįn

(21)

(22)

(23)
j

равномерно ограничены no n, так как

∣λ,J≤F
j kl + ...+kj-2j

• ∏⅛ lΓ~^2 <24>
f=1 <_____________ = 1

Lkn Lkn
в силу (11) и того, что

k1+... + kj-2j = k + 2(J-∖)-2j = k-2.

Положив в соотношении (20) z=l и учитывая (15), (21)-(24), получаем 
утверждение теоремы.

Желая получить для Fn(x) методом характеристических функций асимп­
тотическое разложение по многочленам Эрмита с оценкой остаточного члена 
не только относительно п но и относительно х, т. е. paзлoжęниe для 

x'(f"w^ v⅛ fe 2 du)’
— 00

1 ≤∕≤ s

нужно иметь асимптотическое разложение для производных fπ(t). П. Сурви- 
лой [4] получен следующий результат:
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В условиях теоремы

l m JL
-⅛-[∕.(0-e 2 (1 + ∑ β*n(⅛)⅛)] = Θse3 ⅛(IH*-'+ ∣r∣3<≈-≡>+')Jt=3

при любом 7=1, 2, /и =1y-l.
В случае одинаково распределенных случайных величин m=s, Θs→0 

(n→∞) и
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APIE NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMOS 
CHARAKTERINGOSIOS FUNKCIJOS ASIMPTOTINĮ IŠDĖSTYMĄV. STATULEVIČlbs

(Reziumė)Straipsnyje gautas normuotos sumos Sn charakteringajai funkcijai fn (t) asimptotinis išdės­tymas (3) Liapunovo trupmenomis L∣ζn, k= 1, 2, ..., j (s≥3), esant patenkintai sąlygai 
Lsn→Q(n→∞). 1Išdėstymas (3) galioja intervale 11 ∣≤Ljλ3g-2∖ Jis patikslina žinomą Kramerio išdėsty­mą (1) (žr. [2], 90 psl.).

ON ASYMPTOTIC EXPANSION OF THE CHARACTERISTIC 
FUNCTION OF THE SUM OF INDEPENDENT RANDOM VALUESV. STATULEVICHIUS

(Summary)In the paper an asimptotic expansion (3) for the characteristic function fn(t) of a stan­dardized sum Sn with respect to Liapunov's fractions L⅛n. Ar=ls 2, ..., J (s>3i under the condition Lsn→0 (n→ ∞) is given.a, The expansion (3) is true in the interval 11 ∣≤Ljn 3(y_2) . It improves the well-known Cramer’s expansion (1) (look [2], p. 90).


