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АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НА МНОЖЕСТВАХ ЗНАЧЕНИЙ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ПОЛИНОМОВР. УЖДАВИНИС

§ 1. Введение

Вещественная функция F(m)t областью определения которой служит 
множество натуральных чисел, называется аддитивной арифметической 
(а. а.), если для любой пары взаимно простых т, п, F(mn)=F(tn) + F(n).

По своему содержанию настоящая статья является продолжением опу­
бликованных автором работ [1—3]. Полученные в этих работах результаты 
здесь в некоторой степени уточняются и распространяются на более широ­
кий класс вещественных а. а. функций.

Прежде чем приступить к изложению наших результатов, введем неко­
торые необходимые обозначения.

Пусть л —достаточно большое натуральное число; р, ^ — простые числа; 
vn {...} —частота натуральных чисел m≤ п, подчинённых условиям, кото­
рые будут написаны в скобках; g1(m), g2(m), ...* — целочисленные поли­
номы положительной степени, дискриминанты которых Z>1≠0, D2≠0, ...; 
θ1- (a) (i = 1, 2, ...) — числа несравнимых решений соответствующих сравне­
ний gi (т) ≡ 0 (mod а); r = г (п) — некоторая функция от п, которая каждый 
раз определяется точнее; [х] — целая часть от х; Yp=[-f∏p~] ’

* Для простоты изложения считаем, что полиномы g1 (т), g2 (т), ... примитивны.

1, если pα∣∣m,
О, в противном случае,

где pa∣∣m означает, что pa∖m и pa+1∖wr, ap(m)-целое неотрицательное.чис­
ло, такое что р*Р м\\т\ $p(m)=Toin[a.p(m), F(w), F1(w), ..., Fs{m)- 

вещественные а. а. функции; F⅛∖m) =F(p⅛m)∖ F(m)r= где
и0 —некоторая положительная постоянная; ∏t<p≤r

j≈w.ς-E⅛52L ..... ,);
p≤u р^и1 xG(x) = (2π) 2 J*  ехр{ -pw.

— 00

Результаты изложим в виде следующих теорем.

≠°V)={
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Теорема 1 (аналог закона больших чисел). Пусть g1 (т), ..., gs(m)~ 
взаимно простые полиномы; F1(m), ..., Fs (т) — вещественные а. а. функции, 

подчинённые условиям: max ∣ Fi (pa) | = О ^kBii (n)j, причем Bii (1 gi (п) ∣) <^Bii(n) (z = l, s). Тогда для любой положительной неограниченно возрастающей 
функции ψ (и) <'-υ
при n→∞.

Теорема 2.’ Пусть g1(m), ..., gs(m)-взаимно простые полиномы, a1, 

..., as-любые положительные постоянные, ∑ a~2 = a(s)∙, F1(m), ..., Fs(m) —7=1
вещественные а. а. функции, удовлетворяющие условиям:

Fl(p*}=θ['>.k∖Fj(p')∖]∖ Bjj(n)→∞ при n→∞, -^-≡α∣F√p)∣≤μn,
где μn монотонно стремится к 0 при n→∞. ТогдаJ 1 γ Fj(∖gj{m) ∣)-v4y∕(zι) v" I lΛ^ω ⅛ ojBjj(ri) <xI = G(x) + θjμ,(e х*_2 In* —+ 1 μ∏ )Į c∙2>

равномерно относительно n>n1 их, причем n1 зависит от Fj(m) и gj(m)(.7 = 1, 5).
Теорема 3. Пусть плотность s-мерного нормального распределения да­

ется формулой

где

.... x'~> = 1∕t2⅛ΓP expI ^ 2⅛t∑ι d"x*x'}' (1.3)
и Dм—минор детерминанта D относительно элемента bM; F1(m), .
Fs (т) — вещественные а. а. функции, подчинённые условиям: 
= o{^t,kBil(n)^ , Bil(ri)→∞ при n→∞. Если

max 1 Fi (p“) ∣ = 
Р ≤∏

1 γ Λ(p)^∙(p)θ1(p) ,
Bil(n}Bjl(fi) Δ р

P≤n
i≠J),(1 ≤Z, √≤J, (1.4)

ЬЛ ¼2 • • • 1
при n→∞, то совместные функции распределения

I Fι (I gi (m) l)-^n (л) Fs (| gl (т) ∣)-Λsl (л)<x1, ....(n=l, 2, ...) (1.5)
сходятся при n→∞ к нормальному закону (1.3)..

Во всех теоремах k означает произвольную положительную постоянную, 
не зависящую от р.
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- Σ Π√'0 (s<m)) =

При доказательстве последних двух теорем в основном используются 
метод решета А. А. Бухштаба и некоторые предельные теоремы суммирова­
ния независимых случайных величин.

В § 2 излагаются основные леммы, полученные применением упомяну­
того выше решета. В §§ 3 — 5 доказываются теоремы 1,2 и 3. § 6 посвя­
щается примерам.

§ 2. Применение метода решета А. А. Бухштаба

В самом начале приведем леммы, необходимые в дальнейшем.
Лемма 1 (см. 4, стр. 2). Пусть g1(m) и g2(m)—взаимно простые цело­

численные полиномы. Тогда, за исключением конечного числа целых положи­
тельных а, сравнения

g1 (т) ≡ 0 (mod а) и g2 (т) ≡ 0 (mod а)
не имеют общих решений.

Лемма 2 (см. 5, стр. 345-349). Пусть g (т) —любой примитивный по­
лином степени v с дискриминантом D≠0. Тогда число несравнимых реше­
ний сравнения g (те) ≡ 0 (mod р®) равно B∙(p), если pXD, и не больше vD2, 
если p∖D.

Лемма 3. В условиях леммы 2 количество натуральных чисел m≤n, 
удовлетворяющих сравнению g (те) ≡ 0 (mod а), равно

([Λ] + θ)⅛(a)ι O≤Θ≤1.

Кроме того,
& (ab) = & (а) & (b), (а, b) = ∖,

θ(pα)≤v, p∖D, а>1,

*HPα)≤<α>

где c1-положительная постоянная, зависящая от g(m).
Непосредственно из леммы 3 выводится следующая лемма.
Лемма 4. Пусть p1, p2, ..., pk-набор различных простых чисел. Тогда

k
" n-^-(I-y) + -R(fc)> ec^u (Pl ∙∙∙ Pk> β) = 1> 

i=l
s («; Ą'........... P°kk).- если (p1 ... pk, D) ≥ 1, 

где
∣Λ(*)∣≤2S>(λ) ... 2θ(p*)≤(2v)*,

s<n'- p↑........... P↑k)^{p↑} ■■■ ^⅛)(^⅛ + 1)≤(W(-r4→l).
pι ∙ ∙ ∙ pk pι * "pk

Лемма 5 (см. 6, стр. 9). Пусть g (т) —любой целочисленный полином, 
разлагающийся на s взаимно простых неприводимых множителей. Тогда

Σ =51nlnn + c2 + o (1),

>где с2 и в дальнейшем c3, ci, ...—положительные постоянные, зависящие 
i от полиномов, но не зависящие от п.
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Пусть теперь g1(m), .... g5 (zn) — любые взаимно простые полиномы, 
определены’ в введении. Обозначим через vi степень полинома gi (т) (z = 1, 
..., 5). Для краткости записи положим

v = v1+ ... +v,, θ* (p)=θι(p)+ ... + θ5(p)∙
Согласно лемме 3 θ∙,∙(p)≤rl∙ (z = l, ...,5), и тем самым θ*(p)≤v. Далее 
мы воспользуемся результатами вышеприведённых лем^, чтобы' ввести но­
вые величины для полиномов g1(m), ..., gs(m)f необходимые в даль­
нейшем.

Итак, на основе леммы 1 мы можем подобрать такое положительное 
число δ1, чтобы для всякого p>δ1 ни одна пара различных сравнений 
gi (т) ≡ 0 (modр) и gj (т) ≡ 0 (modp) (i, j = 1, ..., s) не имела общих реше­
ний. Следовательно, для таких р число несравнимых решений сравнения 
gi (т) ... gs (т) ≡0 (modр) равно ∙9∙* (р). Далее, положим δ2 = max (∣ D1 j, 
...» |Ą|). Тогда по лемме 2 заключаем, что каждое сравнение g,∙(w)≡ 
≡0(modpα) (z = l, ...» 5) при всяком простом p>δ2 имеет bi(p) несравни­
мых решений по модулю р*. Наконец, введем последнюю величину, пола­
гая δ = max(δ1, δ2). Тогда имеет место следующая основная лемма.

Лемма 6. Пусть g1 (zn), ..., gs (w) — взаимно простые полиномы, сумма 
степеней которых равна v; r = r (п) — функция от п, подчинённая условиям 
г >2, ln г (п) =о (In п) при n→∞', B1, ..., Bs, b1, ..., bs — натуральные 
числа, делящиеся на простые числа, большие п0, причем B1... Bsb1... bs≤

4__
≤]∕rtj ф —любой набор простых чисел, больших п0 и не превосходящих 
r(ri), где n0 = max(δ, 2v). Тогда число натуральных m≤n, удовлетворяющих 
условиям

gi(т)≡0(modB1Z>i) (i= 1, ..., j),
gl(mi)^0(modb∣p) (ι = l, ..., pe⅛β, p∖Bl),

равно 0, если числа Blbi (z = l, ..., s) не являются попарно взаимно про­
стыми, или ∏ w ∙∙:∏ »<w ∏0+0w)∙p∖B161
в противном случае, гдеI о, v(p)=∣ 1,I »*(P).

P∖Bsbs

если p∖B1 ... Bs,
если pXB1 ... Bs, p∖b1 . 
если p∖B1 ... Bsb1 .

..bs,
..bs,

!lnn ∕1 Inn t 1 1 1 1 1 1 c 1 In lnln Inn- 32ta7(lπ 32ta7 + ,nlnlnlnn-1 -ln6υ + c≡ In In ln nl ln ln n+ -^∕IiΓ rιpu

)!+1 ln nln r < τ-=— , Inlnn
R=- ))

1 - ln nпри In г ≥ 7-i—. r ln ln n
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Доказательство. Мы можем предполагать, что j⅞⅛∙ (i=l, ...» л) 

попарно взаимно просты, так как в противном случае согласно лемме 1 
система сравнений (2.1) не имеет решений.

Обозначим через Q(B1, ..., В„ b1, ..., bs, ЭД количество натуральных 
чисел m≤Λ, удовлетворяющих системе сравнений (2.1). Поскольку простые 
числа р, принадлежащие к $ и делящие b1 ... bs, больше δ1, мы можем 
согласно лемме 1 систему (2.1) заменить более простой, но равносильной 
ей системой сравнений

gi(m)≡0 (modH∕¼) 0 = 1, ..., j),

gi(m)≠0(modbip) (i=l,...,s∙, p∈φ, p∖bh p×Bi), (2.2)
gi (m) ... gs (m)≠0 (mod р) (реЭД p×B1 ... Bsb1... bs).

Для определения количества натуральных wi≤λ, удовлетворяющих новой 
системе сравнений (2.2), выделим целые положительные степени простых 
чисел ^α∣∣¼ (ι = l, ∙∙∙, j)> Для которых />еЭД Исходя из того, что простые 
числа р, входящие в канонические разложения чисел bh по условию леммы 
больше δ2, получаем для всякого выделенного pα∣∣¼, что множество нату­
ральных чисел m, для которых pβ∣∣g,(m)(ι = l, ...,s), содержит (p-l)fy(p) 
классов вычетов по модулю pa+1. Для остальных pa]∣B,¼ множество нату­
ральных m, для которых gt(m)≡0(modpβ) (f=l, .... j), содержит bi(p) 

классов вычетов по модулю р®. Тогда множество натуральных m, для ко­
торых

f g, (τw)≡0(modBf ¼)
I gi (m) ⅛ 0 (mod bip)

0 = 1,
0=1,

•0,
j; реЭД p∖bh pχBi),

содержит

ω = φ( ∏ p)∏ ∏ ⅛l(p)P≡φι P∖b1... Ъя ∕=1 P∖b.Bj 
p∖B1 ... в5

классов вычетов по модулю
B≈Bl ...B,bl...b, ∏ р,

PftyιP∖bl.. .bs, 
P×Bl ...Bs 

где φ(p)-функция Эйлера. Полученные классы вычетов по модулю В 
представим следующими сравнениями w≡ajt(modB) (χ=l..........ω), где ах-
некоторое целое число.

Пусть теперь p1<p2< ... <Pλ~все простые числа, которые принадлежат 
к $ и не входят в канонические разложения чисел Bl bi (i = 1, ..., j). 

Обозначим через А (ax,, В; p1, ..., pλ) число натуральных m ≤ я, удовлетво­
ряющих условиям

w≡aχ(modB),
gι(m) . gs (m) (mod pj) (y = l, ..., λ).

Когда множество {p1, ...,pλ} пусто, через А (а, В} будем обозначать 
число тех m≤n, для которых w≡aχ(modB). Тогда, очевидно,

Q(B1...B,, b1...b,-, φ) = 2^(<⅛, В; ⅛, (2.3)
Х“1

17 Литовский математический сборник.



258 P. Уждавинис

Далее, для оценки числа А (αχ, B∖ p1, ..., pλ) применим метод решета 
А. А. Бухштаба [7 — 8]. Для этого обозначим через Wzσι...... σ.(n) число тех
w≤w, для которых m≡a(modB) и g1(m) ... gs(m) делятся на pa ... pσ . 
Для пустого комплекса (σ1, ..., σ1∙) величина pθι ... pσ заменяется едини­
цей и соответственно пишем W0(n)=A(a, В). Имеем:

иг....... .,(»)=»* (РО1) • • • »* (Pj ®) • I ® I ≤ 1 • (2-4)

Теперь докажем, что А (а, В; p1, ..., pγ) удовлетворяет неравенствам

2 (- 1)' Wa........<,i (и) ≤ А (а. В; pl............ pλ) ≤
(σ1, .... σf∙)eΓ

≤ ∑ ....... (2.5)
(σ>......... σf.)eΓ

где Г и Г - совокупности комплексов (σ1, ..., σf), вводимые в [7]. При 
этом укажем, что при доказательстве нашей леммы будем пользоваться обо­
значениями и необходимыми оценками статьи [7].

В самом деле,
W<,t.......<,.(n> ∑ 1>

т ≤ л, m≡a (mod В)
gi {m)... gs (m)≡0 (mod pθj ... Pσ,)

причем для пустого комплекса pσι ...pσ заменяется единицей. Поэтому

∑ (-ιyw'<,........«,.(») = ∑ ∑ (-1)'.
(σ1, ..., σj∙)∈Γ m≤π (о„ .. ., σf∙)eΓ

m≡a (mod В) pσι' "pcygl(m)... gs(m)

Но, если для w≡α(modB) произведение g1(m) ... gs(m) взаимно просто со 
всеми p1, ..., pλ, то среди всех комплексов в Г только пустой комплекс 
таков, что р ... p<j∖g1 (w) - gs(m); р ... pσ для него заменяется едини­
цей, и тогда для такого т

∑ (-l)i = l.
(σ1.........σj∙)eΓ

Pσι∙∙∙Pσ.∖8ι(m)∙∙∙gs(jn)

А если для т ≡ a (mod В) произведение g1(m) ... gs(m) делится на некото­
рые числа pjχι, из p1,¾..., pλ, то беря в качестве Г' часть Г, со­
стоящую из комплексов,f все элементы которых заключены среди μ1, ..., 
μr, получаем согласно комбинаторным принципам решета, что для такого 
m≡a (modВ)

∑ (-l)'= ∑ (-l)i>0.
(σ1, .... σj.)∈Γ (о,.........σf)eΓ'

Pσ, ∙ ∙ ∙ Pσ.∖g^m> • • ■ Ks("∣)
Следовательно,

∑ .∙..,σ,(")> ∑ l=A(a,B-,p1, ...,pλ).
(ol, .... σj.)eΓ m≤n, m≡α(modB)

(gι(m)... gs(m), Pl...Pχ)=1
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Аналогично доказывается, что имеет место левая часть неравенства

(2.5). Заменяя в неравенствах (2.5) W<h.......σ. (и) выражением (2.4), получаем:θ*(pσι)...θ*(pσ,) _
---------------------- ------Bo ≤ Л (а, В; p1, ..., pλ) ≤A(a,B) ∑ <~1)'(□1........σj.)er Pσl∙ ∙' Pai

∑ (-l)'(σ1, .... σ,)∈Γ θ*G>σι)...θ*(pσ,)
÷B0, (2.6)

где

Bθ ≤ 2 »* (∕,σ,) ∙ ∙ ∙ ** (р,.) и(О1........σ,)er
Возьмём в качестве чисел x1, ..., х\

Λ>≤ 2 9*(Pβ)∙∙∙**(P<,)∙
(О1......... σl∙)ef

θ*(Pσι) 
решета числа-----Л'σ1 Ра.

тогда в новых обозначениях соотношения (2.6) можно записать в виде

А (а, B)B-B0≤A(a, В\ p1, -.-,pλ)≤A(a, B)E+B0, (2.7)
где

E = Et+1= (— l)'Xσ, ... Ха.(О1........σj.)εΓ
Далее, положим--4⅛d∙,.∣( al∙' ÷______s L∖ In л In я

ln^"

И E=El+l = 2 (-0'*σ1 ∙ ∙ ∙ ¼ •(°1..........σ1∙)≡Γ
κι = ×2 = • • • =х, = 2;

λ=i÷4->Г п
10, если lnr< 4-l∏-⅛^-,’ 2 4v

21nrГ n In In п—In 4v ^∣ 1 h 1 InnI------- j∏------- J’ если taf>τtoτr∙
После этого обозначим через λfl (a=0, ..., t) — индекс наибольшего pi, для 
которого выполняется неравенство pf≤exp{Λ-alnr}, и через S^ — i-ю сим­
метрическую функцию от величин xλfl+1, .... xλa~1 (a=l, ..., /+1), кото­
рая равна 1 при /=0, а при ζ>λfl-1-λfl нулю.

Сначала рассмотрим случай In г ≥In. Воспользовавшись оценкойΣ 1=⅛+λw- ∣*ω∣≤tai⅞7∙
P≤X

выводим

W = ∑
λa<'≤λa-ι

=≈t4(⅛r÷'∙*÷(⅛), <^-ι>).

Но по определению t

~r~ ≤ ~г—=-г~ exp { Ип ä } ≤ -γ-^- exp ∣ln —2!nr ∣ ≤----- ?-----In r In r In r r l > In r r I , In n ∣ , In nl 1∏-1— , In—i— 14v 4v
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Следовательно,

^υ<√-^+i"λ+t)<T=6ot
,nτr

при а=1, .... г, (2.8)

откуда, считая л ≤w0, имеем:
• Аг+1

1Ti-4 2 2
λfl<'≤λfl-ι

π∙= . ∏ (1-λfl<*≤λfl-l &*(Pi) 
Pi

I > exp { - 12vr }

при а = 1, ..., t.
С целью оценить Е сверху и Е снизу оценим функции Фо и Φfl 

Для этого вводим функцию v(x) 

-Ч t
решета следующим образом:

(2.9) 
решета.

при a = t,
которая определяет области Ja и Ja комплексов (ι1 ..., tfl), таким 
разом, как указано в [7]. Ввиду соотношения (2.8) ¾υ<l для 
поэтому

(2.10)

же об- 
всех а,c(l) λ.∙

S<o < S<,-,) S(1) < S(i~ ,> и Sω < —— ≤ -^L . 
a a a a a Н И

Воспользовавшись (2.11) и проделывая аналогичные выкладки как и в [7], 
выводим:Ф = У So', s⅜-.,s<.÷l⅜-<6t,τ*yι√ 6vτ yfa^u 
ψ° Δ aι ∙∙∙°o-ι ‰ " χ0! \1—(6vτ)τ∕

01. .... la-ι^eja-ι

где z определяется из уравнения z = 1 ÷ (6υ)τz1+ττ2τ. Отсюда и из (2.9) ‘ 
следует, чтоφ = lι + ^+... <(⅛Ξ>Σ π1 π1π2 κ0! \1— (6ι>τ)τ /л=1e12vτ

(2.H)

(α = l,...,/),

≤

X6vτz)κoЗ-!
1—(6vτ)τ cτpe'-X. { lnκ0 + ln In g- 1-in Go—О (⅞^) + O (*^)}

Так как ln^-=lnlng + θ(-^y^ и при n→∞ величины τ и

мится к нулю, тоφ< (‰τz)×1 κ0!
Подставляя вместо κ0 и g их значения при соответственно подобранных
положительных постоянных с3 и с4, получим

φ<jR1= ■

eχp{-⅛⅛(ln3^ + lnjnlnlπ,1-1~ln6υ + c> 1"lnn⅛ln7 )] 
h , In п 1 In nпри -h- In —i— < ln Г < -τ-∑-----r 2 4v lnlnnln n

I In« ∕1 In« , 1 1 In« 1 ic, 1”!° lnr 
eχp∣ ~ 32in7∖ln 32in7+ n n-in^r^- ~,n6υ + c4 ~“Тпл- 

lnto7ln n
)l

при In г ≥ Inin«
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Совершенно так же, без изменения хода рассуждений, с теми же оценками 
выводим, что и Φ<jR1. _

Заметим, наконец, что все условия решета для оценки наших Е и Е 

соблюдены и поскольку ∙"..1-∏('-j⅞=4∙/=1ТО
E=E,+1<π1 ...π,+1(l+Φ)<∏(l-*^-)(l+R1), (2.12)/=1 1
E=E,+1 > π1 ... π,+1 (1 - Ф) > ∏ (1 - (1 - R1). (2.13)ι=l *

Оценим теперь Ло и Для этой цели обозначим через Г* и Г* части 
Г и Г, состоящие из тех комплексов, все элементы которых взяты из под­
множества λr+l, ..., λ. Тогда вследствие (2.10) имеем следующие соотно­
шения:

Λ>≤ ∑ »*(₽,,)∙-∙θ*(p√=
(σ1,.... σj.)∈Γ

= ∏ (1+θ*<Λ√) Σ (λ,1) • • • (pa)< 

λ,+1<σf≤λ, (σ1......... σ.)∈Γ*

⅞≤ Σ *,⅛) ∙∙∙**(po,)=
(σ1...........σ.)∈Γ

= ∏ (1+H⅛,l)) ∑ &*(/>..) ...s*(Po,).

λt+ι<ai≤λt (σ1......... σj.)eΓ∙

Теперь, если в комплексе (σ1, ..., σ1∙)∈Γ* среди чисел σ1, ..., σi имеется 
⅛ чисел, лежащих между λ0 и λ1, ι2 чисел, лежащих между λ1 и λ2, и т.д., 
ιa чисел, лежащих между λfl-1 и λfl, где α≤r, то (ι1, ..., tfl)∈Jfl и, следо­
вательно, ⅛+...+-Ji⅛i-≤>⅛ + -f-+... +-A⅛i-<κ<∙ + -⅛-∙
так что каждому комплексу (σ1, ..., σz)∈Γ* может быть сопоставлено 
число

2, ≤∕,□1 • • • ръ ≤⅛⅛ • л:_, < ≡χp{in r (‘i+⅜ + ∙ ∙ ∙ + √⅛)} ≤
≤ exP I («о+-J⅛~) b r I.

Точно так же получим, что
(¾) ∙ ∙ ∙ θ* (Pσ.) < exP { (×o + -jrp) In г } •

Поэтому, проделав то же самое и для ∕ζb выводим:

Ro < (2v)*, exp { 2 (κ0 + -⅛⅛∣-) In r J . 

Ro < (2t>)λ, exp 12 (κ0 +ln r j .
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Но

λrIn 2υ< exp {A-rlnr } In2υ < In n < Inn, 2×0 In r ≤ In r =

= T6inn∙
64 In nIn n ---- į------) 1 In r < -į- In n. . In λ ∕ 10,n^4^Γ

Следовательно,
Rl,<n'l3, ⅛<nw. (2.14)

Так как A (a, B) = -⅜- + Θ, ∣Θ∣≤ 1, то подставляя правые части соотно­

шений (2.12), (2.13) и (2.14) в неравенства (2.7), получим:∣∏(i-^)(i-⅛+o(≠'1)<⅞. в; л......... а)<
i = l

<⅜fl(ι-≡)(i÷⅛+θw,

i=l

Принимая во внимание, что
___

R1>n 8

ПО-i=l а* (А) 
Pi

В B1...Bsb1...bs ∏ р > Уn ’
рер

P∖bl...b5

Уl <ξ exp IV ∑ (-j- + О ( j « (In г)”,

имеем:

А{а, B,pl, ...,λ) = ^∏(1-^)(1 + ow).

ι = l

(2.15)

Остается рассмотреть случай In г < In . В этом случае числовую 
функцию υ(x) определим таким образом: v(x)=υ(λ)==0 при 0<x≤λ. Тогда 
совокупности Г и Г совпадают и неравенства (2.5) превращаются в следую­
щее равенство

А (а, В, p1.............. pλ)= ∑ (-l)'lT<,........ ,,.(»)• (2.16)
(σl..........σj∙)∈Γ

Теперь, подставляя в правую часть (2.16) соотношение (2.4), имеем:

А (а, В; p1, ..., p,) = -⅛-

(σ1,

∑ (-l)i
• •. σl)≡Γ.+ σ( ∑ ⅛*(A,) ∙∙.⅛*(A1))∙

(о„ .... σl∙)βΓ

Отсюда по определению совокупности Г с / = 0 и υ(λ)=0 непосредственно
выводим: ..............A)=⅛Π(ι-j^MM∙ ι=l
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Так как при lnr<-^-ln-^-

λln2υ<Hn2υ<lπ2υ(-^-)2( r^<-^-lnw, ∩ (1 - ) 1<(lnl∏w)v,1∙=ι 1
то

А(а, В; p1, . . ., pλ) = ±- ∏ (1 ~^l} (1 + О (n~^ (lnlnw^)). (2.17) 

i=ι 1 ' '
Наконец, объединяя (2.15) и (2.17) ⅛ подставляя в (2.3), получаем: 

Q(B1, .... Bs, ⅛1, .... bs-, <Р)= i į ∏ (1—ψ≤-)(l + O(Λ)) =t χ=l. pe<p
p×B1... Bs bl... bs

-⅛...Λ.. .t, ∏∏a-w∏(1-j¾gt)(1÷°H)-ι = l P∖Bjbi peφ
Лемма доказана. •
Для дальнейших рассуждений нам понадобится ещё одна лемма, кото­

рую мы здесь приведем.
Лемма 7*. Пусть g (т) — примитивный полином степени v и с D≠0∙, г = 

= г (и) — функция от п, удовлетворяющая условиям lnr≥ln2z3w и lnr(n) = 
= o(lnτz) при n→∞∖ {b} —множество натуральных чисел, в канонические 
разложения которых входят лишь простые числа, не превосходящие r(ri). 
Тогда число натуральных m≤n, для которых g (т) делится хотя бы на 
одно из чисел b≥u, где 2<u≤g(ri), не превосходит с7иехр { —ΓT∏r~}∙

Доказательство. Обозначим через у оцениваемое число и через 
наибольшее Ь, делящее g(m). Тогда, очевидно, при любом положи­

тельном / имеем:

lnz<g (т) ξ ≥j>lnzw. (2.18)
τπ≤n

С другой стороны,

s=∑ ln'<s(">)>≤∑ ( ∑ in∕>α)z≤∑ ( 2 ηw(⅛("1))ln∕,α) •'n=≡π Pαl∣g(m) m≤n ∖α≤∣g(n)∣
P≤r P≤r

Далее, по формуле мультинома 

s≤∑ i Σ τ⅛ ∑' × m≤n √=1 ll + ...+∣j=l Pι,∙∙∙,Pj
I1≥.. .½IJ½ 1∏∏∣g(n) и Γln∣g(n>∣]∕ lnp1 J a . , lnp∕ a ∖ I.

×( Σ ∙∙∙( ∑ ч’1’(g(m))lnpjΛ',a1=l <zy∙=l
где штрих указывает, что простые p1, ..., pt являются различными, каж­
дый из которых не больше г(п), и что суммирование ведется по всем воз-Лемма 7 в менее общей форме впервые Доказана Μ. Б. Барбаном [9].



264 P. Уждавинис

можным перестановкам простых p1, .... pt. Отсюда, замечая, что произве­
дение (т) ∙rfpaji (т) при различных αl и а, равно нулю, получаем:Γln ∣g(π)∣1 ∏n∣S(n)l'1/ l lnpf j L In Py ■1

s≤∑ Σ -v...ιiι Σ Σ lnM,∙∙ • Σ lnz<pj> ×7=1 ∕1 + ... + ∕y.=∕ 
ι1>., .∙*ιi*∖

Pi, ∙∙∙,Pj α,= l a∕=l
(г1

m≤π * 1

и в силу второй оценки в лемме 4i
S<n(ι>P2)'∑ 2

7=1 ll + ... + lj=l 
ll≥. . .>∕y.>l 

Так как

Z!∕1!...∕y! ∑ln7t ра 
Ра p≤r a5≈ 1 ∑ln^ ра 

ра
P≤ra≥ 1 +(vo2 2pa≤ I g (л)1P≤Γ l∏Pa),∙

∑÷yf- = O(k'.lnku) 
р<и a⅛ 1

И fln Į g (л) ∣∙∣L lnp -I
∑ ln∕>a = ∑ln∕> 2 a<ln2lsWI∑ ⅛-<cot,2-⅛T1Pa≤∣g(n)∣ p≤r a=1 Plζr
p≤r

то при соответственно подобранной постоянной с6

S<n (cβυD2lInr)l + (cβv3Z>2 - Г^п” ) • (2.19)

Подставляя оценку (2.19) в неравенство (2.18), находим, что

у < п (c6vD2l In r)' f 1 1 1 ∕ ^rlnaΛ.√l lnztt 1 л ∖ Zln3r ) J *
Откуда при / = [—,⅛°"lnr ] и оценке7 ιn v* r ln*n < in I WI ∕ln8z ecβτ>Dalnr (In г + 2 In v) < -i- In n + 1п1/3 n < -∣- In n 

следует, что
'≤neχp{--⅛M(1+°ω)∙ 

Этим лемма доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 1

В силу очевидного неравенстваF((∣Λ(m)∣)-4<(Λ)⅛(∏) Fi (∖gi(m) I)-Aii(n) χ2 
Bii(n) )

нам достаточно показать, что

≈-Σ(Σ
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С этой целью дважды применяя неравенство Коши, выводим:

+Σ ( Σ _ (p∙))2+Σ ( -Σ _ f> О’’))2+m=1 p≤Λ0, pα≤∕^Λ^ m=1 p≤V~nt pa>V~nPa∣∣g(m) Pa∣lg(m)
i i z

+ ∑( ∑ Λ(p*))2j. (3∙1>л>=1 р>У ntpa">V п * '
pa II g(m)

где
*,.(») = ∑ Р.(Р’) Л (/>“), Pi(∕^)=-^-(∙-y) 0 = 1........... ∙f).

P>nt,pa≤V п 
и л0 —постоянная, определенная в лемме 6.

Пусть при оценке каждого члена правой части (3.1) F (m) означает лю­
бую из функций Fj(ni) (√ = 1, 5), а g (m), A (n), В (n), К (п) — соответ­
ствующие gj (m), Ajj(n), Bjj(n), Kjj(n).

Из леммы 3 следует, что

∣k(b)-λw∣≤∑ -L⅛H±ω+ 2 ∣^)^a⅜.+ ς ∣⅛>⅜⅞+
P^πo У п <p≤n ра^У п , a> 1+ ∑~≡^U∣+sω ∑ -^-+b(V7) ∑ ⅛≪≡ω∙ (з.2> Pa≤lz л У п <p≤n ра, а>1

Теперь обратимся к последующим двум суммам. В силу леммы 4 имеем: 

∑ ( ∑ ^(pa))2= ∑ ^2(p∙)∑ηlf°c, (?(»>)) +

m=1 P^∏o, pa^Vr^rΓ p≤n9,pa≤V~n m=,
Fa II g (m)

+ ∑ f(p*) ∙f⅛β) ∑ η<',a, (g (m)) η,,,e, (g (",)) <p≤π0, pa≤V Л .W1=1
9≤n0, n

P≠q

^≡o⅛){ ∑ ∕⅛+ι)+ ∑ √^b⅞-+ι)hp≤π0, pa≤Vz n P≤∏o, ptt≤V л<7≤∏0. gβ≤∕ л 
P≠q

<∙(∣+ Σ ⅞+(∣+ ∑ ⅛),∣<∙-pa≤∕ n , a> 1 pa≤∕ n , a> 1
∑( ∑ f(p∙))2^(W){ ∑~ a24θ>-+1) +
m=i P≤V л , £®>/ л • __ p≤y n

Pa II g (m) V n <pa≤∖g(n)∖

+ _ ∑ a*β4(τ⅞r+1)},≤
p≤V n_, Vл_<р“<|g(«)I 
q≤V n , / n <q*⅛lg(n) I

(3.3>
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««•<v»>{ ∑ 4÷( ∑ ⅛),∣÷
pa, a,> I p“, α> 1

+fi≈(l∕")( 2 at]∖nB2(l∕n). (3.4)p≤∕ n , pa≤ I g (л) I
Далее, ввиду того, что для каждого т число простых чисел р > ]/ п 

при достаточно большом п, делящих g (m), не больше 2υ+l, v-степень 
полинома g(m), выводим, что

∑( ∑ ∙F(Pβ))2<B2(lff('>)l)∑ ( ∑ ≈t)2<<т= 1 p>V п , pa>pf Л Л1= 1 p>}Λ Л , pa> V лpa∣l^(∕n) Pa II g(m)
<⅛n(2v+ 1)≡<*+∏B2 {∣g(n) ∣)<⅛∏jB≈(и). (3.5)

Займемся в заключение оценкой первой суммы неравенства (3.1). 
Согласно лемме 4 имеем:

=»{ 2 ^(pa)p(pa)+ ∑ f(p∙)f⅛β)p(p*)p⅛β)I+
p>n0 ~p>πo,pa≤'∏ л<7>π0, <jp≤∕ п 

P≠Q + о{( Σ-1F(rt∣)2j.pa≤∕V
Γ(p*)ξF⅛β)p(p*)p.⅛β)]<( ∑

^)^(V")∑^(n),Ptx ‘a> 1
то

Σ F(l<r(m)∣) ^H + θ( v7Λiz"y ),m=l V n

∑f2(∣sW∣) _=«K2W+o(«52(VV)).
т= 1 π (3.6)
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Оценим ещё К(п). Имеем:

∣χ∙(n)∣<⅛5(Vn)∣ 2 -V^-+ Σ ^∙}≤lnlnΛ5(Vn),p≤∕ п pa, а> 1
откуда и из (3.6) вытекает, что

∑ (f(⅛ (m) ∣)^τ - к (и)УnB≡ (Ул). (3.7)

Собирая теперь (3.7), (3.5), (3.4), (3.3), (3.2) и (3.1), находим S<ζn.

§ 4. Доказательство теоремы 2

В самом начале укажем способ, позволяющий свести изучение инте­
гральных предельных законов для аддитивных арифметических функций к 
изучению предельных законов для сумм некоторых независимых случайных 
величин. С этой це.лью построим следующее поле вероятностей.

Пусть n>n1, где n1 достаточно большое число. Положим

где c9 = 4max(c<0, ..., c<∙°) и cθ>(√ = l, ..., ^-постоянные, определенные 
в лемме 7 соответственно для gj(m). Так как

то

вследствие чего г(п) удовлетворяет условиям лемм 6 и 7. Обозначим через 
q простые числа, подчинённые условиям w0<^≤r, где и0 — положительное 
число, определенное в лемме 6. Пусть 9l = {l, .... n}∖ {δ1, ..., δj}~ 
упорядоченная система чисел, которые все равны 0, либо одно равно а 
(1 ≤α≤γ9), а все остальные 0. Кроме того, пусть δ9(w) равно a9(zn) при 
az7(w)<γg и γg при at7(ra)≥γ<r Далее, для любого q и любой возможной 
системы чисел {δ1, ..., δj} обозначим через 5R9(δ1, ..., δj) множество тех 
λj≤w, для которых δ9^gy (w)j = δy(y= 1, ..., 5). Пусть g-наименьшая ал­

гебра множеств, содержащая все 5Rρ(δ1, .. ., δ5). Тогда JJ с функцией мно­
жества vn{w∈9I} образует конечное поле вероятностей, по отношению к

которому функции У FW являются случайными- величинами.

Действительно, очевидно, сумма U5R9(δ1, ..., δj) по всем {δ1, ..., δ5} 
равна 91 и для двух различных систем чисел {δ{, ..., δj} и {δi, ..., δ^} 
множества 2R9(δj, ..., δi) и 5R<7(δ'{, ..., δ") не пересекаются. Поэтому лю­
бое множество алгебрьг 5 можно представить в виде суммы множеств типа 
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где
*∕=∏<7δJ,,. O≤S⅛>≤γ,,

Я

и, очевидно, к j попарно взаимно просты.
Найдем теперь частоту v„{ ... } для множества U'2I(Ar1, ..., ks), штрих 

обозначает, что сумма берется по некоторым возможным системам {k1, 

.... ks}. Заметим, что любь!ё два множества 21 (k1, ..., ks) не пересека­
ются. Поэтому

»» { m∈U' ^ki, ...,ks}='∑∖{mεK(k1..............к,)}.

4 __
Если теперь k1 ... ka ≤ ]/ п , то по лемме 6 имеем:

где

‰ { теЧй. (k1..............к,)} = ∏ π, (fcl, к,) (1 + О (μj)) ,

Я

1 θ* (σ)

π,‰... fc,)=1 Λ^(1-÷)∙ если
θ>∙(σ) 
gγ9

Отсюда и из оценки

если-

если

α9fcj∙.∙^)=θ,

a.q (k1 ... ks) = cιq (kj) = α, 1 ≤ а < γq,

∑ ι {m∈9l(kl, .....*J}<μj. 
kl...k^V~^

справедливой в силу леммы 7, следует

v„{ m∈U- Sl(fc1.......... fcj)} = ∑ i ∏ π, (kl, ..., к.) (1 + О (txJ)) + О (μj).Ai
Так как выражение •••> ks) согласно лемме 6 пред-

kl...ks½V~n «
ставляет собой асимптотическую плотность множества натуральных чисел, 
удовлетворяющих условиям δρ(g1 (w)j=δρ⅛), 8q[gs (w)j = 8q (ks) для 

4 __
всех q и хотя бы одной системы {k1, ..., ks} с k1... ks ≥]/ п , то по 
лемме 7 оно равно O(μS). Итак, окончательно имеем:

vn{w∈U'2I(fc1, . ..,fc5)} = ∑ ∏π√*ι, . .∙, ks) + O(μtn),

я

где оценка O(μ∏) равномерна для всех сумм U'2I(fc1, ..., ks). Наконец, 

очевидно, что сумма J~I⅞(^ι> ∙.., ks) по всем возможным попарно
kl...kji q

взаимно простым k1, ..., ks равна
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Теперь после произведенной выше подготовки зададим для всех мно­

жеств 3I∈5 новую вероятностную меру P(¾) посредством равенств

равны О,

если δj5> = a,

1 _ _ если все δ<1Λ ...я 1
πω⅛a) (у = 1, ..., 5; l≤a≤γ<z), 
а все остальные δj^ равны О,

где
если a = 0,

если l≤a<γ9,

если α = γσ.⅜∙ (g)
q*q

Очевидно, равномерно по всем ‰g

vn{w∈Ql}-P(5I) = O(μ≡).

Введем относительно новой меры Р случайные величины 
лагая, что

7=1
Тогда случайная величина ξ7 принимает значения

А i θ* (?)О с вероятностью 1------ ,

(у = 1, ..., j; 1 ≤ a ≤ γ9) с вероятностью πθj ⅛a).ajBjj(n)

Если при этом принять во внимание, что совместное распределение случай­
ных величин ξ9 равно произведению по q одномерных случайных величин 

ξ9, то функция распределения vr {Σ Σf*,'(∣sλm)∣)<x∫ лишь на величину 
7= i я

О (μ∏) (оценка равномерна относительно х) отличается от функции распре­

деления Fn (х) суммы независимых случайных величин
я

Прямым вычислением находим, что среднее значение, дисперсия случай­

ной величины 2 ξσ и сумма третьих абсолютных центральных моментов 
я

случайных величин ξρ соответственно равны:
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Но так как

S

Σ7=1
B*j (п) — B]j (г) = ∑ -

r<p≤n1 γ Fj(P)^j(p) у 1 f 
2j р - L a*jJPjΛri) V P≤r j= 1 j jj l

= a (1y) + θ(μJi In In — 
∖ Ил .

V ∣5 (p)I3Mp) . l v___ L
Zj p a?52P≤Γ 7=1 j

W")

1
aįB] (n)

- ------------- <∙β⅛ («) И» 1∏ In ~ ,
ttnр

Отсюда, 
стр. 43),

P∑ξ,≈a(t) + θ{μilnh>±), ∑ Λf ∣ξ9-3∕ξ,∣3<μn.

« я
воспользовавшись известной теоремой К. Г. Эссена (см. [10]„ 
получаем:

⅞(l∕α WX + Va (i) m ∑ 5»)-6 W¼-
ч

причем оценка равномерна относительно х. Следовательно, равномерно по

1n>n1 И X

v"{wω ∑ Φ¾W ς

-G(x)<μn. 
для завершения доказательства

( ∑^(lft("0∣)- Σ ^⅛*)πθ,(9α))<x}-

' а aa≤r ' '
(4.1> 

теоремы необходимо в (4.1) за-Очевидно, 
менить

Имеем:

1 
ajBjj(n)S

Σ aiBjj{n)7=1
на ∑7=1
на ∑7=1

5(∣ft<"⅜l)
O√⅞(n)

Ąj (n)
ajBj,(n)

j 2 ^⅛β)"υ',⅛α)-⅞∣≤ ∑ ∣5∙ωι¾∙ω 
,βsr г<р«л

<cu>B,7(n)μπlnln-l∙

Далее, рассмотрим суммы
(7=1. i). (4.2>

и 1 Я

sj=∑ (f4∣<rH"ι)∣)- ∑^(∣⅛("≈)∣)), (j=ι...........*)•m=l ∖ q '
где Z = 2^cβln-•]. Замечая, что nvz = r(n) вследствие элементарного нера­

венства (α + 6 + c)z≤3z(∣α∣z+∣Z>∣z + ∣c∣z), выводим, что 
¾≤3')∑( Σ ∣W)∣)'+∑( Σ ∣W)∣)'+∑ ( Σ ∣W)∣)'j-∣nι=l p≤n0 m=l p≤Λ1∕∕ ">=1 p>n1∣l '

Р*^1" p*>n1∣t pa>n1∣lPα∣⅛<"1> . Pa∣⅛(m) Pa∣k(m)
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Оценим каждое слагаемое, обозначая их соответственно через Sjυ, ∣S,J2>, 5)3)- 
Для краткости записи далее везде индекс j при Fj(m), gj(m), Ąj(n), Bjj(n)> 

Sj будем опускать. Кроме того, положим, что полином g (m) степени у.

Оценим Sω. По формуле мультинома имеем:
Г—1n . u In р л i n

s,ιy ≤ (c11 B (n) μn)' ∑ ( ∑ ∑ (g W)) = (⅛ -8 (n) μ∏), 2 × 

m= 1 ' p≤Λ0 a≥l m=l( Din л Į p ln n ~|^ln}J χ∕ι ∕L∏npJ \Z,∑a⅛'^∏)) ...(∑a^√'φ-))) , 
li+...+lt=l a>l , a≥l

где pt - наибольшее простое число, не провосходящее n0. Так как (m)) ×

×ηkβ°(g(m)) = 0 при a1≠a2, то по лемме 4 и неравенству------ -—— >1 по-
' ∕ P∖1 ∙ ∙ ∙ Pttлучаем: r ι∏n ι ∣∙ ι∏fl i

S<*>≤(c115(π)μ,))' 2
11+...+l[=l a1≥l

× ∑ V'’1 ’ (? (">)) ∙ ∙ ∙ -'∣lp, ’ (g ("≈)) ≤ 2« (c11 В {n) μn)'

Δ pa- Za pa

[g(m)^ = 0 при a1≠a2, то по лемме 4 и неравенствуrjn«! γJiwl-∣ LI ln pi J L l ln pt J
ΣV kl^ klt ~. . -∙∙Σ «, •ar> I

<υ°2)' ∑ τ⅛×
h+...+∣l=l 1 t

/!

α≡s 1 a≥ 1
Далее, вследствие оценки -^-<(2Zu∕u (м=1, 
дует, что a≥l

Sω ≤ 2n (c12 В (п) μπ}l (υ D2)t 2
h+... +ιt=ι

...» z), окончательно сле-

/! ■ ∕*⅛ < ∕1!...∕,! '∣ • •
<ι-∣- . . . -t^<r = <

<2« (,yP2)"o^Cι2Zfc∕B(n) μ,,y<w^c13B(w) μπlnfc . (4.3)

Теперь обратимся к S(2). Как и при оценке Sω, согласно формуле 
мультинома ∙ ι

Se, ≤ (c11 Ä (n) μn) 2 Σ ,li..⅛ Σ ×u=l ∕1+... +lu=l . pi...... pu

lι½ ... >∕u>l
m= 1

Γin∣g(n) ∣1 Γln gWJ1I ∕Jnpl J L ∕inpw J n a
x Σ ∑ at',∙∙∙∖'u∑ η',1'*(?(»>))• ∙∙η,,u,(s(">)).

-⅛]+' 5,-L⅛]÷'

где штрих указывает, что простые jp1, ..., pt являются различными, каж­
дый из которых не больше nlll, и что суммирование ведётся по всем воз­
можным перестановкам p1, ..., pt. Обращаясь к лемме 4, выводим:

^≤n(cι55(n)μ,)'f 2 ⅛

u=l ∕l√ ... +lu= 1
∑ ⅛∙∙∙ Σ ⅛+M*)√( ∑ «*)'.1пя In л n<ni∣la > —— a >----- р ≤ л '× (4.4)
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Частным суммированием находим, что

2ll ∕ In» V,/. U, / U, ∖',∖ , l',’ Įlnp ∖ ∕lnp ∕ ^t^ 1пл "h ' , , ^1∖ 1пл ∕ ∕ (ln∕√∕+1JV a/f _!_(/ 1пя ∖lt
⅛ Pa^ ∖ ∕ 1п p ) 

In л ∕ I
«> г,  nI \пр
π, llt кр 1Так как -i-j- < -— < -s-, тоIn n In л 2

∑ctlt 4 ∕ In п ∖lt +
pa < nl∣l \ /ln/? / 

ln n 
a> H—/ ln л 

откуда при lt + 1 <ln ln ln n

Σ
CLt . 1

1/7 ln лp≤nI, a> ——∕lnp

V 1 A+,∏Λ+1λ ,zι,,∣n'-÷1p (∕lnn)'<÷> <1-
p≤n1',

(4-5)

Далее,

У α4<ln4+1∣g(n)∣ 2 

p≤π1∙^ 
pα<l g(n)∣

Подставляя (4.5) и (4.6) в (4.4), получаем:

⅛⅛(fl)!Z*÷1 1,(lnw)*+≡ • (4.6)

sf2i<n (t?i7 B (n) μπ In-^-)7.

Остается оценить последнюю сумму. Имеем:S<3>≤(⅛s(lsW∣)μl,w∣) ∑ ( ∑ «*)'•
Х ,. тл=1 p>n1∣l, pa>n1∣l

P0t∣ Ig(m)

(4.7)

1

Пусть 2 a = a1 + ... + a*, тогда p*1 ... pakk≤∖g (n) ∣ < c0 nv. Отсюда 
p>n1∣∣, pa>n14 

Pβ∣∣g(m)
Λi"(aι+ '+a*)≤c0Λ*>, a1+...+a⅛<2Zυ. Таким образом,

S<” ≤ n (⅛ В (| g (n) I) μ∣ gw, ln4 .

Но tχ∣ »«> I ≤ H"- B* (l« (") I) <b* W+∣λ∣ «W152 (| г («) |) •
следовательно,

S(3) < n (c20B (n) μn lnfc ~}l . (4.8)

Собирая оценки (4.3), (4.7) и (4.8) и подставляя в неравенство для Sh 
находим, что

¾<w(c2ιB(>z)μnlnfc-^-y (/=1, ...,j). (4.9)

Благодаря оценке (4.9), выводим, что при κ = 3c2ι В (и) μn lnfc— имеет Ил 
место оценка

‰ { I ∙F,(∣g (т) ∣)-∑∙F,w(∣g(m)∣)∣>κ}<⅛3-'<iμS. (4.Ю)
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1Из (4.2) и (4.10) легко получаем:

( ∑*7,1(lS'y(">)l)-∑ fy⅛α)π<'>(4∙1))<x-εl≤ 

' 9 gα≤r ' ‘

(fj (⅛ (щ) |) - Aj^ < X j + О (μ∙) ≤

(1 ,
]/ а (s) ai Bjj (л)7=1
^v"{ √7(Γ) Jį

V∑U) Σ alBjl(n)

17=11 ( ∑<^(∣S∕("1)∣)~ ∑ Fz⅛α)πω⅛-))<x + εl ,
x Ч q<x≤r z J 

•где

≡ = y⅛ Σ ⅛ (3⅛ ⅛ ln* ⅛ + <10 ⅛1" ln⅛) = ° (»)•

При I х I < μπ 2 имеем :

I G(x±ε)-G(х) I = ^j∕⅛^exp{ -~ (x + Θε)2∣<εexp{ -γx2∣ (lθ∣≤ 1) .

Тогда вследствие оценки (4.1) находим, что

v^ {-y⅛ Σ (f' (| & м |) -⅛) < 4=

= G (х) + О (ε e~ τ*' + μJ + μ,) = G (х) + О (μ, (e"⅜ to* į + 1л)) .__1_
Теорема доказана для | х 1 ≥ μn 2 . i

Наконец, рассмотрим случай ∣ х ∣ < μn 2. Как и в доказательстве теоре­
мы 1 показываем, что

' 5 Fj{∖gj(jn) l)-4zz(”) h— z ∙~- ------------ ? <≤n,1/ a(s)ajBjj(n) J
откуда

Σ{Σ/п=1 У=1
!| 1 s 1

I V∑(5) Σ ajBjj(n)

и, следовательно, 1v"{ V∏ω Jį 

”{ ]/ a (5) ^į alfyi(n>

ajBjj{n)

1
Так как 

то теорема доказана и в том случае.
18 Литовский математический сборник.
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§ 5. Доказательство теоремы 3

В начале определим функцию, удовлетворяющую условиям:

1≡M")≥1∏⅛ -1^→0, ⅛⅛→1 (7=1........... .), (5.1)

при w→ оо. Пусть Лл (и) = max ∣ Fj (р) |. Беря

rj = rj (и) = ехр { In n | (j = 1, ..., s),

согласно лемме 5 имеем:

w-<(⅛ Σ
Γj<p≤n

откуда
Bjl (л)-Bjl (rj) <Bil In = о (⅛ (л)) .__ 1

Положим г = г(и) = тах(и1п1/8л, r1(n), ..., rs(n)^. Тогда, очевидно, функция 

г (п) удовлетворяет условиям (5.1).
Пусть, далее, q обозначает те же простые числа, что и в предыдущем 

доказательстве. Кроме того, пустьь<’’И=( Λ(<7g) 
Ли (л)

FĄg*) 
Bsl л)

) (α = 0. 1, ...).

} (5.2)

Проведя аналогичную теоретико-вероятностную интерпретацию „урезан­
ных“ а. а. функций как в § 4 в случае одного полинома g1(m), получаем, 
что совместная функция распределения

∫ Fι(∣Λ(m)l)r-A1<r) Fs (I gl (ni) ∣),-Ап <п)
V" Į Bll(n) <X1........... Bsl(n)

, лишь на величину о(1), где оценка равномерна по x1, ..., xs, отличается 
от функции распределения суммы независимых случайных векторов

Σ (≡rc - Σ ¾l' № π*υ ⅛a)) ’ <5∙3) ’
q a=0

где Ξnq принимает значения Z∕υ ⅛a) (а = О, 1, ..., γ9) с вероятностями 
πω ⅛a).

Характеристическая функция φz,(T) суммы (5.3) равна
η7 γ⅛

<р» (r>=∏ ∑ ≡χp {'τ(¾υ (?“) - ∑ ч1’ ⅛β) π*υ (?“))}π,u ⅛,)∙

q a=0 <х=0
В дальнейшем нам понадобятся следующие элементарные неравенства:

xq
I ехр f j7,(l<i> (<?’)- 2 ¾0 (?“) π°, ⅛a))}- 11 ≤a=0

≤ I т I ( I L<» (<?«) I + 2 I L<'> ⅛∙) I πω fa«)) ,<х=0 (5.4)
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j exp {,τ(¾∙> (?«) - į ¾'> (9») π<4 (?«))}-1 - 1τ(b<'> (,«) _' α×0

γ γ

- ∑ Ц>>(д’) πω (?«)) + ± (т(£<■) (д’) - ∑ £<•’ (д’) π<*> (r))Y ∣ ≤ a=O <х=О
≤ ± I Г|’ {I £<•> (д’) I’+(∑ I £<„» (д’) ∣ π<1> (<r>)* Į • (5.5)* a=O '

Теперь докажем, что
γ Y

hn = max Į 2 fexP { zT(L<„l) ⅛a) “ ∑ ¾0 (?“) *ω ⅛a)) } “ 1) K<1) ⅛a)4 a=0 ' a=0
стремится к нулю при неограниченном возрастании п равномерно относи­
тельно Į Т| < t для всякого фиксированного г>0. Откуда будет следовать 
бесконечная малость слагаемых векторов суммы (5.3).

Действительно, согласно (5.4)
Т‘ 

An≤2∣Γ∣max £ ∣¾l>⅛a)πω⅛"1)∣=o( £-^J = o(l).β a=0 a≥1
Тогда равномерно по ∣T∣<r

lnφn(T)-∑ ∑ (exp{>τ(r!,l>⅛η-∑¾'>(9∙)πυ⅛∙))}-l)πω(9≈)<

q a=0 ' a=0 '
Y Y< ∑ ( ∑ I r(¾∙> (д’) - ∑ (д’) πω(д’)) | к<« (д’)) ≤

д a=0 a=0
≤4∣∏2∑( ∑ ∣2W)I πW(<r))2 = 0( ∑( ∑⅛=a(l).

Я a=0 q a≥l
Следовательно,

Уя Į γ<7
In φπ (T) = ∑ ∑ (exp { iτ(lP> (д’) - ∑ U» (д’) π<>' (д’)] j - 1 -

q a=0 ' ' <x=0 ,
-iT[L<f>(ga)-∑L<V(ga)πm(ga)a=0
γ4 ∖

так как ∑ (l<,> (q*) - ∑ L™ (qa) πω ⅛aa=0 <х=0
няя неравенство (5.5), выходим:

In φn (Т) + ± ∑ ∑ (t(l<'> (д’) - ∑ 1Р> (д’) π<*> (<?«))Y π<*> (д’) I«
q a=0 a=0

γ4 уя
≤ ⅜ Iτ Is Σ {ΣI’ и I3 πtt, ⅛a)+(Σ14', (<H I ^ω (?’))’}+о (1)= 

' 4÷ΣΣ⅛÷Σ(Σ⅛)∙)-m∙
p а>1 р а>1

(|Т|

)jπω⅛o,) = O. Из (5.6) теперь, приме-
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Таким образом,

In φn (Г) = - 4 2 ∑ (т[ц» (?’) - į £(■> (<?«) πω ⅛∙))) «'»(?«) + о (1) (I Г| < t), 
q <x=0 ' <x=0 '

С другой стороны,

γ γ

( Σ ∑ (r(i<',⅛α)-∑¾l,⅛*)πα>(9∙))yπω⅛*)-2 (74,,(p))2-¾γlI≤ 
q a=0 ' a=0 p≤n *

≤ ∑ ( ∑ "-<■> (9*) к<« (?«))’ +1ТI« { 2 I £<» (p) р +

q <x=0 p≤∏o

+ ∑ ι¾ι>ω∣2-^+∑ ι¾ι,ω∣2^-+∑ ∑∣4,,(9β)∣≈j⅛U= 

r<p≤n q q a=2 '
=o(1+Σ(Σ⅛)2+Σ⅛+ΣΣ⅛)=°(1)∙

р a>l q q a>1
Следовательно,

1П %(Т) = -± ∑ (Г£<» (p))2 ^- + θ(l) = 

p≤∏

= _± У____Ч±____  у Ft(p)F1(p)bi(f) ,1 f∣r∣<rt2 Δ Bll(fi)Bjl(n) Δ р +°w ι∣'∣<υ∙
i, √=1 P≤λ

Отсюда и из (1.4) на основании теоремы (см. [11], стр. 237), устанавливаю­
щей взаимно однозначное и непрерывное соответствие между 5-мерными 
функциями распределения и их характеристическими функциями, заключаем, 
что законы распределения сумм (5.3) сходятся к нормальному закону (1.3). 
Из всего сказанного выше тогда следует, что и совместные функции ра­
спределения (5.2) при n→∞ также сходятся к нормальному закону (1.3).

Теперь осуществим переход от „урезанных“ функций Fyθg1(w)∣j к 
функциям Fyθg1(wι)∣j, определенным в теореме. Для этой цели оценим 

суммы

sj=Σ {^(∣λ('")∣)-⅞("))-^(∣λ('")∣),-^i('∙))J 0=1............. i)∙

Поступая совершенно так же, как и при доказательстве предыдущей теоре­
мы, получаем:

¾ = n^2lW¾2l (") <J=l,....s), (5.7)

где §л(и)=о(1). Тогда непосредственно из (5.7) для любого ε>0 получа­
ем, что

v"{ Į (F' (∣gl 0 ” Ajl м) ” (r>(∣gl W ∣)r-Ajl w) Į> εβJ'1 w} ≤ ~⅛~ •
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Отсюда, если обозначим для краткости (1.5) через Φn(x1, ..., xs), а (5.2) 
через Φ<r>(x1, ...» ⅛), следует, что

Ф'г)(*1-®> •••> ¾-≡)--⅛-∑δJ1(n)≤Φn(x1, ..., xs)≤

√-ι
S

≤Φ<',(*ι + ε...........¾+*) + ⅛∑¾(")∙
J=ι

Поэтому, если предельный закон G(x1, ..., xs) для (5.2) существует и ра­
вен нормальному закону (1.3), то

G(x1-ε, ..., jς-ε) ≤lim Φπ (x1, ..., xs) ≤ lim Φn (x1, ...,⅛)≤n→oo n→co
≤ G(α1 + ε, ..., xj + ε).

Следовательно, во всех точках (x1, ..., xs) распределения G(x1, ..., xs) 
Φn(x1, xs)→G(x1...........¾),

при n→∞. Совершенно аналогично из существования предельного распреде­
ления для (1.5) следует существование предельного распределения для (5.2) 
и совпадение обоих распределений.

Теорема доказана.

§ 6. Примеры

В качестве примеров рассмотрим следущие арифметические функции:
ω (ти) — количество различных простых делителей числа /и;
Ω (ти) — количество простых делителей числа m, причем каждый из них 

считается столько раз, какова его кратность;
τjfc (ти) — количество представлений числа m в виде произведений k мно­

жителей, причем порядок множителей учитывается;

λ (m) = In lnp.
p∖m

Пусть g (m) = gaι1 (m) ... g*s (m), h (m) =∕Λ (m) ... h^s (m) - целочисленные 
полиномы, ΓAeg1(m), ..., gs(m) и, соответственно, h1(m), ...» h5(m) — раз­
личные неприводимые примитивные полиномы. Далее, пусть Ψ(n)→∞ при 
n→∞. В силу леммы 1 для функций ω(w), Ω(∕n), logfcτjfc(m) имеем:5 S

ω(l⅛(">)l) = 2 ω(⅛i(m)l) + O(l), ∩(∣g(m) ∣) = ∑ o⅛∩ (∣gi(m) ∣) + O(1),ι=l i=lj
lθfo τλ (| g1 (m) ... g, (m) ∣) = £ logt τt (∣ gl (m) ∣) + О (1). (6Л)/=1

Далее, из леммы 5 следует, что при любом неприводимом полиноме для 
функций ω(w), Ω(m)

Л (я) = 2^-=1п1пл + 0(1), 52(n) = ∑-^~lnlnn>p≤∏ p≤n
для функции

lθgλ¾(m) fτ*(p∙) = ( *2j ))
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A(n)≈∑ =∑^- = lnlnH + O(l),

p≤π p≤n

B2 (n) ~ In In n, 

и для функции λ(m) ещё частным суммированием получаем

А (П) = ∑ 1°ln'*w ~⅛I“2Inп, &(п) = 2 b2⅛M(P).~I ln,ιn 
p≤π p≤n

Из (6.1) и теоремы 1 следует, что при n→∞ 

vn 11 ω θ g (т) |) — s In ln n Į < Ψ (n) ]∕ln In n ∣→1, 

v„{ Į ω (ls(™) i)“ 2 αl∙lnlnwl <Ψ(w) ]/ln In λ∣→1,
* ∕≡ι j

gj(m)∣j<fc'toto"+','wri"5r^∣→l.

Точно так же следует, что при n→∞

Vn 11 ω(∣2(m) |)- ω (| h (т) ∣) ∣ < ψ(и) ]∕lnlnn}→l, 

‰ (Į Ω (I g (m) I) - Ω (I h (m) I j - £ (a,∙ - β,) ln ln n ∣ < ψ (n) ^∣∕ln In n ∣→ 1, 

v. {∣fc-ψwrfiπi¼(lSι('n) ...g,(∕n)∣)<¾(∣Al(m) ...⅛(m)∣)< 

<fc’r("”^<(|g1('n) ...Ss(∕n)∣))→l, 

v„{*2llnl""-'r<")/li^<TA(|gl(m) ...gs(m)∣)τλ(∣A1(m) ...⅛(m)∣)<

< fc2s In In n+Ψ(n)∕lni ln n Į > 1 

vιι∣H∣H-">∣)-^<"^s^<τjtθg1(m)... gj(m)∣j<H∣'<m>∣)+'i'w^cιr"∣→ι.

V„

Далее, из (6.1) и теоремы 2 выводим:

Į < I j l^(e-⅜lnlnlπn+1)lĮ Vilniun J 7 I ]∕lnl∏Λ ∖ 7 J
f

ω(∣S(∞)∣)-∑ C⅛lnlnn
-------------- , j'l --------<x =σw+0{ v⅛(e^2 lnl°ln"+1)} ’
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В заключение из теоремы 3 получаем, что при n→∞Ω (| Л (ш) .. .gs (m) I j—jin In л λ (∣ g1 (m) ... gs (m) ∣)V j In In n 1, 1 / j ln8 In
Xχ х3

exp I — 2 (u2 + v2 + ]/ 3 uv) } du du.
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ARITMETINĖS FUNKCIJOS POLINOMŲ SU SVEIKAIS 
KOEFICIENTAIS REIKŠMIŲ AIBĖSER. UŽDAVINYS

(Reziumė)Funkcija F (m), definuota natūrinių skaičių aibėje, yra vadinama adityvine, jei kiekvienai reliatyviai pirminių skaičių porai m, n

F(mn)=F{m)+F(n).Straipsnyje, naudojantis A. Buchštabo rėčio metodu ir kai kuriomis nepriklausomų atsi­tiktinių dydžių sumavimo teorijos ribinėmis teoremomis, yra įrodoma keletas ribinių teoremų funkcijų F (m), kurių argumentai polinomai su sveikais koeficientais, reikšmių pasiskirstymo klausim u.
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ARITHMETISCHE FUNKTIONEN IN MENGEN DER WERTE 
VON POLYNOME MIT GANZZAHLIGEN KOEFFICIENTENR. USHDAWINIS

(Zusammenfassung)Eine additive Funktion F(m) ist durch die Eigenschaft
F(rnn)=F(m)+F(h), (m, л)=1,definiert.Mit Hilfe der Buchstabschen Siebmethode und der Theorie der Summierung der unab­hängigen Zufallsgrossen werden einige Grenzwertsätze über die Verteilung der Werte von Funktionen F(m), deren Argumente die Polynome mit ganzzahligen Koefficienten sind, abgeleitet.


