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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ВИНЕРОВСКОГО ПРОЦЕССАВ. А. КОЛЕМАЕВ

На интервале ( — а, а) наблюдается процесс ξ = {ξr}, ξo = 0, принадле­жащий семейству диффузионных процессов с единичными локальными диффузиями и локальными сносами {θ(r, xt), ∕≥0, -a<xl<a}, где функ­ции &(t, xt) принимают значения из некоторого заданного множества Θ.Пусть va-момент первого выхода траектории xt процесса ξ = {ξr} на гра­ницы интервала ( — а, а) и
va

X(ξ) = f g['. *t,  Θ(Λ ×t)]dt (1)
— функционал, связанный с поведением процесса до первого выхода из интервала ( — а, а).Наша задача состоит в том, чтобы в каждый момент времени t на основе наблюдаемых данных {ξτ, τ<t, ∣ ξτ Į < а} так изменять (регулировать) ло­кальный снос Θ∈Θ, чтобы среднее значение функционала (1) достигало сво­его минимума или максимума.Хорошо известны затруднения (см., например, [1], [2]), связанные с общим определением правил регулирования при непрерывном наблюдении. Здесь мы будем, следуя [1], применять следующий подход. Пусть Δ = 2∏, л>0, и регулирование может осуществляться в моменты времени, кратные Δ (так называемое согласно [3] кусочно-постоянное регулирование). Регулирующее правило 8δ зададим системой функционалов{Φδ(∕, ξ', θ')}, f = 0, Δ, 2Δ, ...; ξ' = {ξs> *≤'}>  θ' = {θjf, 5≤r}, которые при каждом t представляют собой распределение вероятностей для параметра θ в момент r + Δ. Естественно, что эта система функционалов должна удовлетворять определенным условиям измеримости и согласован­ности (см., например, [4]). Тем самым, для правила 8δ определено матема­тическое ожидание функционала (1)г(8Ч = М8дЯ©.Назовем правило регулирования 8 регулярным, если существует такая последовательность {8δ}, что lim γ(8δ) = г(8). Оптимальным правилом будем Δ→0называть правило 8*,  для которого г(8*)  является экстремумом г(8) по всем регулярным правилам 8.
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В том случае, когда g[t, xt, ΘJ=1, MR(ξ) — среднее время пребывания процесса в интервале ( — а, а) до первого выхода на границу. Если Θ = = [ — О, 0], то из результата И. В. Гирсанова [5] вытекает, что оптимальное регулирование состоит в придании в момент z параметру θ „крайнего“ значе­ния 0, если ξf-o<0 и —0, если ξf-o>O. Здесь важно отметить, что опти­мальное регулирование с целью как можно дольше удержать процесс в интервале ( — а, а) оперирует только с крайними значениями параметра 0. Аналогичный результат верен и в более общей обстановке (см. [5]), если только предполагать, что функция g (t, xtf θr) явно не зависит от пара­метра θ.В настоящей заметке мы покажем, что в случае явной зависимости функции g (tt xt, θz) от параметра θ оптимальное регулирование должно использовать, вообще говоря, весь спектр возможных значений параметра θ. По-видимому, в этом направлении можно доказать весьма общий результат, принципиальная же его возможность станет ясной из рассматриваемого нами частного случая функции g(t, х, θ)=l-c(θ).Если функцию с (θ) истолковывать как стоимость в единицу времени, когда регулируемый параметр равен θ, а 1—как „доход“ в единицу вре­мени от пребывания ξr внутри ( — а, а), то MΛ(ξ) можно интерпретировать как среднее значение „чистого дохода“ до первого достижения границ интервала ( — а, а). Относительно функции стоимости с (6) будем предпола­гать, что она задана на множествеΘ = {θιO, θ≤∣θ∣≤θ, O<θ<θ<oo},неотрицательна, симметрична (c(θ) = c(-0), дважды дифференцируема для ,θ<∣θ∣<θ и c(0) = 0. При интерпретации (1) как дохода естественно допус­тить, что c'(θ)≥O, 0>0. В этих предположениях мы покажем, что струк­тура оптимальных правил определяется знаком второй производной c"(θ) функции стоимости. А именно, если c"(θ)>O, т. е. стоимость растет до­вольно быстро, то надо использовать, вообще говоря, все значения Ое0; если же c"(θ)≤O, т. е. стоимость растет не слишком быстро, то оптималь­ное правило использует только значения 0 = 0, +0.Этот результат в известном смысле обобщает результат [5]. Точные фор­мулировки содержатся в приводимых ниже теоремах, в которых использу­ются следующие обозначения: , c(θ) --Ξ⅛ (2)20 ’ α- е ’a (0)-решение дифференциального уравненияa = 2[1—c(θ)-θc,(θ)] ’ a© = a; (3)Д(0)_ решения дифференциального уравнения
в,(0) = ι-c(8)+ec-(e) .[0a(6)_ i]с начальными условиями
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И

⅞(θ) = -^ exp∣26∣o- J g(6)rfθ]∣- 1-f(9) а.

Теорема 1. Если cπ (θ)>0w -^p≤c'(θ), то оптимальное правило 8*  со­

стоит в непрерывном наблюдении координаты*  х процесса ξt и в следующем 
использовании в зависимости от х значений параметра 6:

* Легко видеть, что оптимальное правило в момент времени t не зависит явно от t.

а) 0 = О при I х I < а, в том случае, когдаб) 0 = О при Į х Į < а, и θ = — (sign х) а-1 (| х |), при а ≤ х < а, в том слу­
чае, когда а ≤ х < я, а (0) ≥ а\в) 0 = 0 для ∣x∣<a, 0= — (signx) а-1 (|х|) для а≤ | х | < а(0), и 0= —— (sign х) 0 для а (0) ≤ | х | < а, в том случае, когда а (0) < а.

Соответствующие случаям а, Б, В, максимальные доходы равны:а) г* = я2; (4)б) г*=(«8—⅛-)+-i4‰b1 (в); (5)в) г* = (а2 - -⅛-) + +Вг (§). (6)
Теорема 2. Если c"(θ)≤O и то оптимальное правило 5*

состоит в непрерывном наблюдении координаты х процесс ξt и в следующем 
использовании в зависимости от х значений параметра 0а) 0 = 0, Į х Į < а, если a,≥a,,б) 0 = 0, при Į x∣<a, и 0= — (signx) 0, при ä ≤ | х | < е, если σ.<a. 

Соответствующие максимальные доходы равны: в случаеа) г*  = я2 и в случае 6)r* = ≈2 + -j=⅛-∣exP[2θ(a-a)]-!∣ + -^-!- (a —а). (7)
Остановимся на основных моментах доказательства этих теорем. Прежде всего отметим, что вследствие симметрии функции стоимости с(0) оптимальное правило симметричным образом зависит от координаты х про­цесса ξr, поэтому достаточно определить оптимальное правило для х>0, т. е. на интервале (0, а). Предположим теперь, что множество Θ состоит из 2k + 1 элементовΘfc = {θιO, ±θ1, ..., ±Θλ}, O<Θ1<...<Θaи пусть

va .r(x) = supM8l f [1 - c(θ,)] Λ∕ξ(0) = x∣,
η(x) = supM8∣ J[l-c(θz)]Λ∕ξ(O) = x,θ(O)=-θl θ0 = 0, f = 0, 1, ..., к.* о '
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Используя методы, развитые в работах [1], [2], нетрудно доказать сле­дующую лемму.
Лемма. Для того, чтобы г(х), х>0 являлся максимальным доходом, не­

обходимо, чтобы существовало разбиение интервала (0, а) на п + 1 ≤ k +1 
интервалов*  (αl∙, a,∙+1)

* Интервалов может быть меньше, чем Λ÷l, так как некоторые значения параметра О не используются; при этом, чтобы не писать громоздких индексов, нумерацию установим заново.

O = ao<a1< ... <aπ<aπ+1 = a, (8)
внутри каждого из которых г(х) удовлетворяет уравнениюу r"(χ)-Qir' (x)+ 1 — c(θl∙) = O, r(x) = ri(x), i = 0, 1, .п, (9) 
а на границах подчиняются соотношениям^(a∕+ι) = ^1(a∕÷ι) = ^(a,∙÷1)j Z = 0, 1, 2; f = 0, 1, п-1 (10)r(‰+1) = 0.В [6] построены решения уравнений (9) r,(x)=Λ,e29'*+  '~gfffl0∙ x+Bt, где постоянные Ai, Bi и а,- находятся из условий (10). При этом оказыва­ется, что

W.∙-l, i
(11)и '(°)=⅛+ Ση⅛<÷1-∙*-M-[i-c(⅛))  m ⅛-}+»=1 '+ *№  " {eχP f2θ" (a ~ a")] ~ 1} —l~¾θ"^^ <∙a ~ x^∙где

*r,∙,+ι-------- ¾π→Вследствие (11) условие (8) можно записать в следующей форме c(θ1) c(θ2)-c(θ1) c(θ∏)-c(θ∏-1)
θι Θ2-Θ1

(12)

(81).. >

В [6] также показано, что доход может только увеличиться, если исполь­зовать еще одно такое значение параметра θ = θ, что условие (81) выполнено и для θ1, ..., θzj, θ. Поскольку условия теоремы 1, как легко видеть, являются аналогом условий (8') для Θ = Θ, то надо использовать все Θ∈Θ. При этом формулы (5) и (6) получаются соответствующим предельным пе­реходом из формул (11) и (12). В свою очередь условия теоремы 2 пока­зывают, что условие (8') верно только для одного значения параметра 0 > 0, поэтому оптимальное правило должно состоять в использовании самое боль­шее трех значений параметра: 0, ±θ, θ>0, Θ∈Θ, причем легко доказать, что наибольший доход получается при использовании наибольшего значения θ = θ. Формулы (2) и (7) —частный случай формул (11) и (12) при п=1 и 



Об одной задаче оптимального регулирования Винеровского процесса 173
G1 = θ. В качестве иллюстрации к теоремам 1 и 2 приведем следующих два примера:

Пример 1. Пусть c(θ) = μθ2, -oo<θ<oo. Согласно теореме 1 не­трудно показать, что оптимальное правило в этом случае состоит в прида­нии параметру θ значенийθ=-J= tg-^=, ∣x∣<β,Vμ V μгде х — координата наблюдаемой точки. Соответствующий этому оптималь­ному правилу доход равенr*  = μln(l+tg≡1^).
Пример 2. Пусть c(θ) = μ∣θ∣, O≤∣θ∣≤θ, -у <а. Оптимальное прави­ло (см. теорему 2) состоит в использовании следующих значений пара­метра 0: 0 = 0 при I х I < у- и 0 = - (sign х) 0 при -у ≤ | х | < а.Соответствующий доход равен '-4+iH∞(--⅜))-'!-≠M)∙
В заключение выражаю признательность А. Н. Ширяеву за ценные со­веты при решении данной задачи. Поступила в редакцию29.XI.1963
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APIE VIENĄ VINERIO PROCESO OPTIMALAUS VALDYMO UŽDAVINĮV. A. KOLEMAJEVAS

(Reziumė)Nagrinėjamas Vinerio proceso valdymo, reguliuojant lokalinį pernešimą Θ∈Θ tam, kad gautume funkcionalo (1) matematinės vilties ekstremumą, uždavinys.Straipsnyje parodoma, kad, kai pointegralinė funkcija g (t, x, 0) priklauso tiesiogiai nuo parametro 0, optimali taisyklė, aplamai, turi panaudoti visas reikšmes 0eΘ. Detaliai išnagrinė­tas atvejis, kai pointegralinė funkcija lygi g (t, x, θ)=l-c(0).
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ON A PROBLEM OF THE OPTIMAL CONTROL OF THE WIENER PROCESSV. A. KOLEMAJEV (MOSCOW)
(Summary)It is considered a problem of the optimal control of the Wiener process by means of variation of the parameter Θ∈Θ with an aim to give an extremal mathematical expectation of the functional (1).In the note it is shown that, when the function g(t, x. θ) depends on parameter θ evi­dently, an optimal rule, in generally, must employ all values θeΘ. In detail it is considered: the case, when the function g(t, x θ)=l-c(θ).


