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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН В СЛУЧАЕ УСТОЙЧИВОГО 

ПРЕДЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯА. МИТАЛАУСКАС
В случае нормального предельного закона известно асимптотическое раз­ложение Г. Крамера [1] для характеристической функции нормированной суммы независимых случайных величин. После появления статьи В. Μ. Зо­лотарева [2] стали известными идеи, приводящие к аналогичному разложе­нию в случае любого устойчивого предельного закона; в [2] получено такое разложение для одинаково распределенных случайных величин.Как это указано В. А. Статулявичюсом [3], в случае неодинаково рас­пределенных случайных величин разложение Крамера по степеням — у п вообще говоря, не оптимально, поэтому в [3] предлагается асимптотическое разложение по дробям Ляпунова. В настоящей заметке автором сделана попытка перенести этот результат для случая устойчивого предельного за­кона с α ≠ 1.Рассмотрим последовательность независимых случайных величин?1, ?2..............L. . . . (1)с функциями распределения Fπ(x) и характеристическими функциями φn(t). Пусть ga(t, λ) является характеристической функцией устойчивого закона 

Ga(x, λ) (α≠ 1):&.(<> λ)=exp{-λ∣f∣aexpI-i γ β(l-| 1-a∣) sgn<]}. (2)
Обозначим

Sn~ вп Σ Ап’
j=∖а характеристическую функцию нормированной суммы Sn через fn(t). Введем еще следующие обозначения:

Ωj(x)=Fi(x)-G,(x, М,ωy(0 = φ>W-Sa('>
00μ√(">)= ∫ xmdΩj(x),

*Ap)~ f l*l, l<∕Ω√Wi>
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где
λj = λv7∙(a), ти=1, 2...................p>0, = •

Теорема. Пусть случайные величины (1) удовлетворяют следующим ус­

ловиям:1. Существуют адсолютные „моменты“ v Др) до г порядка (κ=l+[a]≤ ≤fc≤r<fc+ 1), j= 1, 2, ...;
п п2∙ ∑ vy(a) = 0 с>)

J≈l 7=1

л ли 2 √ = 0(∑ Y7γ(a))> 1<Y≤^⅛
7 = 1 7=1Σ v√r)Lrn = ^-------- >0 при n→∞.

Вп
3. ,, Дробь Ляпунова1 ‘

Тогда в интервале
х—g
г—а

имеет место следующее асимптотическое разложение:

Ä(0=?«(O)[l+ ∑ Vqn(u,s,m)×
u≥0. s≥0, т>1

u+(κ-α) m+sa<r-а

г—аX (⅛)u+κm 11 |“Z„+(X-«) m+ja+a, „ + θr (11 r +1t∖ κ-*  ) L,n, ]r

где коэффициенты qn(u,sym) равномерно ограничены относительно п, а θr 
равномерно ограничено относительно nut.Доказательство. Неравенство Гельдера (см., напр. [4], теорема 210} 

1 1J*  uvdφ<(f uk'dφ^ (j'vk'd<ρj , 
где ψ- + = 1» k' > 1, при

i k~a a l~ku = ∣x∣ l~a (k<l), v = ∖x∖a,~a,

(3)

дает
k'^, к—а. ⅛" <p=τ ∑ω'w

7=1

k-a

Σ γ∕W<( ∑ γ∕(Z)) (į v><α>)
J=l j=ι • •

l—k
1—а

;=1

k-a β l-k или, после деления обеих частей на Bk=Bπl~a *B n l~a,

⅛=o(,r7)∙ *</)•

п

(4)
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Далее имеем

1 1 1

max [γ7∙(α)] ® max[vy(κ)]× [∑γz∙(κ)]κ J_ ±
2≤τ≤∏-----------------≤ j≤><" ------ ≤-2≡l4-------------=Lκ≤Lκ r^α→0Bπ Bn ×n rn

К —< 
г—с[ Σ Cj] *

7=1 при п оо. (5)Поэтому выполняются все условия работы В. Μ. Золотарева [5], и после­довательность (1) удовлетворяет интегральной предельной теореме.Преобразуем характеристическую функцию нормированной суммы таким образом:Λ(') = I⅛(⅛- λ,) + a>,(-⅛)]=ga(6 λ) explain (1+-j∖b"∖
J-l l√-ι \ Mšž '/Для находим

где
∞ itx k-×

fc-κ
rfΩy(x)-∑

и=0

(⅛)κ+tf 
(κ÷w)!

μ7∙(×+κ) 
b×+u +Rj,

(l7¾)* +" 
(κ+a)!Bj+"

)<ZΩ√X)f (*-Σ

— ∞ и=0

∣fx∣fe+1
(*+l)!Z⅛+1

jj∩7∙(x) =

г . ∕ Brn~k
J mm∖ k!∣tx∏→ ’
да

I rxlfe+1~r (Jt+l)! jβ* +1-r )∣x∣'<∕Ω,(x)≤

Далее имеем
где
поэтому c = exp[-i g-β(l-∣l-a∣)sgnr],4⅛) c,λjΣ (κ+u)! f! 

u>0, J>0 
×+u+sa<r

⅛t⅛(ftΓ0∣∕Γ+e.vy(r)l^.
on -°пft,(⅛, λ')В интервале

max [vy(a)] a
1<У<л

1
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κ-α 
r—a

___ 1_и, как видно из неравенств (5), тем более в интервале ∣z∣≤Lrnκ ωy (т~)-—- стремится к нулю, поэтому разложение логарифма за-
ОТНО-оншение ——--------гMx^' λy)конно; оно, а также дальнейшее суммирование по j от 1 до п дает∑ In (1 + ) ∑ λ1 С.(и, 5) (⅛)κ+u111“Lx+a+n, + θr11∖'Lrn,

j=∖ ∖ ’ ^∕) ∕ u>0, s≥0
' ∖ t3∏ /г u+∙Λ+sa<r

где

Cl,(u, s)= ∑mj.>0, sj∙≥0, ∕≥1 
w,+ ... +ui=u+× (1-/) 

Sl + ... + Sj = S

-.1,-∑∏

7∙=1 i=l

cicji ∖Lj(yt+ui}

(κ+ι∕j)!5j∙! ∑ v7∙(κ+w+sa)

который, очевидно, равномерно ограничен относительно п. Рассмотрим функциюr(z) = ln[∕2∙(Zz)ga->(r, λ)] =
= 2 λscn(u, Z)((-/r“id“Lo+x+ia,„z“+x+l’-“+er|zrz-«L„, (6)m≥0, s≥0 

w+κ+sa<rгде действительное z изменяется в интервале ∣ z ∣ ≤ 1. Подставляя в вы­ражение
e∏ω=ι + ÷‰-J т\

т= 1

V(z) из (6) и, собирая члены при одинаковых степенях z, получаем
e∏ω=ι+ 2 λs9√w, z, m)(ft)o+κmμr×

u≥0, s≥0, m5≈ 1 
w+(κ-a) m+sa<r-а×bu÷(x-β)m+s.÷.,n^+'κ^a,m+s∙+θr (ld'+∣√ I *Γ‰  (7)где

ш
. П Си (uj∙, S∣) Llij+∙il+Siat п

qπ(u, 5, т) = -— У — 7---------------------------------------
zz2∙, *∙*  Lu+(yt,-d) m+sa+a, п

ui>0, s.≥0
ι=l, .... m

И1+...+«от = «Jl+...+V≈Sравномерно ограничено относительно п. Действительно, соотношение (4) дает 
uj∙+κ+sl∙a-a

Г , . =O(L u+(*-a)">+∞  )"*⅛+κ+¾  а, л и ^¾+(κ-a) m+sa+a, п> ’т. е.
J Į ∙^⅛∕1∙+κ+sj∙ а, л — О {Lu^k-λ) m+sa+a, л)>
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так как w1+ ... + um = ut s1+ ... +sm = s. Отсюда уже следует равномерная относительно п ограниченность qn(u, s, m).Положив в (7) z=l, получаем утверждение теоремы.Заметим, что для получения при некоторых дополнительных условиях асимптотического разложения для функций распределения следует_ в (3) разность fn(t)-ga,f λ) заменить разностью функций распределения Fn(x)- 
-Ga(x, λ), а величину ga(t, λ) (it)u+wn 11 ∣αs - смешанной производной 

∂u+×m+sGa(χ, X)
∂√+κ'π dλsВ заключение приношу сердечную благодарность В. А. Статулявичюсу и В. Μ. Золотареву, оказавшим большую помощь при выполнении данной работы.Институт физики и математики Поступила в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 1.XII. 1962
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ASIMPTOTTNIS IŠDĖSTYMAS NEPRIKLAUSOMIEMS ATSITIKTINIAMS 

DYDŽIAMS STABILAUS RIBINIO PASISKIRSTYMO ATVEJUA. M1TALAUSKAS
(Reziumė)Darbe gaunamas nepriklausomų atsitiktinių dydžių normuotų sumų charakteringosios funkcijos asimptotinis išdėstymas, kai dydžiai nevienodai pasiskirstę ir kai normuotos sumos charakteringoji funkcija konverguoja j stabilaus dėsnio su α≠l charakteringąją funkciją. Dės*  tomą pagal Liapunovo trupmenų analogus. Koeficientai prie jų yra tolygiai aprėžti n atžvilgiu.

ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNG FÜR UNABHÄNGIGE ZUFALLSGRÖSSEN 
IM FALLE DER STABILEN GRENZVERTEILUNGA. MITALAUSKAS

(Zusammenfassung)In dieser Note ist die asymptotische Entwicklung für die charakteristische Funktion (ch. F.) von normierten Summen der unabhängigen Zufallsgrößen erhalten, wenn die Zufallsgrößen unidentisch verteilt sind, und die ch. F. der normierten Summe gegen die ch. F. des stabilen Gesetzes mit α≠l strebt. Die Entwicklung ist nach die Analogen der Liapunovschen Brüchen durchführt. Man beweist, daß die Koeffizienten bei diesen Analogen in Bezug auf n gleichmäßig beschränkt sind.
13. Литовский математический сборник т. III, N> 1.




