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ОБ ОДНОМ СПЕЦИАЛЬНОМ СЛУЧАЕ ЧЕТЫРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
МНОГООБРАЗИЯ ПРЯМЫХ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ

А. ДРЕЙМАНАСВ статье [1] мною был рассмотрен общий случай четырехпараметриче­ского многообразия прямых в четырехмерном проективном пространстве.В этой заметке рассматривается многообразие прямых, являющихся ка­сательными г-поверхности.1. Инфинитезимальные движения проективного репера { Ai} даются урав­нениями [2J:
dAt = ^Ak, (1)где i, j, k≈lt 2, 3, 4, 5; I, J, K=∖, 2, 3, 4; Z, m, λ = 3, 5; r, p, g = 4, 5. Если ребро (Λ1Λ2) описывает многообразие прямых, то главные формы будут: c⅛ ω}, ω*, ω≡, ω^, ω∣. (2)Многообразие G определяется двумя линейными и соответствующими квад­ратичными уравнениями, которые получаются, если продифференцировать ли­нейные уравнения внешним образом.Линейные уравнения многообразия G можно записать.ω} = w1ωξ, c∣⅛ = N2ω{.В общем случае n1 и п2 можно привести к -1. Произвол решения — две функции от четырех аргументов. Если один из коэффициентов n1, п2 равен нулю, а другой равен -1, то произвол решения — одна функция от четы­рех аргументов.Если ∕ι1 = w2 = 0, получаем многообразие прямых, являющихся касатель­ными г-поверхности.В этой заметке и строится дифференциальная геометрия такого многооб­разия прямых. В дальнейшем её будем называть многообразием G1.Многообразие G1 в репере первого порядка даётся внешними дифферен­циальными уравнениями: ω{ = 0, ωj = 0, (3)[ωj ω≡] - [ω≡ ωj] + [ω⅛ ωj] = 0,- (ω2 ω1≡] - [ωj ωg + [ω≡ ωξ] - 0. (4)Система уравнений (3) и (4) в инволюции и произвол решения — две функ­ции от трех аргументов.При помощи группы реперов первого порядка каждой точке A1 + tA2 ЛУ_ ча (A1A2) можно ассоциировать двумерную плоскость. Берём конус, который 
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(5) двумерная от одного ибо меня-

составляют прямые многообразия G1, проходящие через точку Λ1 + M2. Плоскостью, ассоциированной точке Λ1+M2. будем называть касательную плоскость к конусу вдоль луча (A1A2).Уравнение ассоциированной двумерной плоскости такова:x3 = 0,x4 = 0,т. е. для любой точки Λ1 + rΛ2 луча (A1A2) ассоциированная плоскость одна и та же — плоскость (A1 A2A5). При переходе луча к другому, ассоциированная двумерная плоскость меняется, ется точка As.
2. Развернув по лемме Картана уравнения (4), получаем:ω3 = λ33ω^+λ∣ωf+ λ35ωf, -ωj = λ^ωj÷λ2ωj + λ≡ωξ,ω∣ = λ35 ωj + λ∙ ω* + λ65 ω∣, -ω∣ = μ1ωj + μjω* + μjωi,ω4 = μ4 ω2 + μ44 + μ45 ωf,ωs = Hs ω5 + μ45 ω2 + Has ωf •Коэффициенты системы (б) удовлетворяют соответствующим ным уравнениям, полученным дифференцированием системы (6) внешним образом.Будем считать, что коэффициенты λ7zn и μrp симметричны по отношению 

(6)квадрата ч
индексов.Вариации коэффициентов системы (6) даются:δλ2+λ2(2π∣-π}-πj) = 0, (7)8 μ1 + μi (2π} - πf - π≡) = 0, (8)δμ) + μjπ}-μjπ'-πj = θ, (9)δλ≡ + λ2πg-λ2 π7-π≡ = 0, (10)δλzm-λwn7rJ-λ∕n¾ + λb,(π}+πl) = 0, (11)δμ7j,-μαpπ*-μ4πJ + μrp(πf+π3) = 0. (12)Таким образом видно, что системы величин (7), (8), (9), (10), (11) и (12) являются линейными геометрическими объектами, причем (7) и (8) — относи­тельными инвариантами, а (11) и (12) — однородными [3].Гиперплоскости (A1 A2A3As) и (Λ1Λ2Λ4Λ5), т. е. x4 = 0 и x3 = 0 являются инвариантными г-плоскостями, ибоδx4 = (Θ-π})x4, δx3 = (Θ-π3)x3∙ (13)Двумерная плоскость (Λ1Λ2Λ5), ассоциированная точкам прямой (√4i^2), является также инвариантной, как пересечение инвариантных г-плоскостей.Если плоскость (Λ1Λ2Λ5) неподвижна, то и прямая (Λ1Λ2) неподвижна.3. Если одна точка Λ1 + M2 прямой (Λ1^2) неподвижна, т. е. счи­таем, что ωJ = 0, ω2 = 0, ω∣ = 0, ω4 = 0, ωj= — fω2,<∕∕ + ∕(ωf-ω} + λ2ωξ) + r2μ⅛ω^ = 0, (14)
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то получаем JΛ1 = ω}Λ1 + r(λ∣Λa- Λ6)ωf, (15)
dA2 = ω∣ А2 + (As - μ⅛ Λ1) ωf.Значит, что тогда точки A1 и А2 движутся в инвариантной двумерной пло­скости (A1A2Aδ) по направлениям, которые определяют λ∣ и μj. Прямые, идущие из A1 и А2 по этим направлениям, пересекаются в одной точке.Если λf = μ⅛ = O (тогда и π∣ = πl = 0), то получаем:

dA1 = —— t co2√4g,
dA2 = ω%A2 + ωlAs, (16)что показывает, что точка А6 является точкой пересечения прямых, идущих из A1 и А2 по направлениям, определяемым λf и μ⅛.4. Найдем асимптотические г-конусы на г-поверхностях (J1) и (Λ2). Дифференциал точки A1 лежит в инвариантной г-плоскости (A1A2A2A6).Асимптотический г-конус на г-поверхности (Λ1) определяется уравне­нием λ∕mω'1ωj, = λ2(ω4)2. (17)Дифференциал точки А2 лежит в инвариантной г-плоскости (Λ1Λ2Λ4Λ5), и асимптотический г-конус на г-поверхности (А2) определяется уравнением μ4,ω'ωj = μ1(ωj)2. (18)5. Возьмем р-квадрикугде aijxiχJ = Q, (19)

Потребовав, чтобы она ностью (J1), получаем:
au = (Ai*Aj).имела бы касание нулевого порядка с г-поверх-α11 = 0.Касание первого порядка дает:αχ3 = 0, α12 = 0, α15 = 0.Касание второго порядка дает:дзз ~ (λ3)2 o22+λ2 λ33 a22 = 0,α85 ÷ λ35 a22 — λ∣ λ∣ a22 = 0,fl56 ÷ ^2 λ65 a22 — (λ2)2 α22 = 0, д23 = ^зд22» 014 = λ2022, 025 = λ∣022∙Поставив значения (20), (21), (22) в (19), получаем четырехпараметриче­ское семейство г-квадрик, имеющих с поверхностью (Лг) касание порядка: 2λ2 a22 x1 xi + a22 x2 x2 + 2λf a22 x2 x3 + 2α24 x2 x4 + 2λf a22 x2 х6 + + [ (λi)2 α22 “ λ2λ33α22] x3 x3 + 2α34 x3 x4 + 2 (λ2 λ2 - λ2λ36) a22 x3 xβ ++ α44 x4 х4 + 2а4Б х4 х5 + [ (λ2)2 - λ2 ХББ] a22 x5 х6 = 0.Квадрика, лежащая в инвариантной г-плоскости (Λ1Λ2Λ8Λ6) уравнением

(20)
(21)
(22)

второго
(23) дается

х2 х2 - λ2 λ∕rt, xl xm + λ2 xl (2x2 ÷ λjι xm) = 0. (24)
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λj можно при помощи вторичных параметров привести к нулю, тогда урав­нение (24) было бы x2x2=λ2λ,m√x'". (25)Аналогично можно найти семейство соприкасающихся г-квадрик для г-по- верхности (Л2).Квадрика, лежащая в г-плоскости (Λ142Λ4Λ5) (в ней лежит dAi) дается уравнением
X1 X1 - μ1 μrpXrXp + μjXr (2x1 + μ}xp) = 0 (26)или, если μj привести к нулю,

χ1χ1=μtμrpχrχ,- (27)Возьмем на г-квадрике произвольную точку А, близкую к точке A1. Точка А может быть задана при помощи векторного ряда Тейлора
А = A1 + dA1 + di А1 + ...Если координаты точки А относительно рэпера {Л/} обозначить xi и по­ставить в уравнение (25), то получится уравнение (17).Значит квадрика (25) совпадает с асимптотическим г-конусом на г-поверх- ности (Λ1) (17). Аналогично для уравнений (27) и (18).6. Возьмем г-плоскость (J1Λ2J3Λ5). Будем считать, что эта г-плоскость неподвижна. Удобнее ввести проективный репер {Bl} с вершинами:

B1 = A1, B2=A2, B3 = A3, B4 = As. (28)Инфинитезимальные движения репера {Bz} даются уравнениями:
dBj = Ω*B*. (29)Так как г-плоскость (j41Λ2Λ3Λ5) неподвижна, то прямая (A1A2) в ней описывает конгруэнцию, определяемую уравнениями:∣ωJ=^⅛ωi (зо)

и соответствующими квадратичными, причемλ∕∕λβ,7, — (λzm)2=0. (31)Из этого следует, что фокусы конгруэнции находятся в точках 
B1 и В2.Касательная плоскость поверхности (В2) является плоскость (B1B2B^ а для поверхности (B1) —t прямая{⅛ (⅛-λs≈)⅛+¾-⅛-¾}.Развертывающиеся поверхности конгруэнции даются уравнениями: Ω2=0. ΩJ = O. (32)Следовательно прямые, полученные из прямой (ΛjΛ2) преобразованием Лапласа, даются [4]:{*∙ ⅛L<Λ+βa) и lβι -⅛ko*+Mили- (33) обозначив Ωf _ ∏ι . _ _Ωf ∣ωj=o τ* И ∩i ∣ωj-о (34)
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имеем:
{Bι, τ2B2 + B3} и {B2, τ11J1 + Bλ}. (35)Находим τ1 и τ2. ИмеемTl=μs. τ2=-λs+⅛λs∙ (36)Таким образом, прямые, полученные из (Λ1Λ2) прэобразованием Лапласа, являются: ∣B1,B3 + (λ≡^--λ≈)⅛} и {¾, ¾+14¾}. (37)

Если точка А5 фиксирована (λ∣ = μJ = O), то прямые будут{2f1, ¾-λ3*⅛} и {Вг, Bi}. (38)λf тоже можно привести к нулю, тогда получим{*ι> B3} и {B2, Bi} (39)или в четырехмеряом пространстве (J1, А3) и (A2, А6). Значит λ∣ = 0 даёт,что (Λl, А3) совпадает с одной из прямых, полученных прэобразованием Лапласа из конгруэнции, лежащей в касательной г-плоскости г-поверхно- сти (Λ1).Аналогичным образом рассматривается конгруэнция, лежащая в каса­тельной г-плоскости г-поверхности (А2).μJ = О даёт, что прямая (А2, Ал) совпадает с одной из прямых, получен­ных преобразованием Лапласа.Вильнюсский государственный Поступила в редакциюпедагогический институт 6.V. 1963
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APIE VIENĄ SPECIALŲ KETURPARAMETRINĖS TIESIŲ DAUGDAROS 
KETURMATĖJE PROJEKTYVINĖJE ERDVĖJE ATVEJĮ

A- DREIMANAS

(Reziumė)Darbe, keturmatėje projektyvinėje erdvėje, nagrinėjama keturparametrinė tiesių daugdara, sudaryta iš h-paviršiaus liečiamųjų. Nagrinėjama asimptotiniai h-kūgiai, liečiamosios h-kvadri- kos, tiesės gaunamos pagalba Laplaso transformacijų. Darbas atliktas O. F. Laptevo metodu.
6. Литовский математический сборник, Ill №2



82 А. Дрейманас

ÜBER EINEN SPETLALFALL DER VIERPARAMETRISCHEN 
MANNIGFALTIGKEIT DER GERADEN IM VIERDIMENSIONALEN 

PROJEKTIVISCHEN RAUM

A. DREIMANAS

(Zusammenfassung)In diesem Artikel betrachtet man die vierparametrische Mannigfaltigkeit der Geraden im vierdiemensionalen projektivischen Raum, die aus Tangenten der Hyperflächen besteht. Diese Mannigfaltigkeit existiert mit Freiheit zweier Funktionen von drei Argumenten.Man betrachtet hier die Haupttangentiscbe Hyperkegel die Berührung der Hyperquadrik und die Geraden, die mit Hilfe der Laplaceschen Transformationen erhalten sind.


