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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМ АКСЕНТЬЕВА 
И Ч AKA ЛОВА НА КЛАСС Kπ(D)Э. Г. КИРЬЯЦКИЙВ работах Аксентьева [1] и Чакалова [2] приводятся достаточные при­знаки однолистности функций. В настоящей заметке некоторые результаты вышеупомянутых авторов обобщаются на классы Kn(D), и=1, 2, ... . Напомним определение класса Kn(D). Регулярная и однолистная в области 

D функция f (z) принадлежит классу Kn(D)i если/её n-ая разделённая раз­ность [z0 z1 ... zπ] не равна нулю при любых попарно различных z0, z1, ... zn, взятых из области D. В частности, при и=1 имеем класс 
K1(D) однолистных в D функций.В первой части заметки обобщаются результаты Аксентьева, во второй — Чакалова.1. Пусть в конечной двусвязной области (7, внешняя граница которой является выпуклой кривой L, определена функцияF(z) = 0(z)+∕(z), (1)причём Q(z) регулярна в G, f (z) регулярна внутри области D, ограниченной выпуклой кривой L и ∕00(z) непрерывна в D.При этих предположениях имеют место следующие две теоремы.

Теорема 1. Если существует такое N≥0i при котором выполняются 
неравенства Re 7ζ∖w > N, zeL, (2)i(z0z1 ... zn]βw∣≤y, z0,zt..............zπ∈G. (3)
то F (z) eK„(G).Доказательство. Используя интегральное представление разделен­ной разности, получим

1 tl tn-x[z0z1 ... zjrω = ∫ ∫ ... f fu,(ζ)dt1 ... dtn+[zazl ... zjor,y = 
0 0 о

1 h tn-1 β
= ∫ f - ∙ ∙ f Re{∕w(ζ)+n! [z0z1 ... zjoω}att ... dt„+ 

о о о
1 ⅛ *∏-1

+ if f f /'”{/<")ro + B|[zoZi .. zJcw}*i • • ■0 0 o
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где ζ = z1 + (z2-z1)r+ ... +(z„-zJL_1)t„_1 + (z0-z„)t„. В силу выпуклости области D эта точка ζ лежит в D.Так как Re∕σ"(z) является гармонической функцией в D и непрерывной в D, то на основании (2) и (3) имеем:Re/(л> (z) > л! N, и Re{n![z0 zl ... zjoω}> -л! N,Из (5) и (6) следует, чтоRe∕<",(z) + Re{n![zozι ... zjoωj>0. и в силу (4) получаем, что F(z) eKn(G).
Следствие 1. Пусть

z, z1, ..., zn eG.

z, z0, z1, ....zn eG

(5)(6)

F(z) = Ok , a⅛-ι fc≥l,
где f (z) регулярна в выпуклой области D, содержащей круг ∣z∣≤r. Если ∕w(z) непрерывна в замкнутой области D, и если на границе этой об­
ласти

o. f0∙>(z> _ cS+*-∣∣¾∣ , ⅛+*-2∣¾-ι∣ , , ∣<>l∣ mКе л! r^+k + rn+k-1 +∙∙∙+rΛ+ι ’ V)
що F (z) принадлежит классу Kn(Dr), где область Dr означает ту часть 
области D, для которой ∣zj>r.Доказательство. Для функцииeω=⅛+-^-+∙∙∙+⅛справедливо следующее неравенство∣[z0z1 .. . zn]βwI ≤ ĮakI • Į [z0z1 ... zJjJ+ ∣ak~11 ∙ ∣z0z1 ... zj 1 | +
Кроме того, выполнено условие (7). По теореме 1 F(z)eKn(D).Теорема 2. Если существует такое N, при котором выполнены нера­

I1
HI+1 "

венства 
zel, л!∣[z0z1 ... zjow∣>^ z0, z1, .. ., zneG,

(8)(9)
то F(z)eKr(G).Доказательство. Используя интегральное представление разделён­ной разности функции /(z), имеем

1 г» tn-1[z0 z1 ... zJfw = [ztz1 ... z„]QM + f f ... f ∣∕to, (ζ) I dtl ... Λ,∙
об оУчитывая (8) и (9) и принцип максимума модуля для функции /(z), по­лучим

1 h tn-ι∣[z0z1 .. ..zJfw∣>∣[z0zi ... zjew∣- ff ... f ∣∕ω(ζ)l<Λl ... ⅛>0.
0 0 оОтсюда следует, что F (z) eKπ{G).
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Следствие 2. Пусть функция f (z) регулярна в выпуклой области D, со­
держащей круг I z Į ≤ р и лежащей в круге ∣ z ∣ ≤ r и f{n) (z) непрерывна в 
замкнутой области D. Если на границе области D

∖fw(z) I < IД1 I _ cλ+i I °21 _ _ cn+k-11 fl⅛ i /.∩x
n↑ rn+l рЛ + 8 • • • рЛ + Л ’ Uυ∕

то функция fω=⅛+⅛≡b+.. + ⅜+∕ω
принадлежит классу Kn(Dp), где область Dp означает ту часть области D, 
для которой Į z | ≥ р.Доказательство. В кольце p≤∣z∣≤r для функции
имеем βω=l+-⅞ + ...+>I[z0Zι . . . ⅞]βw∣ = ∣α1[z0z1 . . . zλ]a i + α2[z0z1 . . . ⅛ +

+ . . . + α⅝[z0z1 cn+k-1 I ak '
pfl÷fcТак как выполнено условие (10), то по теореме 2 F(z)eK„(D).2. Пусть S—некоторое семейство функций. Если все функции этого се­мейства принадлежат классу Kn (D)t то область D назовем Кп-областью семейства S. Область D будем называть максимальной ^„-областью для семейства S, если она обладает следующим свойством.При присоединении к области D произвольно малой окрестности любой граничной точки области D получается расширенная область Z>1, уже не являющаяся ^„-областью, т. е. в семействе S имеется по крайней мере одна такая функция, которая либо не является голоморфной в области Z)1, либо, будучи голоморфной, в области D1 не принадлежит классу 

Kn{D1).Теорема 3. Обозначим через C(ζ, R) семейство рациональных функций 
вида

fM≈Σl⅛'
k=∖

где Ak>Q, ζ, a1, a2, ..., am~некоторые комплексные постоянные, и ∖ak- -ζ∣≤Λ, fc=l, 2, .... т.
Тогда единственной максимальной К„-областью семейства C(ζ, R) яв­

ляется область G ∣z-ζ∣> -—. (11)
sin 20>+l)Доказательство. Возьмём и-ую разделённую разность функции ∕(z)

т
[z0Z1 z„] — (- 1) 2 (z0-αfc)(z1-α⅛).. . (zn-ak)
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Так как точки z0, z1, ... , zn взяты внутри области G, тб, вследствие (11), из любой такой точки круг Į z- ζ ∣ < R будет виден под углом, не превы­шающим —τv. Следовательно,л+1 z0, z1, . .., z„ ∈G,и поэтому числа
--f------- -----------------7------- г . fc= 1, 2, ..., п,(⅞-flk) (¾-o⅛) ... (z∏-αjfe)лежат все по одну сторону от некоторой прямой, проходящей через начало координат. Сумма же таких чисел, как известно, отлична от нуля. Итак, имеем [z0Zχ ... zJr∙w≠0, z0, z1, ..., zπeG.Докажем теперь, что область G является максимальной Ä^-областью. Для этого достаточно показать, что какую бы точку ωω = ζ +-------------------- e,φ, R'≤R,

S“ 2(λ+I)мы не взяли, среди функций семейства C(ζ, R) имеется такая функция, которая не принадлежит классу Кп в круге ∣z-ω∣≤p, где р-сколь угодно малое положительное число. Покажем, что такой функцией будет
f(∖ 1 2z J{Z)~ 2-⅛-R'uiei* + z-ζ-Λ4eiφ ’где

u1 = e^, ⅛-e≡⅛.Взяв л-ую производную функции /(z), убеждаемся в справедливости следую­щего равенства(-l)"(g⅛φn+ι∕⅛)(w) ____л!=(-
j_______fc' si° 2(л+1)

tπn1_____________ e2t"+υy,+1 + (___________-sin-------------- ««------2(∏+D

im -÷-
sm 2(λ⅛1)

—im
-e2(n+l>y+1 =2(л+1) 

. im ≡R≈[(-Ч------------.’“"Г]-“-sm 2(л+1) ’

-⅛PI

— е

Отсюда следует, что ∕oo(ω) = 0 и функция ∕(z) не принадлежит классу К„ в круге ∣z-ω∣≤p.Рассмотрим теперь семейство с (Q) таких функций в области j z ∣ > 1, каждая из которых определяется формулойeω=f-⅛⅛-∙ <12>— πгде а (г) —ограниченная неубывающая вещественная функция на сегменте [-π, π], обладающая по крайней мере одной точкой роста.
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Теорема 4. Единственной максимальной Кп-областью семейства C(β) 
есть область

sin 2(л+1)Доказательство. Что область
2(л+1)является ^„-областью семейства C(Q), устанавливается так же, как и в теореме 3. Чтобы доказать максимальность области
2(л+1)и её единственность, достаточно установить, что для любой точки ω0 из кольца

sin 2(л+1)в семействе C(Q) найдется такая функция, n-ая производная которой равна нулю в этой точке. Пусть ω0 = p0efφ, где
1 < ро ≤-------------------- , - π ≤ φ ≤ π.“°2(л+1)Вычислим а так, чтобы 0<α≤ πn2(л+1) И

Тогда функция
₽» ~ - ⅛ s,n (-2θΓ+TΓ + a) •sm 2(Λ÷1)

0o(z)- z-el∙(Φ+a) + 1
2~√(Φ+a)принадлежит семейству C(Q). Взяв и-ую производную функции Q0(z), убеж­даемся в справедливости следующих равенств:√("+l)φ(-1) 6<">(ω0) = 1 1 =л! ' (pβ-efa)"+1 ^(pβ-e-'β)"+1

[ π \л+1 / те \л+1(pt-e⅛)-+ι+(p,-e-fa)"÷1______ (ctg 2(л+1) ~7 +Γg 2(n+l) +t) = θ
β f n Λi≡V∣+lf√ tayi+l Į те ∖n+l(Po e ) Со e ) sinπ+1a(ctg1 2(n÷l)~ + 1∕Отсюда следует, что функция Q0(z) не принадлежит классу К„ в кольце

sin 2(л+1)'
Замечание. Функция (12) при указанном там ограничении на функцию a (г) определяет так же некоторое семейство c*(β) голоморфных в единич­ном круге I z I < 1 функций. В этом круге | z | < 1 не существует никакой Хп-области семейства c*(β).
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Действительно, пусть ω0 = p0e,φ, где 0≤po<l и -π≤φ + π. Определим а так, чтобы πn rk
“ 2(λ+1) α < 0,Тогда функция (13) принадлежит семейству C*(Q) и нетрудно проверить, что её и-ая производная равна нулью в точке z = ω.Если в теоремах 3 и 4 положить п = 1, то получаются результаты Ча- калова для однолистных функций.

Поступила в редакцию2.ΓV. 1963
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KAI KURIOS AKSENTJEVO IR ČAKALOVO TEOREMOS 

X,(Z>) KLASĖJE

E. KIRJACKIS
(Reziumė)Aksentjevas [1] ir Čakalovas [2] nagrinėjo kai kurias funkcijų klases ir nustatė pakanka­mas sąlygas, kad tų klasių funkcijos būtų vienalapės.Šitame darbe nustatomos pakankamos sąlygos, kad minėtos funkcijos priklausytų ⅛l(D) klasei, t. y., kad bet kuriems taškams z0, z1.............. zneD tų funkcijų padalytas skirtumas

[z0 z1... z„], nebūtų lygus nuliui.
AUSDEHNUNG EINIGER SÄTZE VON AKSENTJEFF UND TSHAKALOFF 

AUF DDE KLASSEN Kn{D)E. KIRJATSKY
(Zusammenfassung)Aksentjeff und Tshakaloff betrachten in ihren Arbeiten ((1], [2]) gewisse Funktionenklas­sen und führen hinreichende Bedingungen dafür an, dass die Funktionen dieser Klassen schlicht seien.In diesem Beitrag werden hinreichende Bedingungen dafür gegeben, dass die obigeD Funktionen der Klasse Kn (D) angehören, d. h. dass für beliebigen Punkte z9, zlf ..., za eD die dividierte Differenz [z0 zl... zn] solcher Funktionen nicht gleich Null sei.


