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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙП. СУРВИЛА1. Рассматривается последовательность независимых случайных величин ξι> ξa................. (1)с Λ∕ξfc = O, Z>ξ⅛ = σ2>0 и M∖ ξjfc∣* = βsA< оо (*y≥3), функциями распределения Fjt(x) и характеристическими функциями fk(t), fc=l, 2, ... .Обозначеня:5∏2=Σσ*' ^=∑βv*. Lπ = -^≡-. V-3, .... J,
k=l Λ=l n

Fn(x), pπ(x) и fn(t) — функция распределения, плотность и характеристиче­ская функция нормированной суммы Sn=B~l ξ⅛ соответственно.
fc=l, В работе автора [3] доказаны асимптотические разложения для произ­водных характеристической функции fn(t) с остаточным членом вида 0(Lsn). Там же даны асимптотические разложения для pn(x) с оценкой остаточного члена относительно х в том случае, когда случайные величины последова­тельности (1) распределены одинаково.В настоящей работе при некотором дополнительном условии мы находим еще один последующий член асимптотических разложений для производных характеристической функции fn (t) и остаточный член при этом принимает вид 

o(Lsπ) (теорема 1). Получены также асимптотические разложения для pv(x) в случае неодинаково распределенных слагаемых (теоремы 2 и 3). Условия, накладываемые при этом на случайные величины последовательности (1), весьма проеты.Вводим следующие условия.
Условие А. Случайные величины ξfc последовательности (1) имеют плот­ности распределения pk(x)≤Ck, причем C∣σ2≤Λ∕, M<∞ для fc=l,∙2............... 
Условие В. когда п → ∞, для некото­рого τ>0.2. Теорема 1. Если последовательность удовлетворяет условиям:1) Lsn→0, когда n→co,2) выполняется условие В,
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то для достаточно больших п при ∣r∣≤∑5713u 2)+т для любого γ≥l име­
ют место следующие соотношения:l7<oW-A<'n>(0l≤8∕(⅛, B„)L„e 3 I ∣i∣*→ + ∣∣∣3⅛-2>+∕+ι | 
для 1=0, 1, ..., 5, и δe (Bn, B54) → 0, когда п → оо.

Здесь
∕!,n(')~⅛Λ('). W(t)=⅛τhv,(t), 

и
t* т

hmn (t) =е £ 1 4^ £ Qkn (⅛) E∣cn J, rn=s 1, s,

k=3
где Qkn(it), k = 3, ..., s многочлены степени 3(k-2) с равномерно относи­
тельно п ограниченными коэффициентами.Теорема 2. Пусть последовательность (1) удовлетворяет условиям:1) (ln,Bn)Ljn →0, когда n→∞,2) выполняется условие А.

Тогда для достаточно больших п, равномерно относительно х имеет 
место соотношение ∖Pn (х) - φ,-ι л (х)I = О (Lsπ). (2)

Если, кроме того, выполняется и условие В, то при n→∞, равномерно 
относительно х имеет место соотношение1Рл W “ <Рж,«(х) I = о {Lsπ). (3)Теорема 3. Пусть последовательность (1) удовлетворяет условиям:1) (ln,⅛)Iιn→0, когда n→∞,2) выполняется условие К,3) существует конечное положительное число R такое, что для доста-

л

точно больших п верно неравенство Λfln= Λf ∣ξfc∣≤BJ.Ar=l 
Тогда для достаточно больших п и для всех x∈(- ∞, ∞) имеет место 

соотношение ∣p.ω-φ.-^(*)l=-¾⅛-• (4)
Если, кроме того, выполняется и условие В, то при n→∞ и для всех 

хе( — оо, оо) верно соотношение∣∕>1,(χ)-φ..ω∣ = -⅛⅛r∙ (5)
Константа символа О может быть выбрана независящая от х, и 

стремление к нулю под символом о тоже независит от х.В теоремах 2 и 3 обозначено
= ⅛ f e~uxhmt,(t), m=s-∖, s.

— соЗаметим, что теорема 2 работы [3] является частным случаем тео­ремы 3.
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3. Отметим некоторые следствия.Теорема 4. Если выполнены условия 1, 2, 3 теоремы 3, то при n→∞ 
верно соотношение E∞∫ l∕>nW-φj-ι,.WI',dχ=o(U)

для любого р > γ.
Если, кроме того, выполняется и условие В, то

00f ip.W-φ5,nWI',<fe=o(⅛). (λ→co)
— оо

для любого р>~ .Теорема 5. Если выполнены условия 1, 2, 3 теоремы 3, то при n→∞ 
и для всех xe(- ∞, оо) верно соотношение∣Λ,ω+φ,-ι,.(-v)∣= ,+⅛L •

Если, кроме того, выполняется и условие В, то при n→∞ для всех x∈(- оо, оо) верно соотношение∣⅞(x)-Φ,,.⅛)∣≈ 1¾⅜-i.
Здесь

X

Q>m,Λx)= f <pm,n(u)du, m = s-l, s,—∞
а символы О и о не зависят от х.4. Доказательство теоремы 1 полностью проводить не будем, так как оно аналогично доказательству теоремы 1 работы [3]. Разница лишь в том, что здесь надо воспользоваться следующими разложениями для производных ло­гарифмов характеристических функций слагаемых:1"ωΛ (⅛)-∑⅛⅛÷^,(⅛)> /=0-1............^=1∙2...............1Zo⅛ = χι*=O. и при ∣∕∣≤Z,,n30^a+τ, (γ>l) (6)верно неравенство .

∑M⅛)Ic8<b" b*>l"-&{И+1 ь /=0,1...........s∙
k=l Пгде S(Bn, Bsπ)→0, когда л → оо. (Под ln∕(r) подразумевается главное значе­ние логарифма.)Соотношения (6) доказываются следующими рассуждениями.Пусть °⅛=Λfξj. =77 ι∏ωΛ (,) j,_0 - v=2, з............... s.Воспользуемся неравенствамиLv,,≤Lfy, v = 3, ...,s, (7)1 которые доказаны в [2], и будем считать, что | ∕∣ ≤L5n 3(,_2)+Y ,
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Так как β5λ< оо, то fk(t) имеет ограниченные и непрерывные производ­ные до s-ого порядка включительно, и в исследуемом интервале имеют место следующие разложения:
и к= 1, 2, ..., п, (α0jk=l, alfc = 0), где

(8)
+ f j<ψ'∙ '-lpf⅛)}, ∣Θ*I≤1.

Используя неравенства ∣eiz-l∣≤∣z∣ и ∣e,z-l∣≤2, легко получаем, что
f ∣χ∣∙<ff*ω},∣*∣>⅛^τ (9)

для /=0, 1, ..., s и к = 1, 2, ..., п.Из соотношений (8), используя неравенства (7), получим, что в нашем ин­тервале верны неравенства у , к= 1, 2, ..п. (Ю)Следовательно, In fk является функцией непрерывной в этом интервале. Так как логарифмическая производная порядка I функции fk(t) рационально выражается через/*(/), 0≤v≤∕, причем в знаменатель входит только fk(t) в степени не вышей I, то, согласно неравенствам (10) и тому, что fk(t}, v = 0, 1, ..., s являются функциями ограниченными и непрерывными, в на­шем интервале, ln<0fk ({-į-} является функцией непрерывной и ограниченной с непрерывными и ограниченными производными до порядка s-l включи­тельно. Используя известную теорему о разложении функции в ряд Тейлора, получим, что
fc=l, 2, л, (χoλ = χol≡≡0), где

Дифференцируя тождество
получаем Λ(⅛)=eχp{ln≠√⅛)}'

Λ,,(⅛)-Λ(⅛)toa,Λ(⅛)∙
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Дифференцируя это соотношение 5-1 раз, получим
Л” (⅛)= Σ с™ ιln°"jnA (√7)y<≈ »-о (⅛), m=0откуда следует, что,"wΛ (⅛) =7Γ,∏^! л° (⅛) - ∑ c'"1 1d"+1,λ (⅛)z" ^ra^', ⅛)}’(12)

Очевидно fc=l, 2..............и.wM⅛)L=⅞-.- z=1-2....... s∙

Из соотношения (12), согласно этим равенствам, следует, что
,"ωΛ(⅛) L = ⅛i - Ž ∑ c"-. 1∙* = -⅞t. *=1.2.............. П. (13)

И Л m=0 nДалее воспользуемся разложениями 

для r= 1, 2, ...» s— 1, иlτp,,t',fl.i c [ ₽•* (В. ) I * ⅛,
λ∙⅛)-⅛1÷'-⅛)-

которые, очевидно, верны в нашем интервале для всех k = 1, 2, ..., п. Согласно этим разложениям, равенству (13), а также неравенствам
гβ-*≤fti. ∣χ,*l≤'∙‰ r≈2, 3, ...,s, β,t≤βsn,после несложных подсчетов имеем:

Используя эти неравенства, из соотношений (11) получаем следующее не­равенство:
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Теперь, обозначив через .
8(В„, В„) = ЗА

согласно неравенствам (9), при
⅛Σ f M1⅛W, L™™ },

k~ * I »ι⅛ n*~τ1111 ≤Ljn 3(,_2)+т имеем:∑M⅛)∣≤8(‰ ⅛)^⅛⅛{∣'∣+1b l=0∙ 1..............’■
к=\Из условия В и условия Ljn→0, при λ→oo, следует, что δ(Bn, Bsn) →0, когда п →oo.5. Для доказательства теорем 2 и 3 нам понадобится следующие леммы.Лемма 1. Пусть случайная величина с характеристической функцией 

f (t) имеет плотность р(х), не превосходящую С, и дисперсию σ2. Тогда при 11Į ≥πσ^1 l∕WI≤≡4>{-7⅛-j.
а при I Г| <πσ^1 ∣∕(OI≤exp{--^-}. '
Здесь α1>0, a2 > 0 — константы.Доказательство леммы можно найти в [4].Лемма 2. Если случайные величины последовательности (1) удовлетво­
ряют условию Lsπ→Q, когда n→∞, то для достаточно больших п и при 11Į ≤ cL~1 имеют место соотношения21∣7<0(∕)∣≤b(∕, s)e 4 {∣r∣,+ l}. Z=0, 1, ...,s. (14)
Константы b(l, s) равномерно ограничены относительно п.Доказательство. При /=0 неравенство (14) следует из леммы Кра­мера (см. [1], стр. 93, л. 3).Имеем

λw-∏λ(⅛)∙

Jt=lВводим обозначения:Λ.*.ω=∏∕*⅛)........а*.......√o= fl λ(⅛). *>з. (i5>
fc=l *=1k≠kt, k≠ki≠...≠ksДифференцируя выражения (15), получаемΛ,,ω=∑∕ji>(⅛)Λ.*.(θ.
*1=1

п/Ä.... 1ω= ∑ ....»до.
a∕=1kl≠kι≠...≠kl-l

1=2, ..., 5. (16)
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Методом индукции легко получается следующая формула:Λn(0=∑7 = 1 l",ι√∙.
(17)a∕∙=1kj≠kl≠...≠kj-v

для 7=1, 2, .... j. Здесь Amijt^,t Так как Λ∕ξ⅛ = O, k=l, 2, ..., и
со e itχ

w{⅛}= f ⅛e'"<κω- f f*s

— оо —∞ — оо

ТО

mjj (/) — константы, зависящие только от /.
00 f0Jt tx

fe~⅛~ dF∣c(x),

k(⅛)l<⅛r∙ k-,∙2... "■Следовательно, имеем (18)

(19)

∑∣Λ"⅛)I<∣<∣∙fc=lКроме того, верны неравенстваH⅛)l≤⅛- v>2∙ fc=1∙а следовательно, верны τaκπ⅛ и неравенстваΣ ∣∙^,,(⅛∙)∣≤z*r
к=1Из соотношения (17), согласно неравенствам (18) и (19), легко следует, что ∣∕ω(,)∣≤j5(∕){i + ∣,∣∕} max (дА1....... (,)∣. ∕=1,2, ...,s, (20)1 ≤fc1≠Λ1≠.. .≠fy≤nгде В (!) — константы, зависящие только от /.Оценим max ∣∕n,tl....... 4 (r)∣ при ∣<∣≤c⅛. Функция fl,ιt....... k (t)

l≤kl≠...≠kl≤n 1 0П lявляется характеристической функцией следующей нормированной суммы:Σ ξ*к1 к=\
k≠kl≠...≠k[в точке

t
В„ T∕⅛-⅛-Из леммы Крамера (см. [1], стр. 93, л. 3) имеем при t - ------- —“п 

(Tsn(l) определим позже) следующие неравенства:IA h ⅛, (О I ≤ exp I - у (—-—-b,Но, так как ∕≤j и
σl-'≤τw(0ГА)}.
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ТО И

------- —≡------- ,→∖-s(Lmγ.
пСогласно условию теоремы Lιn→0, n→∞, всегда можно найти такое w0,2чтобы при w≥w0 имело место неравенство s(Lsn)s <у. Следовательно, для таких п имеют место неравенства4-⅜-∙∙∙-.σfcz з------------------------ > τ , Z= 1, 2................J.Итак, для n>n0 при 111 ≤ min Tsn (s) верны неравенства l≤Λl≠...≠⅛β≤n 2Lmax IΛ,*,....... *,WI≤e 4. ∕=1,2, ...,s.1 ≤Ar1≠...≠Aj≤nСогласно упомянутой лемме Крамера имеем_ ,Λ t4-⅛--⅛P2γ∙"W~ 4‰-βΛ-...-⅛) 'Так как для всех 1 = 1, 2, .... s, имеем неравенства

„ s max а’ 3 , 11r-<'>>-⅛-[1- i-⅛, F>⅛tι-<ι2 ■и согласно условию Ltn→0, n→∞, можно найрг такое m, чтобы для n≥m имело место неравенство

(4~<⅛
(21)

то для таких п будет верно
_2 2u→⅛ι2≡4∙соотношение ____1Tm (0 > "j" ⅛* ≥ "g" Lm (22)

t∙

min
I<jtι≠...≠⅛1<aИтак, согласно неравенствам (21) и (22), имеем при 111 ≤ уL^1 и л>тах(л0, т) следующие соотношения:

шах |ДЬ....... *,(<)∣≤e 4. Z—1. 2, .
l<⅞fc1≠...≠⅛z≤nИспользуя это неравенство, из соотношения (20) заключаем, что при I f j ≤ у L~n 1 и для достаточно больших п верны неравенства

l∕yW≤B(∕) (l + ∣r∣9e 4, /=1 2.................5,что и доказывает нашу лемму. (Очевидно, в лемме c>-g-. )Так как

, s∙

и fc=l, 2, .... л∑M⅛)≤⅛∙Ь-1 (23)



Асимптотические разложения для плотностей 185

то, используя неравенства (19) и (23), из соотношения (17) получаем следую­щие неравенства:∣Z∞(OI≤^1(∕) ( 1+⅛4 max ∖fn,k.........√')!. ∕=1>2 ...,j. (24)
I Bπ J 1≤Λ1≠...≠Λ,≤∏6. Доказательство, теорем 2 и 3.Докажем только соотношения (3) и (5), так как доказательство соотноше­ний (2) и (4) совершенно аналогичны. Надо лишь вместо теоремы 1 восполь­зоваться теоремой первой работы [3].Доказательство соотношения (3). Так как pλ(x)≤Cfc, fc=l, 2..............то уже при h≥2, fn(t) будет функцией интегрируемой (см. [5], стр. 93, т. 48 и [6], стр. 181). Следовательно, для п>2 можем воспользоваться формулой обращения и получим

002π Į pn (x} - φs, n (х) I ≤ f fn {t)-h5t „ (f) ∣ Λ ≤ ∕1 + ∕2 + Z3 + ∕4 + ∕5, (25)
— 00где

fΛ= ∣Λ(o-M')∣<λ. ∕2= f1 1

f1 Λ =
h=

Согласно теореме 1 имеем:71≤δ0(⅛, ⅛JZot ∫ ∕y{∣t∣* + ∣rP<->>+1}Λ=o‰). (26)
— ооТак как ι⅛ωι≤e~ [i + ∑ ∣0*,(⅛)∣⅛],

Ä = 3где Qkn(it), k = 3, ..., s многочлены степени 3(к — 2) с равномерно отно­сительно п ограниченными коэффициентами, а ⅛→0, Л = 3, ..., 5, тоZ.-o(l∙J∙ (27)Для оценки ∕s воспользуемся леммой 2 и получим:
∕s≤⅛(0, $) f e^~dt≈o(La). (28)∣,l^7<⅛Из леммы 1 и условия А следует, что при 111 >πBn( min σfc)'1 имеет место 

l≤fc≤ лнеравенствоIΛ0l≤∣Λ⅛)∣ ∣Λ(⅛-)∣exp{-⅛(n-2)}, il=⅛-.
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Следовательно, имеем: ∞
I^ABπexp{-i1n} ∫ ∣Λ(∕)∣ ∣∕,(Z)∣Λ∙

— аоСогласно неравенству Буняковского, а также соотношению∫ ∣∕(τ)∣∙Λ-2π f ∣p(x)*∣Λ
— СО —со(см. [5], стр. 68), получаем неравенствоZ5 ≤ 2πА V C1 C2Bπexp { - α1 л }.Так как Bn = o(e^π) для любого β>0, то имеем

h ≤ 2πA V^Q⅞⅛e^'⅛^" (e~i+i" ")’ = о (⅛-) = о (Ln).Теперь оценим интеграл /4. Имеем:Λ= ∫ IΛW∣Λ=⅛ ∫ ∏IΛ(OI<*∙
c⅛,l<t<l<πan(ι≡nιια*>-, ∙ * = 1

(29)

Последовательность дисперсии σj, ⅛ ..., σ≡ распределяем по порядку воз­растания σ≡≤σ∣≤ ... ≤σr2≤σ≡+1≤ ... ≤⅞.Для каждого п находим число г из следующих условий;аЯсно, что г будет зависеть от п. Согласно условию А и лемме 1, имеем при cB2B~J < Į r Į <π( min σk)~1 следующие неравенства:
IΛ(OI≤ M ' i π csnе для тех к, для которых — < -5— ,

σ⅛ -о>я

е <⅛⅛n дЛЯ τeχ д. дЛЯ κoτopblχ 2L'≥-!L. 
σk D„Обозначив через Ск то из Cv, v=l, 2, ..л, которое соответствует σ≡ (т. е случайной величине последовательности (1), дисшр:ия которой есть σ2), по­лучаем при cB2Bτf < Į11 < π ( min σ⅛)~1 следующее соотношение:

n l≤k≤n
n ( "в* r ' )∏IΛ(')I≤I∕1WI l∕,W∣eχp -⅛l∑-⅛-⅜ ("-'-2) .

x Λ=1 l 3^ Λ≈l 4 jгде α = co⅛.Обозначив через
получим

г п
⅛=Σ⅛ ⅛-, Σ ¾ 

fc=l A=r+1

B*=B2 + B* .л г 1 л—г (30)
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Из условия А заключаем, что
М ’следовательно, при cB2B~nx < 11 [ < π( min σjt) 1 имеем:I≤λ≤n∏l∕*w∣≤e" 1/101 IΛ0∣eχp {-⅛^r}exp{ -⅛

Поступая так же, как и при оценке Z6, получаем∕4≤e^γ 2π]∕ C1C2Bnexp | } exp {-М (n-r)∣.Рассмотрим выражение⅛exp {-⅜b^γ } exp {-⅛ (л-г) }•
Взяв число 5 = , последовательность натуральных чисел { п } подразде­ляем на две подпоследовательности { п } = { п'} и { п"} следующим образом:

jBa1) ne{n'}, если -⅛>⅛,
л2) n≡{Λ"}, если ^r<⅛∙Тогда для ne{n,} будем иметь ≥⅛2-δ,.⅛ ' *• Ą

1Используя условие 1 второй теоремы и неравенство L3n≤L^ 2, получаем
-sI-B^Ls∕~2 >NninBn, Nn→∞, (h→oo).Следовательно, для достаточно больших ne{n'} будем иметь71≤Λ1Bnexp{--^y,,lnB,1} = Λ1fl∕1 "^ = o(B→) = o(Ljll). (31) 

С другой стороны, так как L3n→0 при n→ оо, то для достаточно больших 
пе{п"}, имеем B2r = oUty и, согласно соотношению (30), B^c1B2nr.Но B2n r является суммой п — г слагаемых, удовлетворяющих тем же σa⅛ условиям, которым удовлетворяют слагаемые суммы В*, т. е. ------- > 0,
n→∞, k=∖, 2, ..., п — г. Следовательно, если n-r→∞, когда ∕ι→oo, то для достаточно больших nε{ri'} верно соотношение B2 r=≈o(e^n~rV}, β>0, а вместе с тем для таких п и B2 = o(eß(n_r)), β>0.Поэтому для достаточно больших ne{n"}, если n-r→∞, когда n→∞t имеем z ч

h ≤ A Bn exp I = (n - r) j = о (Lm). (32)Если же в подпоследовательности {и*} имеется только конечное число но­меров п (сюда будет входить и тот случай, когда п — г конечное при 
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п → оо), то, очевидно, для достаточно больших п будет верно соотноше­ние (31).Итак, согласно соотношениям (31) и (32) для достаточно больших п имеет место соотношение: 4 = o(⅛)∙ (33)Из соотношений (25), (26) —(29) и (33) следуетl⅛(*)-φ,..WI=o(⅛.hчто и требовалось доказать. Как видно из хода доказательства, символ о не зависит от х.Доказательство соотношения (5).Дифференцируя 5-раз соотношение.ω= f e<^(x)-φ,,.(x)]dx,
— аополучаем 00Λrt(,)-⅛,n (0= f (*)-<₽.,. Wl<fr∙

— ооОтсюда формально имеем2π∣x∣'∣⅛(x)-φ,,,(x)∣≤ f ∣^ω-A⅛(<)∣Λ≤Λ+A+4 + Λ + ∕s. (34)
— 00гдеА* ∣7⅞,ω-¾>ωι*, ι,= ∣Λ∞(∕)∣Λ,f

I

f
1ι-ι≤⅛,3<-2>+γ∣,= ∣Λι' wi л, ιt≈ ∣y⅛>ωι<*.∕1_____ J

⅛ 3<-<1,1≤e⅛14= f ι∕*,ω∣Λ∙
В ходе доказательства будет установлено, что все эти интегралы суще­ствуют, более того, все они стремятся к нулю при λ→∞. Следовательно, применение формулы обращения законно.Используя теорему 1, получаем:

со _Г_Л ≤ δ, (В„, B,,)La fe 3 { 1 +11 Is <’-»+•+* } Л = о (35)
— ооj-ая производная функция hsn (t) имеет вид е 2 Psπ (it), где Psn (it) — много­член степени не выше 3(5— 2) + 5 с равномерно относительно п ограничен­ными коэффициентами. Следовательно, имеем4 = 0 (4ot)∙ (36)
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Согласно лемме 2, получим, что∕s≤⅛(s) f e^τ(M'+l)Λ=o(Lin). (37)|г1>г-^+г
Используя условие А и лемму 1, заключаем, что при J∕∣>Bnπ( min σk)~1 l≤fc≤n верно неравенство.≤ltx‰ιz-∙t  w ⅛) I ∣z'∙ (⅛) Iexp Н (n~s~2} l∙Следовательно, из неравенств (24) при l=s и при ∣∕∣≥πBn( min σk)~1 по- I≤fc≤nлучаем: ∣ζ⅛>(oι≤⅛ω {ι+⅞} ∣a(⅛) I ∣∕,,(⅛) I eχp {-⅜" Į-Из этого неравенства и неравенства

пВ„ следует, что
s ∞

h = f ∣7<'> (0 dt ≤ Bt (j) { 1 + ny J В„ exp { --⅛ n } f |/„ (») ∣ ∣∕,, (t) | Л.
πB~ - х>

Итак, имеем
k = o(Lm), (38)Используя условия 1—3 третьей теоремы, а также лемму 1 и неравенство (24), и рассуждая как при оценке /4 в первой части доказательства, полу­чаем при cB^B~πl <t<πBr( min σjt) ^1 следующее неравенство:

I ≤fc≤nW)∣≤⅛ω j∕√⅛)i μ,(⅛)∣{ 1+ ⅞ }e×p{-⅛-^-⅞("→)} и неравенство71≤B2(i)2π]∕^^GΓ¾"i-l> + lexp∣--j^-i⅛∣ exp{--^(n-r) }. Исследуя / выражение̂
+⅛(-⅞⅛H-⅛m1

таким же образом, как и в первой части доказательства, получим, что 
h≈o(Lm). (39)Из соотношения (34) — (39) следует, что равномерно относительно х при 

п → оо имеет место соотношениеI х I’ I p, (χ) - φ∙,»(χ) I = ° (Д.)-В первой части при более общих условиях мы доказали, что равномерно относительно х при п → ∞ имеет место соотношение∣pnW-φ,.χWI=°(i.∏)∙
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Следовательно, при п → оо равномерно относительно х имеет место соот­ношение (1 +1XI') ∣pn (х) - φs, „ (х) I =о (£„),что и доказывает соотношение (5).7. Теорема 4 доказывается возведением в степень соотношений (4) и (5) и интегрированием полученных выражений.Доказательство теоремы 5.Докажем лишь первую часть теоремы. Вторая часть доказывается анало­гично.Согласно соотношению (4) имеем при ∣x∣≥ 1 следующее соотношение∣Λ W - φ,-ι,»WI = •Поэтому при x≤ — 1 имеем:
X X

IF. W - Ф»-1, л WI = i f lPn (") - <Р.-1. л («)) du j ≤ O (L„) ∫ γ^5∙ = ,+ffi-1 ∙

— oo — ∞При x≥l также получаем:I Fλ (х) - Φ,.1, „ (х) I = I [ 1 - Ф,_ь „ (х) ] - [ 1 - Fl, (х) ] I =
00 00=∣∫ [φ,→.>ω-ΛWJ<fc∣≤0(⅛.)∫ v-= l+ff-, ■

X XДля I х Į < 1, очевидно,
— 1 х

I⅞(*)-<⅛-i,λ(*)I = ∣ f lPn(u)-φs-ι,n (u)]du+ ∫ Ipn(u)-φs-1,π(u)]rfu⅛≤
— ос —1≤O(⅛,)[ ∕⅛ + УΛ]=O(⅛)=-⅛⅛k∙
— ао — 1Следовательно, равномерно относительно х и при п → ∞ верно соотношение(1 +1 х ГО J Fn (х) — ® s-‰n(×)∖ = O (Lsn).Считаю своим приятным долгом выразить благодарность В. А. Статуля- вичюсу за внимание к данной работе и советы.Институт физики и математики Поступила в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 25.V. 1963
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TANKIŲ ASIMPTOΠNIAI IŠDĖSTYMAIP. SURVILA

(Reziumė)

Darbe įrodomi nepriklausomų atsitiktinių dydžių normuotų sumų pasiskirstymų tankių asimptotiniai išdėstymai pagal Liapunovo trupmenas (2 ir 3 teoremos). Kartu pateikiami taip pat normuotos sumos charakteringosios funkcijos išvestinių asimpto*iniai išdėstymai (I teo­rema).
DIE ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNG FÜR DEN DICHTEFUNKTIONEN

P. SURWILA
(Zusammenfassung)Im vorliegenden Artikel gibt man die asymptotische Entwicklung für den Dichtefunktio­nen (Theoremen 2 und 3) und für den Ableitungen der charakteristischen Funktionen (Theo­reme I) der normierten Summen unabhängigen Zufallsgrößen.




