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ВВЕДЕНИЕ 
Й ОБЩИЙ ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ СТАТЬИ

Общая теория дифференциально-геометрических пространств Веблена — 
Уайтхеда, то-есть дифференцируемых многообразий, с заданными на них 
полями геометрических объектов, является основным предметом изучения 
современной дифференциальной геометрии, но укладывающейся в рамки-ста­
рой эрлангенской программы, на смену которой пришла новая, основные 
идеи которой были высказаны впервые О. Вебленом в 1928 году на между­
народном математическом съезде в Болонье [42].

Если однородные пространства Клейна были связаны с понятием группы 
преобразований, дифференциально-геометрические пространства Веблена — Уайт­
хеда связаны с понятием псевдогруппы преобразований, фундаментальное 
значение которой в современных геометрических исследованиях бесспорно, 
хотя систематически разработанная теорйя псевдогрупп преобразований все 
еще отсутствует [36].

Ведущееся в настоящее время усиленное изучение обширного класса 
пространств, охватываемых указанной выше общей теорией, имеет 6oπuιιoς 
значение как для физических (Общая теория относительности), так и для 
чисто математических целей.

Основным, определяющим принципом в обобщенных геометриях является 
идея смещения локальных пространств, ассоциированных с точками базисно­
го многообразия, вдоль кривых, лежащих на этом многообразии.

Восходя к инфинитезимальному параллелизму Леви-Чивита и общему 
понятию симметричной аффинной связности Вейля, эта идея была затем 
развита Э. Картаном [32], [33], [34] и И. А. Схоутеном [39], [40].

Разработка указанных выше концепций продолжается и в настоящее 
время в самых различных аспектах, основными из которых продолжают 
оставаться теории аффинных, проективных и конформных перенесений.

Непосредственным обобщением центро-аффинных перенесений касательных 
пространств, определяемых системой

^£>Г;л^ = 0, (0.1)

являются центро-проективные перенесения этих пространств, построенные 
Э. Картаном [34] и И. А. Схоутеном [39].

Эти перенесения определяются системой
<Zξ'∙ + ξ> Γ⅛ dxk+ξ' ξ> ⅛ dxk = 0, 

где rλ — аффинная связность, а C⅛ — дважды ковариантный тензор.
(0.2)
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Заметим, однако, что путь, предложенный Э. Картаном и И. А. Схоу- 
теном, обладает существенным недостатком, заключающимся в том, что 
центро-проективным преобразованиям подвергаются касательные пространства 
{Λ"}, точки которых определяются векторами (ξ,'), допускающими (по самой 
своей природе) только линейные однородные преобразования.

В настоящей статье центро-проективные перенесения строятся не для 
касательных пространств векторов {Λn}, а для локальных центро-проектив­
ных пространств пункторов {Pn}, компоненты которых (ui) преобразуются 
при преобразовании

xi' = xi'(xl) (0.3)

локальных координатных систем дифференцируемого многообразия { Vя } по
закону

∂xi'

ui'

1 
(л+1)

д In det ∂xr' 
∂xr

∂χi ι√+l

(0.4)

Таким образом, строящаяся теория оказывается избавленной от указан­
ного выше недостатка.

Более того, среди всех локальных пространств, с действующей в них 
конечной группой преобразований, локальные центро-проективные пространства 
пункторов {Рп } оказываются наиболее близко примыкающими к исходному 
дифференцируемому многообразию { Vя}, что дает возможность построить 
естественную теорию центро-проективных перенесений, наиболее глубоко свя­
занную с геометрией дифференцируемого многообразия.

Заметим, что объект (0.4) был введен еще в 1925 году Вебленом и То­
масом [35], а Вейль в работе [50] рассматривал даже общую проблему 
нахождения пространств дифференциально геометрических объектов, которые 
могли бы рассматриваться как локальные пространства Клейна, ассоцииро­
ванные с точками общего дифференцируемого многообразия. В частном 
случае, когда эти пространства Клейна являются центро-проективными про­
странствами, соответствующие дифференциально геометрические объекты 
представляют собой пункторы.

' Однако, многочисленные работы ..Принстонской школы в дальнейшем 
стали группироваться вокруг проективных параметров Томаса ΠJfc [41] и по­
свящались вопросам геодезических отображений [47], [45], а исследование 
пространств пункторов и построение общей теории их центро-проективных 
перенесений (такая теория не может быть построена, исходя из одних лишь 
проективных параметров Томаса ∏jfc) так и Hę было проведено*.

В настоящей статье дается систематическое построение указанной выше 
теории. •

♦ Следует отметить, что Вебленом в 1930 году, в связи с рассмотрением единой теории 
поля, была введена проективная метрика в пространство пункторов [48], [49]; а Схоутеном 
[43], ван-Данцигом [46] и Хантьесом [44] в 1932—1936 годах исследовались проективные 
перенесения, которые получаются путем введения в л-мерное многообразие (л+1) однородных 
координат ван-Данцига и [которые не имеют ничего общего d теорией центро-проективных 
перенесений, строящейся в настоящей статье.
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Первая глава написана' несколько формально и носит предварительный 
характер. Здесь выводится приведенная система дифференциальных уравне­
ний дробно-линейных преобразований

∂tχp, 1 ∂χp,
∂χi∂xk ~~ (л+1) ∂χi

∂ln det

∂xk

∂xr' 
дх'

^t(∏+∣)
д In det

∂χj

и, с помощью объекта
‘ √____ !_ 8< ∂⅛a 1 s, dina

⅛ (л+1) o∕ dx⅛ τ(∏+∣) °* дх> (0-5)

где (а) — относительный скаляр веса N = 1, определяется инвариантное диф­
ференцирование относительно этих преобразований.

Затем вводится общее понятие симметричного связующего объекта, 
компоненты которого (Gijk = Gik^ удовлетворяют формуле расщепления аффин-
ной связности t

¾ ~ Tjk ÷ ¾

и дают возможность вычислить как проектывные параметры Томаса [41] 
¾-⅞-<⅛)H⅞+¾<⅞).

так и тензор эквиаффинности
_ ∂G,,, d<⅞

i∙f ∂χj ∂xi

Далее, наряду с хорошо известным тензором проективной кривизны 
(Plkji), вводятся тензоры эквиаффинной кривизны

6U∙=2⅛) (0-6)

и эквипроективной кривизны
7b=⅛-‰ (°∙7>

и дается явное выражение этих тензоров через компоненты связующего 
объекта.

В конце главы дается инвариантное определение проективного и экви- 
проективного пространства Веблена — Уайтхеда.

Заметим, что определения, данные в первой главе, и выведенные в ней 
формулы довольно громоздки, что и побудило меня выделить их в специаль­
ную главу, с тем чтобы не заслонять длинными выкладками геометрического 
содержания остальных глав. Возможно (а может быть и целесообразно) на­
чать чтение непосредственно со второй главы, обращаясь к материалу пер­
вой главы только по мере надобности, в тех местах, где сделаны соответ­
ствующие ссыльки.

Во второй главе рассматриваются локальные центро-проективные про­
странства пункторов {Рл}. Выясняется геометрический смысл пунктора и 
вводится понятие проективного дифференциала.

Затем, рассматриваются пространства копункторов {Qn}, двойственные 
к пространству'пункторов {Рл} и приводится общая схема гомоморфизмов, 
выясняющая взаимоотношения между преобразованиями, действующими во 
всех рассматриваемых пространствах. •
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Далее, путем задания поля копунктора (а,) на» дифференцируемом много-, 
образии { Vn}, устанавливается связь между векторами (ξ1∙) касательных 
пространств {Ап} и пункторами (ui) локальных центро-проективных про­
странств { Рп }, а также между ковекторами (ξf) пространств { Вп }, дуальных 
к { An}, и копункторами (u1∙) пространств { Qπ }, двойственных к {Рп }. Эта 
связь позволяет определить для пункторов и копункторов операции сложения, 
вычитания и умножения на число.

Особое место занимает § 4 второй главы, в котором рассматривается 
вопрос введения проективной метрики в пространство пункторов {Рл}.

В конце главы выясняется геометрический смысл объекта (0.5), опреде­
ляющего инвариантное дифференцирование относительно псевдогруппы дроб­
но-линейных преобразований.

В третьей главе устанавливается сначала соответствие между центро­
проективными перенесениями {Aπ} и {Рп} и линейными перенесениями 
{ Вп } и { Ö" }» которое позволяет потом ввести общее определение объекта 
центро-проективной' связности дифференциальной окрестности третьего по­
рядка. Компоненты этого объекта (ΓJjfc, ’ Г/т) преобразуются при преобразова­
нии (0.3) по закону

∂xi' ∂χJ ∂xk р/ ∂xi' ∂ixi
j'k'~ ∂xi ∂χj' ∂xk* Jk+ ∂xi ∂χi'∂χk,

и дают возможность построить общую теорию центро-проективных перене­
сений { Рп } и линейных перенесений { Qn }f

Далее, вводится в рассмотрение тензор 

(0.8)

обращение которого в нуль приводит к центро-проективным перенесениям 
{Рп }, инвариантно присоединенным к пространству аффинной связности.

В § 4 определяются все центро-проективные связности (Γ∫fc, Γ∣m), дающие 
проективно-метрические перенесения { Рп }.

В конце третьей главы вводится в рассмотрение полный объект кручения 
(Rkt Rji) и полный объект кривизны (Rlkj*, R∣c,n) и особо выделяются среди 
центро-проективных связностей (ΓJfc, Γ∕m) аффинно-плоские и проективно-пло­
ские связности.

В четвертой главе в локальные центро-проективные пространства пунк­
торов {Рп} вносится, с помощью свернутого объекта аффинной связности 
(Г£.) и симметрической части тензора Риччи σij= R,j + Rji , проективная мет­

рика, вообще говоря, вырожденная, которая превращает {Ря} в симметри­
ческие проективно-евклидовы пространства. Таким образом, пространства 
{ Рп }, в свою очередь, начинают рассматриваться, как пространства со связ­
ностью Γ'fc(xr, ur).
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Далее, устанавливается соотношение

∏^o>=W-W °)∙
выясняющее геометрический смысл проективных параметров Томаса и выво­
дится формула расщепления тензора эквипроективной кривизны

4λ⅛)=‰(4)-‰⅛ °)∙ (О-9)

которая является одним из основных результатов, полученных автором.
В конце четвертой главы рассматриваются пространства эквиаффинной 

проективно-евклидовой связности с невырожденным тензором Риччи. Для 
этих пространств Tlk .. = 0 и, следовательно,

‰⅛)=‰⅛ θ)∙ <θ∙iθ>

Локальные центро-проективные пространства пункторов ‘ {Рп } превра­
щаются теперь в пространства постоянной кривизны, которая определяется 
формулой ч7rfv1 ≡ ]∕det∣l^⅜)∣[

λW - (1—я) [/ αa(^) (0.11)

где ε — корень л-ой степени из единицы, а a(xr) — относительный скаляр 
веса N= 1, определяемый с точностью до постоянного множителя из „условияг* Ь-Н -- ^lng(χr) ЧА*,- dx∣ •

Таким образбм, по своей природе, рассматриваемые пространства ока­
зываются очень близкими к пространствам постоянной кривизны.

В пятой главе рассматриваются локально-проективные многообразия и 
некоторые типы пространств аффинной связности.

§ 1 посвящен изучению эквиаффинных проективно-евклидовых пространств 
в локально-проективнцх координатах. При таком рассмотрении ковариантное 
дифференцирование совпадает с инвариантным дифференцированием относи­
тельно псевдогруппы дробно-линейных преобразований, а пункторы и копунк- 
торы оказываются лежащими в самом многообразии.

Здесь показывается, что в каждом эквиаффинном проективно-евклидовом 
пространстве естественно возникает поле инвариантных гиперквадрик, кото­
рое, в случае симметрического проективно-евклидова пространства, вырождается 
в одну гиперквадрику, являющуюся его абсолютом. .

k Далее вводится понятие связности симметрического проективно-евклидойа 
пространства ΓJλ(xJ, хт — xj), соприкасающейся в точке Мо (xį) с исходной связ­
ностью. Таким образом, изучаемое пространство, с локальной точки зрения, 
оказывается устроенным, также как и симметрическое проективно-евклидово 

'пространство.
В § 2 выделяются и изучаются пространства переменной (положитель­

ной и отрицательной) кривизны, которые с локальной точки зрения, устроены 
также, как классические пространства Римана и Лобачевского. Эти про­
странства не обладают ковариантно постоянном метрическим тензором gu, 
однако, в них оказывается возможным, в каждой точке Λf0(xj), определить
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кривизну в друмерной направлении, не зависящую от выбора этого направ­
ления, но зависящую, вообще говоря, от точки j∏0(xζ).

В § 3 рассматриваются симметрические проективно-евклидовы» простран­
ства. Здесь, исходя из теории проективно-метрических перенесений пункторов 
(u,), оказывается возможным ввести понятие поступательного движения про­
странства вдоль кривой.

§ 4 посвящен геодезическим линиям и выводу уравнений инфинитезималь­
ных аффинных коллинеаций и движений эквиаффинных проективно-евклидо­
вых пространств. В частности,, здесь рассматриваются инфинитезимальные 
аффинные коллинеации и движения симметрических проективно-евклидовых 
пространств. •

§ 5 занимает особое место. Здесь рассматриваются локально-проектив­
ные многообразия с симметричной почти симплектической связностью ΓJjfc, 
определяемой из условия

Vfc⅜=¾αo).
где aij — невырожденный кососймметрический тензор.

Такая связность, прй дополнительном требовании
fl∕(∕ Г)*) = θ> 

которое, в силу дробно-линейного характера преобразований локальных коор­
динатных систем, 'имеет инвариантный смысл, определяется однозначно по 
формуле

г/___ L aii ( d°u _ dakt \
jk~ 3 ∖ ∂xk ∂χj )’

Далее, приводится формула для компонент тензора кривизны и специаль­
но рассматриваются плоские пространства почти симплектической и симплек­
тической связности.

В шестой главе дается построение пространства с центро-проективной 
связностью (ΓVfc, Γ7m) из дифференциальной окрестности третьего порядка 
инвариантным алгебраическим методом, разработанным Г. Ф. Лаптевым [6] 
и А. Μ. Васильевым [3] и основанным на теории последовательных продол­
жений и охватов одних геометрических объектов другими.

При таком изложении изучаемое пространство выступает как многообра­
зие, погруженное в пространство представления продолженной псевдогруппы 
аналитических преобразований. \

Здесь выводятся уравнения структуры рассматриваемого пространства и 
уравнения структуры лбкальных центро-проективных пространств пункторов, 
в которых естественным образом индуцируется связность симметрического 
проективно-евклидова пространства. Г:;В этой главе получены дифференциаль­
ные уравнения, определяющие все рассмотренные ранее геометрические 
объекты.

Первые пять глав написаны тензорным методом (хотя в действительности 
приходится иметь дело xc геометрическими объектами той или иной приро­
ды). Последняя глава написана методом внешних дифференциальных форм.

Номера теорем и определений даны в натуральном порядке, промежуточ­
ные соотношения отмечены двумя числами в круглых скобках, причем первое 
из них указывает на номер главы. Сноски всюду отмечены звездочками,
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а ссылки на литературу числами в квадратных скобках. Список литературы 
помещен в самом конце работы и содержит только те статьи и монографии, 
на которые, так или иначе, делаются ссылки в тексте статьи.

Результаты, полученные в настоящей работе, неоднократно докладывались 
в МГУ им. Μ. В. Ломоносова: на семинарах проф. С. П. Финикова, а также 
на заседаниях Моск. Мат. О-ва и на научной конференции „Ломоносовские 
чтения“.

Кроме того в 1960—1961 учебном году мною читался в университете 
специальный курс для аспирантов-геометров. В этом курсе было подробно 
изложено все содержание настоящей работы, а также возможные пути даль­
нейших исследований. Тот же курс в 1962—1963 г. читался и в Вильнюсе.

Все основные результаты статьи вместе с краткими доказательствами со­
держатся в моих статьях [10]-[19], опубликованных в журналах ДАН 
СССР и УМН.

4. Lietuvos matematikos rinkinys
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Глава 1
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПСЕВДОГРУППЫ ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
И ОСНОВНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ, 

СВЯЗАННЫЕ С ПРОЕКТИВНЫМ И ЭКВИПРОЕКТИВНЫМ 
ПРОСТРАНСТВОМ ВЕБЛЕНА-УАЙТХЕДА 

§ 1. Приведенная система дифференциальных уравнений псевдогруппы 
дробно-линейных преобразованийЕсли (х1, х2..............хя) и (x1', x2', ..., x"') — две системы неоднородныхлокально-проективных координат, то в окрестности точки O(xi=0) всякое достаточно близкое к тождественному дробно-линейное преобразование мо­жет быть представлено в виде

ap'xp
χp=-⅛⅛+π+cp∙ (1.1)

где ap', bq, Cp,— const и det || ap' || ≠ 0.Совокупность этих преобразований образует псевдогруппу в смысле Веб­лена—Уайтхеда [5].Из (1.1), путем дифференцирования, получаем
∂xp' (°i bp - ap bi) Xp+af z l θχ
∂xi ~ (Z⅛x*+l)β ’ ",2'И

∂>*r bi[tfbq-^bk)x<+4]+bk[rf⅛-a%bj)x<+af]
∂x>∂xk ~ (M4-1), ’Перемножая почленно равенства (1.2) и (1.3) и циклируя по индексам и к, будем иметь в левой части

∂xp, ∂*xfl'
∂xV ∂χJ∂xn ’

(1-4)
(1.5)

в то время как в правой окажется выражение, симметричное не только по i, j и к, но и по p, и q,, что дает возможность исключить все параметры и получить, таким образом, систему дифференциальных уравнений
∂xp' ∂W дхч' ∂ixp, π
∂xV ∂χi∂χk) дх« ∂χJ∂χV '

Теорема 1. Система уравнений (1.4), при условии det∣I^⅜H≠0 и n≡s2- 
определяет псевдогруппу дробно-линейных преобразований.Доказательство. Пусть ξr — вектор общего инфинитезимального преобразования, тогда, заменяя в уравнениях (1.4) xr' на xr+ξrδr и прирав­нивая нулю коэффициенты при δr, получаем системуsδ⅛-⅞⅛-=0 <1∙6>для определения ξr [27].
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Если в (1.6) положить i=pt а pt j, k≠q, то будем иметь

‰7⅛^ = 0 Ü’ *≠9)∙ (1.7)

Аналогично, при i=j=p≠q = k, получаем

9 ∂aξp n
∂χP∂χ9 (∂χP)a (p≠q)∙ (1.8)

Из (1.7) и (1.8) следует

_^_ = 0 
∂x,∂χJ∂xk

W -о
∂x1∂xm

(Z, m≠r). (1.9)

Всякое решение системы (1.6) должно быть решением (1.9), а так как 
общее решение (1.9), имеющее вид

ξr = αr + ajxs+ asxsxry (1.10)

где ar, rf, (×,s — const, удовлетворяет (1.6), что можно проверить непосред­
ственной подстановкой, то (1.10) есть общее решение (1.6).

Из (1.10) видно, что ξr — является вектором общего инфинитезимального 
преобразования псевдогруппы дробно-линейных преобразований [27] и, следо­
вательно, (1.1) является общим решением (1.4).

Теорема 2. Система (1.4) при условии (1.5) эквивалентна системе

∂*χp, 1 ∂χp' dlndet∣∣ ∂xr И __ 1 ∂χp, dkldetl∣av IĮ

∂χl∂xk (л+1) ∂χj ∂xk (n÷l) ∂xfc ∂χJ (1.11)

Доказательство. Покажем сначала, что (1.11) следует из (1.4). Действи­
тельно, свертывая (1.4) с и приводя подобные члены, будем иметь∕ , ι∖ d*χp' , d×p' dχi d*χ9, 1 dχp' dχi d*χ9' _П /1 1О\

~<7l+υ ∂χJ∂xk + ∂χj ~∂*f ∂xi∂×k +~∂JΓ~∂rfr ∂χi∂χj “U- <1∙iz>

(1.11) получается теперь из (1.12), если воспользоваться тождеством [4],

∂xf _ 0h,det∣∣⅛r∣∣

∂xf ∂xfl∂χP ∂χp

Обратно, (1.4) получается из (1.11) путем умножения на и цикли­
рования по z, j, k с последующей альтернацией по р' и q'.

Определение 1. Система (1.11), при условии (1.5), называется приведен­
ной системой дифференциальных уравнений псевдогруппы дробцо-линейных 
преобразований.

При п=1 система (1.4), также как и (1.11), удовлетворяется произволь­
ной функцией.

Непосредственное интегрирование системы (1.11) при и>2 можно найти 
в [35].
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§. 2. Объект γ и инвариантное дифференцирование 
относительно псевдогруппы дробно-линейных преобразований

Определение 2. Назовем объектом γ геометрический объект, компоненты 
которого (γ]fc = yį.) преобразуются при всяком невырожденном и достаточное 
число раз дифференцируемом преобразовании по закону

√' =—-—δ'' w (∏+l)or

a⅛det∣∣-^∣∣ 1 aindet∣∣-⅛r∣∣
∂xk' +(zι+i)dv ∂χj'

Транзитивность (1.13) легко проверяется непосредственной подстановкой.
Теорема 3. Объект γ по отношению к псевдогруппе дробно-линейных 

преобразований (1.1) обладает теми же свойствами, что и объект симмет­
ричной аффинной связности.

Доказательство. В силу приведенной системы дифференциальных 
уравнений псевдогруппы дробно-линейных преобразований (1.11), имеем

Внося (1.14) в (1.13), получаем обычный закон преобразования аффинной

_ II ∂xr IĮ „ II ∂xr iiаг a∙√ i w, dlndet∣∣a^ || i m, dlndet∣∣ ‰∏ 
∂x* ∂χJ∂×^, “ (л+1) V ∂χb' +(∏+I)d*' ∂χj,

связности
i, ∂x*' da√ ∂√' ∂xj ∂xk j

1J,K~ ∂xl ∂χj,∂xk' 1 ∂xi ∂χj, ∂xk, ⅛∙

Теорема 4. Пусть (а) — относительный скаляр веса 7V=1, тогда вели-
чины

⅛=(⅛)si⅛÷⅛)s⅛ <1∙15)

могут быть приняты за компоненты объекта γ и сохраняют свою струк­
туру при преобразовании координат.

Доказательство. Так как α' = det ĮĮ 1| -а, тоII ∂xr II∂nlα, σ In det II ∣∣ . qxjc ^ι∏α z1 lβλ
∂xk' - + ∂xF ∂xk ’ μ*lθ'

Умножая обе части (1.16) на δj,' и циклируя по индексам / и k,,
получаем окончательно

II dχr II1 s,∙∙ aino' . 1 s,, aina,:______ 1 dlndet∣∣ аг I! .(л+1) V ∂xk' -r(Λ+l)0Λ' ∂χj' ~ (л+1) 7' ∂xk, -r, Į χr ∂ln det Ц dχr~[I dχj- dχj dχk Į Į dina Į χ,∙ ding ∖+ (∏+1) oft' ∂χJ, ^+^ ∂√ ∂χJ, ∂xk' 1 (л+1) °J ∂xk 'r (л+1) * ∂χJ Г

Определение 3. Геометрический объект с компонентами (1.15) построен­
ными по относительному скаляру (а) веса N=1, называется объектом, опре­
деляющим инвариантное дифференцирование в псевдогруппе дробно-линейных 
преобразований (1.1) [12].
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Если величины при дробно-линейных преобразованиях (1.1) изме­
няются по' закону относительного тензора веса N, fc-раз контравариантного 
и /-раз ковариантного

i,....i'. {λ d dχr II dχi'1 ∂∕k ∂xj' ∂χjl il...ile n 17×
⅞∙ ∙ J'l ∖ et || ∂xr' II ) ∂xi> ∂xik ∂χJi * ’ * ∂χj,ι r^Λ∙∙ Jį ’ ( ∙ 7)

то их инвариантное дифференцирование относительно псевдогруппы дробно­
линейных преобразований (1.1) производится по обычным правилам построе­
ния ковариантного дифференциала

<⅛=⅛→ " + + ∙ ∙ ∙ ЧП" (1∙18)

с той лишь разницей, что вместо объекта аффинной связности (ΓJJ теперь 
используется объект (1.15). Внося в (1.18) значение (γjjt) из (1.15), получаем 

44=4"÷M(⅝-*)'too+

⅞⅛^÷∙∙∙+(⅛⅛∙∙⅛ 

∙∙⅛^"Sd⅛..,..- 1 η⅛∙
√∕ ∂xjlt (л+1) 01.

В силу теоремы 3, величины (1.19) при дробно-линейных преобразованиях 
изменяются по тому же закону, что и (1.17).

Из (1.19), в частности, получаем:

δηi = rfη' + η'^ψ1y<∕lna + ηβ

δ¾ = <∕¾-∙¾^τy<∕lna-

l 1 а.
+ (^+T)ηA- 

____ 1 i1.
(п+1) η*-

■« gino . ⅛-

- ∂xi'
(1.19)

И

(W=0),

(N=0)

(1.20)

(а) веса N = 1, в

1 ∂⅛β J U
(л+1) Λcα d

1 д ln a j _ 
η* (n+l) ∂χi

8F=dF- N∙Fdlna,
где F — относительный скаляр веса N.

Заметим, что для исходного относительного скаляра 
силу (1.20), имеем 3a=da-adlna≡0.

Инвариантное дифференцирование (1.19) в псевдогруппе дробно-линейных 
преобразований (1.1) обладает всеми обычными свойствами ковариантного 
дифференциала: сохраняет обычное правило дифференцирования суммы, раз­
ности и произведения, а также обладает переместительностью с операцией 
свертывания.

§ 3. Симметричный связующий объект 
и расщепление аффинной связности

Определение 4. Симметричным связующим объектом [13] называется гео­
метрический объект, компоненты которого (G,jk = Gikj) преобразуются при вся­
ком, невырожденном и достаточное число раз дифференцируемом, преобразо­
вании по закону

(II d×r ∂*xi 1 ∂xi dlndet∣∣ ∂xr'

∂χi'∂xk' (л+1) дх? ∂xk'

n II d×r__ aindet || 
(л+1) ∂xk' ∂χJ,

)
∂xi' ∂xi' ∂xj ∂xk ^ιl 

∂×i + ∂√ ∂χJ' ∂xk' GJK (1-21)
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Транзитивность (1.21) легко проверяется непосредственной подстановкой.Теорема 5. Сложение соответствующих компонент объекта γ и симмет­
ричного связующего объекта приводит к компонентам объекта симметрич­
ной аффинной связности.Доказательство. Складывая почленно (1.13) и (1.21), получаем

JT i _ dχt' d*χi , dχl' dχj dχk i Г’«' λ
T∕'Λ' + 4∕'Λ'--^Γ dxrdχk' + dxι dxj∙ dxk> ^jk + Gjk)и, следовательно,

Γ,jk- Yjk+Gjk • (1.22)Определение 5. Соотношение (1.22) называется общей формулой расщеп­ления объекта симметричной аффинной связности.Если в (1.22) вместо γ*.fc внести их значение из (1.15), то получим рас­щепление симметричной аффинной связности (1.23)Г' -( 1 .Ψ, dlng i —1 * У dlng 1 i Gi1>*-∖(∏+l)d> ∂xk +(n+U0k ∂XJ ) + 4k> определяемое заданием относительного скаляра (а) веса N= 1 [13].Теорема 6. Компоненты симметричного связующего объекта тогда и 
только тогда преобразуются по тензорному закону, когда преобразование 
локальных координатных систем принадлежит псевдогруппе дробно-линейных 
преобразований (1.1).Доказательство. Закон преобразования (1.21) превращается в тен­зорный, в силу приведенной системы дифференциальных уравнений псевдо­группы дробно-линейных преобразований (1.11), если только в этой системе поменять местами преобразуемые и преобразованные переменные.Из (1.23) следует, что ковариантный дифференциал D-ηl̂ "'ky определен­ный в аффинной связности (Γjfc = Γy, может быть представлен в виде: 

<^1c1g^+ ∙∙∙(1∙24)где δ⅛"j* определяются формулами (1.19).Таким образом, если в некоторой данной системе координат {xi} все компоненты связующего объекта Gijk≡0, то, всилу теоремы 6, и в любой другой системе координат {%' }, полученной из исходной путем преобразова­ний (1.1), G''fc,≡0, а следовательно, ковариантное дифференцирование (1.24) в этих системах координат будет совпадать с инвариантным дифференциро­ванием относительно псевдогруппы дробно-линейных преобразований (1.19).Свертывание симметричного связующего объекта по верхнему и нижнему индексам приводит, как непосредственно видно из (1.21), к ковариантному тензору <¾=¾∙ (1.25)Определение 6. Ковариантный тензор (1.25) называется связующим ко- вектором.Обращение связующего ковектора в нуль является, очевидно, необходи­мым и достаточным условием совпадения ковариантного дифференцирования относительных скаляров
DF=δF-NG^dxk
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с их инвариантным дифференцированием относительно псевдогруппы дробно­
линейных преобразований (1.20).

Через компоненты связующего объекта легко выразить проективные па­
раметры Томаса [24]

¾=⅛-7⅛(s>¾+s^ga (1-26)

которые, очевидно, тогда и только тогда будут совпадать со связующим 
объектом, когда связующий ковектор Gfc≡0.

В силу (1.23)
rv¾+ ⅛y β (⅛≡→<¾)+⅝ (⅛)] <1∙27>

и, следовательно,
rbt= + Glc. (1∙28)

Внося (1.28) в (1.27), получаем известную формулу расщепления То­
маса [41]

Γj*=¾+1⅛y(8'r≡St+8i1ry. (1.29)

Теорема 7. Два связующих объекта G'jk и G}k тогда и только тогда 
имеют общий тензор эквиаффинности, когда разность их связующих ковек- 
торов Gi и Gi градиентна.

Доказательство. Из (1.28) видно, что тензор эквиаффинности

∕<7>-⅜ <1∙30>

и, следовательно, условия Vu≈Vu и (Gi — Gi) = grad φ эквивалентны.
Проективные параметры Томаса ∏jk остаются инвариантными при геоде­

зических преобразованиях связности [24] и определяют, таким образом, мно­
жество геодезически эквивалентных (т. е., допускающих соответствие с со­
хранением геодезических) пространств.

Если это множество разбить на классы, содержащие пространства, обла­
дающие одним и тем же тензором эквиаффинности, то каждому симметрич­
ному связующему объекту будет соответствовать тот класс, в котором 
тензор эквиаффинности имеет вид (1.30).

Обратно, каждому классу, в силу теоремы 7, будет соответствовать целое 
множество симметричных связующих объектов

{¾ + (⅛) (δj ⅛+δi -^г) }• (1.31)

§ 4. Тензоры проективной, эквипроективной 
и эквиаффинной кривизны

Определение 7. Тензором проективной кривизны в пространстве симмет­
ричной аффинной связности (Гр называется тензор с компонентами 

4,>∕=-⅛,><-2Pιw⅜+⅛*. (1-32)
где Rlk .. — тензор кривизны пространства аффинной связности, а Pu — тен­
зор, выражающийся через тензор Риччи Ru и тензор эквиаффинности Vu по 
формуле

⅞=T⅛[(n+l)⅞+^]. (1-33)
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Обращение тензора (1.32) в нуль при «>2 дает необходимое и достаток 
ное условие того, что пространство является проективно-евклидовым [24 
(т. е., геодезически эквивалентным обычному аффинному пространству).

Подставляя в (1.33) выражение тензора Риччи через его симметрическут 
часть σu и тензор эквиаффинности

^i∕ = σ∕∕+-2i » 
будем иметь

Ру = 2(«+1) + σU' (1∙34

Внося теперь (1.34) в (1.32), получаем

∙⅛ л = Rlk, л - (jlw) (⅛σ∣k -⅛^jk) + ~2 ц (⅛ Viky - Vji%). (1.3с

Определение 8. Тензором эквиаффинной кривизны Qlk .. называется тен 
зор, компоненты которого выражаются через компоненты тензора эквиаффин 
ности по формуле

β'w=-2⅛iΓ<¾^-^∙ <13€
Теорема 8. Для того, чтобы тензор эквиаффинной кривизны (1.36) обра 

щался в нуль, необходимо и достаточно, чтобы обращался в нуль me∏30i 
эквиаффинности.

Доказательство. Достаточность очевидна. Для доказательства не 
обходимости положим i≠j=k≈l, (1.36) примет вид

⅜*∙=-2~∙(w3+ιj Vij (πθ I не суммировать)

и, следовательно, Qlk у/=0 повлечет са собой Vu = Q.
Заметим здесь же, что компоненты тензора эквиаффинной кривизнь

(1.36) , в силу (1.30), выражаются через первые производные компонент свя 
зующего ковектора (1.25) в виде

<1∙3^
Определение 9. Разность

τL,jl=pL,jl-<Λ,ji (1.38;
тензора проективной кривизны (1.35) и тензора эквиаффинной кривизны
(1.36) называется тензором эквипроективной кривизны.

Теорема 9. Для того, чтобы тензор эквипроективной кривизны (1.38. 
обращался в нуль, необходимо и достаточно, чтобы обращался в нуль как 
тензор проективной кривизны (1.35), так и тензор эквиаффинной кривизны 
1.36).

Доказательство. Достаточность очевидна. Для доказательства не­
обходимости заметим, что свертывание (1.35) и (1.36) по индексам k и I при­
водит к

P∕.>.=0 И β{,y,= κσ.
а следовательно, при условии Tlk ji = Q, свертывание (1.38) по тем же индек­
сам приводит к Vu = 0, что, в силу (1.36), дает Qlk ji = 0.

Итак, при Tlk ji=0 необходимо Qlk j. = 0, а, следовательно, в силу (1.38), 
иРЬ=°-
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Теорема 10. Компоненты тензора эквипроектиеной кривизны (1.38) выра­
жаются через компоненты связующего объекта и их первые производные по 
формуле:

l ∂Glki ∂Glkj i i
τt∙ л=^a√----- ∂xi~ + σ"t GaJ~ g* Gai~~

- 0⅛ [s> (4 T⅛-+ Т - "а?1 + g⅛'- cζ'G«)-

-si(τ4⅛Γ + T ⅛-^≡^ + g⅛⅛-g⅛g∙)]∙ 

Доказательство. Внося (1.35) и (1.36) в (1.38), имеем
⅛ л=⅛ л “ 7Γ⅛^ ^lj σ'k ~ σjk>'

(1.39)

(1.40)

Компоненты тензора кривизны, в силу общей формулы расщепления сим­
метричной аффинной связности (1.22), принимают вид

⅛ Л = -⅛r - -⅛Γ + g⅛ ⅛ - g⅛ g⅛ +

+ ^--^ + Y»Y/«-YftYta+Ya<&+G*Yfe-YÜGL-G/*Yi/. (1∙41)

Но, в силу (1.15), γ'.-γ*γ'.=1 1 dina din в“ (л+1) L⅛ ∖(λ+1) ∂xi dxfc
=aδ⅛f (δ'

_ dalna \ _ - z/ 1 dina dina dalna ∖ 1 _
∂xi∂xk ) θ'∖(∕ι+l) ∂χJ ∂xk ∂χi∂xk ) J“daa (я+,) d≡a (я+1) ∖
∂xi∂xk δi ∂χJ∂xk }

И
Y^G^+<^yj,-^<^-G^γ,a≈1~ ⅛ (8}<⅞-8}<¾). (1.43)

Таким образом, внося (1.42) и (1.43) в (1.41), получаем

Rk, ji=~∂⅛ —⅛Γ + G-kGlja- Gjk Glia ++^Gj⅛Sl-⅛⅛Sl)÷<⅛,⅛<>i=∙.-∙∣'5>- <>■«>
Из (1.44) будем иметь для тензора Риччи

⅛ = —∂^~ + g"c ⅛~ <⅜ g* +

I /1 I „\ J"+n d*a 0*t° . 1~λ dina γλ+ (l+w)a dχjdχk +(л+1) dχa ¾
а для его симметрической части1 ∂Gk , 1 ∂Gj ∂Gjk ra r,l rar,∆-G^=T^ + -2-d^--d^ + GfkG^G^kG- +

. /1 _z,ω+0 ∂ia (я+1) 1—л dina
+ <1 ’ ∂χJ∂xk +(a÷l) dΛa g*'

(1.45)

(1-46)
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Если теперь внести (1.44) и (1.46) в (1.40), то члены вида

flω÷D δ∕

1
∂*a (л+1)

∂χJ∂x!t
1 

(«+1)
dina 8∕'¾И

уничтожатся, а оставшееся выражение в точности совпадет с (1.39).
Подставляя (1.39) и (1.37) в (1.38), получаем выражение для компонент 

тензора проективной кривизны (1.32)

-δi(4 ~⅛⅛^ + T ∙∣⅛--^ + g⅛⅛-g<⅛g∙) ]+

Г 1 >√ 8СМ 1 ,∕⅜G⅛ ∂⅞∖ , ∕0Gl.JGl∖] П47)
+ (п+1) Į 2 дД дх* ∂x∣)+2bι∖∂x> at* ∕ ⅛∖∂x' ∂χJ ) J∙

Важно заметить, что хотя компоненты тензора проективной кривизны
(1.32) выражаются через проективные параметры Томаса по формуле

которая может быть получена внесением в (1.47) вместо компонент симмет­
ричного связующего объекта их значений из (1.26), тем не менее тензоры 
эквиаффйнной кривизны (1.36) и эквипроективной кривизны (1.38) через эти 
параметры выражены быть не могут.

§ 5. Проективное и эквипроективное пространство 
Веблена — Уайтхеда

Определение 10. Пусть п>2, тогда и-мерное дифференцируемое много­
образие, с заданными на нем проективными параметрами Томаса ∏'fc, назы­
вается проективным пространством Веблена — Уайтхеда [2], если построенный по 
этим параметрам тензор проективной кривизны (1.48) тождественно обраща­
ется в нуль.

Проективные параметры Томаса определяются здесь независимо от связу­
ющего объекта, как самостоятельный геометрический объект, с компонентами 
∏jjt, удовлетворяющими условию Π≡k = 0 и преобразующимися, при преобра­
зовании локальных координатных систем { xi} → { xi'}, по закону 

πr = ∂xi' ∂χj ∂xk ττi t( ∂*xi 1 ∂xi dlndet II ^<⅛HI 

j'k' ∂χi ∂χj' дх* jk + ∖∂χr∂χk,~~(n+^ ∂χj' дх*

1 ∂xi findet [Į dχr, [Į dχi∙ 

(л+1) ∂√c' ∂χJ, / ∂√ (1.49)

Теорема 11. В проективном пространстве Веблена — Уайтхеда всегда мож­
но перейти к таким системам координат, определенным с точностью до



Локальные центро-проективные пространства 59

произвольных невырожденных дробно-линейных преобразований, в которых 
проективные параметры Томаса тождественно обращаются в нуль.

Доказательство. Положив в (1.49) ∏j,'fc, ≡0, получаем систему урав­
нений

3 II dχr II a II dχr II
1 м- db,detl∣aH . 1 ы- <,lndet∣l ‰∏

(л+1) dΓ ∂xk' ^t^ (л+1) d*' ∂χj,
∂xi' ∂ixi 1 ∂xi' ∂xj ∂xk πi

“W дхГдхГ + ∂χi дхГ ∂xk' jk'
Внося в (1.50) значение ∏jλ из (1.29), имеем

1 у TV I 1 у'™- _ ±1 _+
(п+1) 1 (n÷l) dfc,1α7'~ ∂xi ∂χJ,∂xk' ∂xt ∂χJ' ∂xk' 1 Jk'

(1.50)

(1.51)

Обращение тензора проективной кривизны (1.32) в нуль является при 
л>2 условием интегрируемости системы (1.51) и определяет проективно-ев­
клидовы пространства аффинной связности (т. е. такие пространства аффин­
ной связности, которые геодезически эквивалентны аффинному простран­
ству) [24].

Так как система (1.51) эквивалентна системе (1.50), а тензор проектив­
ной кривизны (1.32) может быть представлен в виде (1.48), то обращение 
тензора (1.48) в нуль является условием интегрируемости системы (150), т. е. 
условием возможности перехода к такой системе координат {xi'}, в которой 
проективные параметры Томаса ΠJ'a, = O.

Эта система координат определена с точностью до произвольных невы­
рожденных дробно-линейных преобразований, ибо при ΠJjfc = O и Π',,a, = 0 сис­
тема (1.49) удовлетворяется только этими преобразованиями.

Очевидно, проективное пространство Веблена — Уайтхеда обладает свойст­
вами, общими всем проективно-евклидовым пространствам аффинной связности 
и может рассматриваться просто как совокупность таких пространств. Если 
эту совокупность разбить на классы, содержащие пространства с одним и 
тем же тензором эквиаффинности, то каждый класс определится заданием 
такого симметричного связующего объекта, для которого обращается в нуль 
тензор проективной кривизны (1.32). Сам же тензор эквиаффинности опреде­
ляется по формуле (1.30).

Обратно, каждому классу будет соответствовать множество (1.31) симмет­
ричных связующих объектов, обращающих в нуль тензор (1.32).

Определение 11. Пусть и >2, тогда «-мерное дифференцируемое многооб­
разие, с заданным на нем множеством симметричных связующих объектов 
(1.31), называется эквипроективным пространством Веблена — Уайтхеда, если 
каждый из этих объектов обращает в нуль тензор эквипроективной кривизны 
(1.39).

Теорема 12. Связующий ковектор (1.25) каждого симметричного связую­
щего объекта из множества (1.31), определяющего эквипроективное простран­
ство Веблена —Уайтхеда, градиентен.

Доказательство. Так как для рассматриваемых симметричных свя­
зующих объектов тензор эквипроективной кривизны Tjk ji = 0, то, в силу тео­
ремы 9, тензор эквиаффинной кривизны Qlk ji = Q, а тогда, в силу теоремы 8, 
тензор эквиаффинности К/у = 0 и, следовательно, из (1.30) имеем (G,) = grad φ.
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Очевидно, эквипроективное пространство Веблена-Уайтхеда может рас­
сматриваться как совокупность проективно-евклидовых пространств эквиаф- 
финной связности.

При и = 2 тензор проективной кривизны (1.32) обращается в нуль тож­
дественно, а условие интегрируемости системы (1.51), определяющее двумер­
ные проективно-евклидовы пространства аффинной связности, записывается 
в виде

V√⅛-VΛ = θ. (1-52)

где Pu— тензор, определенный формулой (1.34) [24].
Внося в (1.52) значение Pu, имеем

(VισA - vzσ1⅛) - 20,1+1) (V, Vjk- V; Ък) = 0- (1-53)

Система (1.51) эквивалентна системе (1.50) и, следовательно, равенство 
(1.53) должно быть условием интегрируемости (1.50), а так как система 
(1.50) определяется проективными параметрами Томаса, то тензор Pktjit 
стоящий в левой части равенства (1.53), должен выражаться только через 
эти параметры и их производные.

Таким образом, при внесении в левую часть равенства (1.53) вместо σσ и 
Vu их выражений через проективные параметры Томаса и свернутый объект 
аффинной связности, целесообразно с самого начала не учитывать членов, 
содержащих, так или иначе, компоненты свернутого объекта аффинной связ­
ности, так как эти члены все равно должны уничтожиться.

Учитывая выше сказанное, можно написать

Рк, и = 7Г—я) σ∙'* ” V/σ'fc) ” 2 (л+1)~ Vjk “ v> =

∏⅛(>-⅛¾->+⅛¾). <1∙54> 

где
an«

¾ = (1.55)

представляет собой сумму только тех членов симметрической части тензора 
Риччи, которые не содержат свернутого объекта аффинной связности.

Внося (1.55) в (1.54), получаем окончательно:

∂∏≈. λ ∂∏L ∂∏L a o 1--‰r ¾+-^¾--^∏⅞+∏⅛¾∏b-∏S∕∏Sr∏lJ∙

(i,j, kt α, β, γ=l, 2). (1.56)

Определение 12. Двумерное дифференцируемое многообразие, с заданными 
на нем проективными параметрами Томаса, называется проективным про­
странством Веблена — Уайтхеда, если тензор (1.56), построенный по этим па­
раметрам, тождественно обращается в нуль.
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В заключение остается заметить, что двумерные пространства проектив­
но-евклидовой эквиаффинной связности выделяются инвариантными усло­
виями

7*,Λ≡7Γ⅛(Viσy*-Vy¾) = θ (1-57)

И η, = 0, (1.58)

которые, будучи выражены через компоненты связующих объектов (4.31), 
принимают вид

Tk. =_L_ g0 _ rβ +
lk^- (1—л) Į ∂xJ∂xa ∂xi∂xa дх* <jik ∂xa

∂GSi ∂¾ o ∂G‰ ∂Gξk
+ ~0√^ ⅛~ ⅛ + ¾ +

И

+ <¾ goy Gfkj - <¾∙ ⅛ +б? Ga Glkj - G⅛ Ga ⅛] - О (1.59)

∂Gi ∂Gj n 
∂χJ ∂xt (1.60)

я определяют, аналогично предыдущему, эквипроективное пространство Веб­
лена — Уайтхеда при и = 2.
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ГЛАВА 2

ЛОКАЛЬНЫЕ ЦЕНТРО-ПРОЕКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ПУНКТОРОВ НА 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОМ МНОГООБРАЗИИ И ДВОЙСТВЕННЫЕ К НИМ 

ОБЩИЕ ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА КОПУНКТОРОВ 

§ 1. Понятие пунктора, его геометрический смысл 
и основные свойства. Проективный дифференциал

Свяжем с каждой точкой M0(xq) «-мерного дифференцируемого много­
образия { И" } центро-проективное пространство { Рп } того же числа измерений 
[14] и потребуем, чтобы преобразование локальных координатных систем 

x'' = xi'(xi') (2.1)
в дифференцируемом многообразии { Vn } влекло за собой центро-проективное 
преобразование

½L- I к» ⅛t |м.
ui' =

j ∂ In det 

"онЛ) ;

∂xr' 
' ∂xr 
∂χi и> + 1

(2-2)

координат (wi) в пространстве { Рп }.
Теорема 13. В каждой точке Мо дифференцируемого многообразия { Vn } 

формула (2.2) определяет гомоморфное отображение псевдогруппы Г(КЛ) 
преобразований (2.1), действующих на {Vπ}, в псевдогруппу VmΛPπ) дробно­
линейных преобразований (2.2), действующих в локальном центро-проективном 
пространстве { Рп }, связанном с точкой Mo∙

Доказательство. Рассмотрим на {Fn}, наряду с (2.1), преобра­
зование χ∕" = χ*∙"(χ'')
и соответствующее ему в точке Мо преобразование

(2.3)

I ui 
∂xi |м0

∂xi'
^a√7^ iš' 

Mo

j a In det 1 дх^_
1 λc" uΓ 4-1

(л+l) ∂χi' M)

(2.4)

Внося (2.2) в (2.4), получаем

ui" =-------------------------
j ∂ In det 

^0H7l)^ <■ ∂χi

∂xr' 
∂xr

и>+1 
м.

ui------------
(л+1)

ах- 
∂xr' 

∂χi'

∂χi, 
∂χi

м. м0

д In det

a√' 
a√ ui 

Μ.

j ∂ In det
∂xr" 
∂xr ui + 1

Μ.(∏+1) ∂χi
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— преобразование, соответствующее в точке Мо суперпозиции преобразова­
ний (2.1) и (2.3).

Ядро гомоморфизма gMβ(Γn), очевидно, выделяется из псевдогруппы Γ(P,) 
требованиями

λ . . II dχr' , i, i д det —-_ χ.∙ и И dx 
∂xk * ∂x∣∣λ∕0 = 0. 

мв
(2.5)

Определение 13. Геометрический объект с компонентами (ui) (/=1,2,...,«), 
заданный на дифференцируемом многообразии { Гл}, называется «-мерным 
пунктором, если при преобразовании локальных координатных систем (2.1) 
его компоненты преобразуются по транзитивному закону (2.2).

Вычисляя производную (2.2) при uk=Q, имеем

∂√' I _ ∂√z 
∂ui į k ∂xi (2.6)

Однако, как показывает следующая ниже теорема, при uk = 0, наряду 
с (2.6), имеет место и более глубокое соотношение.

Теорема 14. Производные якобиана центро-проективного преобразования (2.2), 
индуцируемого в {Рл}, совпадают при uk = Q с производными якобиана исход­
ного преобразования локальных координатных систем (2.1) дифференцируемого 
многообразия { F”} [14].

Доказательство. Вначале целесообразно вычислить якобиан общего 
дробно-линейного преобразования (11). Для этого воспользуемся системой 

∂2xp' _ 2 ∂χP, δlndet II Į 

(∂xk)i (л+1) ∂λΛ ∂xk ’

которая получается из приведенной системы дифференциальных уравнений 
псевдогруппы дробно-линейных преобразований (1.11) при j=k, и которая

∂i×v
л-Ы (∂xtop _ л+1

2 дх? ~ 2
∂xk

- 2b∣c [(ak' bp - aζ bk) xp+aξ,' ]

(flįbp- αf,bk)xp+a% 
(bqχ4+V)* ■

Отсюда

но

и, следовательно,

det

= -(« + !) bk 
bqXtl+ 1

(c ≠ 0 — const)

det =det∣l⅛'ll

*≤, ii _ detll<ll 
∂x' II (⅛x*+l)"+*∙

(2.7)

(2.8)
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Если теперь вместо преобразования (1.1) рассмотреть (2.2), то (2.8) примет вид равенстве
H⅛l-rτ-∖ ^0h∏) ∂ In dett ∂xr 

дхч

\ л+1 
и*+1 ) 

м9 /

(2-9)
и, следовательно, II ∂ur' ddet∣⅛

∂uk ui=0 M9
(2.10)

Доказанная теорема показывает, что локальные центро-проективные про­странства {P"} пункторов (wf) несколько ближе примыкают к дифференци­руемому многообразию {Vя}, чем касательные центро-аффинные пространства 
{ Ап } векторов (ξ'), ибо для последних имеет место только ⅞ L*-o= |м. и> ^Дов^ьно, det || ()ęfc=o || = det || ( )*, ||,тогда как для первых, кроме (2.6) и, следовательно,
имеет место еще и (2.10).Более того, локальные центро-проективные пространства пункторов {Рп} примыкают к дифференцируемому многообразию { Vя} наиболее близко, то-есть ближе любых других локальных пространств, с индуцированными в них преобразованиями, зависящими от конечного числа параметров, ибо именно центро-проективные преобразования содержат максимальное число параметров и(л+1) и каждый из этих параметров существенно используется при получении (2.6) и (2.10).

Теорема 15. При дробно-линейных преобразованиях (1.1), разности (xi- x,0 
преобразуются по закону преобразования пунктора (2.2).Доказательство. В силу (1.2) и (2.7) имеем для (2.2)

(a,i bl- c⅛b∂⅛ + α},
(⅛xg + l)∙ _ [(o)'⅛,-4⅜)√0 + aI']√
^⅛ ... 1 -(⅛κ* + ⅛κ5 + i) (⅛*8 + i)

(6,xθ + 1)Внося теперь в (2.11) вместо (u') разность (xi-x'), получаем
h,, = ⅜⅝√0√ - all' bl⅛xt + aI,√ - aI,√0 = atjx> _ √⅜ = χ,, _ χi.

(⅛x*+l)(⅛j⅛ + l) ⅛*, + 1 ⅛xj+lТаким образом, при дробно-линейных преобразованиях,
^⅛τ I u,-y°j∣Λfax'' - Xį' = (2.12)

(χt-√0) + l
j ∂ In det ∂x', 

∂xr
(л+l) ∂χJ
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Доказанная теорема устанавливает для пункторов, по отношению к дроб­
но-линейным преобразованиям (1.1), свойство, аналогичное свойству векторов, 
по отношению к линейным преобразованиям

+ (2.13)

(При преобразовании (2.13) разности (xi-x,0) преобразуются по векторному 
закону.)

Рассмотрим отдельно случай и=1. Закон преобразования пунктора (2.2)
примет тогда вид

(2.14)

а (2.6) и (2.10) дадут

(2.15)

Таким образом, локальные центро-проективные пространства пункторов 
{ Р1} становятся соприкасающимися.

При рассмотрении дробно-линейных преобразований координатных систем
ах

согласно (2.12) и (2.14), имеем

+ С,

У-Уо =

dy I
dx |м0 (*-x0)

(2.16)

(2.17)

Если изобразить на чертеже график функции y=f(x), то график функции

У —

df 
dx

1 d*f I ĖL2 dxa I dy

(x-×o)
∣χ=x0

(х - x0) + 1
x=x0

+/W (2.18)

будет представлять собой, при
dx 
dy I ≠0∣x=x0

d2y 
~dxa I ≠θ>∣x=x0

и

такую равнобочную гиперболу с асимптотами
____________________J________________

Х — 1 d2y I dx Į
^2 ~d^~ dy

∣X=X0 ∣X=Xo

+ ⅞

и

У =

dy I
d× ∣χ=χ0______

1 day Į dx Į
~2 ~dxr∖ ~dy

I x=xo I ×≈x9

+∕(⅜).

5. Lietuvos matematikos rinkinys
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которая проходит через точку Λf0(x0, ∕(x0)) и, в силу (2.15), соприкасается 
в этой точке с кривой y=∕(x).

На формулу (2.18) можно смотреть как на обобщение хорошо известной 
формулы

У = ^ (x-xo)+f(×o)

для ■ касательной к кривой y=f(x) в точке M0(x0, ∕(x0)).
Определение 14. Проективным дифференциалом dpy функции y=f(x) назы­

вается такая часть приращения этой функции, которая дробно-линейно 
выражается через приращение независимого переменного и отличается от 
приращения функции на бесконечно малую второго (или еще более высокого) 
порядка.

Проективный дифференциал независимого переменного dpx отождествля­
ется с приращением этого переменного ∆x.

В силу (2.18), для проективного дифференциала dpy имеем

⅛J =
dy
^d^d<>x

J_ d2y
2 dxi

dx 
dy dpx+ 1

(2-19)

Из теоремы 13 при и=1 следует, что проективный дифференциал обладает 
свойством инвариантности, аналогичным соответствующему свойству обыч­
ного дифференциала.

Геометрически проективный дифференциал функции y=f(x) в точке (х0) 
представляет собой приращение ординаты гиперболы, соприкасающейся с кри­
вой y=f(x) в этой точке.
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• § 2. Понятие копунктора, его геометрический смысл
и основные свойства. Схема гомоморфизмов

Свяжем с каждой точкой M0(xi0) и-мерного дифференцируемого много­
образия { Vn } общее линейное пространство { Qn} того же числа измерений 
[16] и потребуем, чтобы преобразование локальных координатных систем (2.1) 
в дифференцируемом многообразии { Vn} влекло за собой общее линейное 
преобразование

∂xi I 1
u,,~ ∂xl' 1м.“' (Л+1) (2.20)

координат (w1∙) в пространстве { Qn}. »
Теорема 16. В каждой точке Мо дифференцируемого многообразия { F"} 

формула (2.20) определяет гомоморфное отображение псевдогруппы Γ(Fn) пре- 
образований (2.1), действующих на {K"}, в псевдогруппу общих
линейных преобразований (2.20), действующих в локальном общем линейном 
пространстве { Qn }, связанном с точкой Мо.

Доказательство. Рассмотрим на {Kn}, наряду с (2.1), преобразо­
вание (2.3) и соответствующее ему в точке Λf0 преобразование

М»
(2.21)

Внося (2.20) в (2.21), получаем преобразование

∂xi I 1
М/' ∂xi' |м.Ui (∏+1)

Мо

соответствующее в точке Мо суперпозиции преобразований (2.1) и (2.3).
Ядро гомоморфизма gM (Vn), очевидно, выделяется из псевдогруппы Г(КЛ) 

требованиями (2.5).
Определение 15. Геометрический объект с компонентами (w1∙) (i= 1, 2,..., ri)r 

заданный на дифференцируемом многообразии { Vn}, называется и-мерным 
копунктором, если при преобразовании локальных координатных систем (2.1) 
его компоненты преобразуются по транзитивному закону (2.20) [16].

Из (2.20) видно, что разность двух копункторов является ковектором.
Теорема 17. Пунктор (ui0), определяющий в {P"} инвариантную точку,, 

в каждом { Qn } определяет инвариантную гиперплоскость

⅛w1∙+l=0. (2.22)⅛

Аналогично, копунктор (wθ), определяющий в { 0я} инвариантную точку,, 
в каждом {Pn} определяет инвариантную гиперплоскость

u0i ui+∖= 0. (2.23)/
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' 1 д In det^(^+ττ
Ui ui + 1

∂xr' 
∂xr 

∂χj
- ι√÷l- + 1 =

/

1 ∂ In det ∂x',
∂xr ui + 1

то из ι⅛'wr+l=0 и wθw,'+l=0 следует, соответственно, (2.22) и (2.23).В силу доказанной теоремы, пространства {Qn } являются двойственными по отношению к {P"} и наоборот.С каждой точкой Мо дифференцируемого многообразия { Vя } можно свя­зать четыре пространства [16]:1. Касательное центро-аффинное пространство {Лл} векторов (ξ,).2. Дуальное к {Λ"} пространство {Bn}, ковекторов (ξ1∙).3. Локальное центро-проективное пространство {Рл} пункторов (ui).4. Двойственное к {Рл} пространство {βπ}, копункторов (uz).Псевдогруппа Γ(P,) преобразований локальных координатных систем дифференцируемого многообразия { Vя} индуцирует в {Aπ} и {Вя} группы линейных однородных преобразованийГМ.(Я-): ξ'' = -g⅛ (2.24)и, соответственно, Гм.(В»): ξ,=-∣r |м> Ь. (2-25)
а в {Рл} и {Q"} псевдогруппы ГМо(Рл) и ГМо(0л) преобразований (2.2) и, соответственно, (2.20).Ядро тМо(И") гомоморфизма Г(КЛ) → ГМо(Ля) и Γ(F',)→Γmo(B',) выделяется из псевдогруппы Г(КЛ) требованием

∂√, I
∂xk ∣Λf0 (2.26)а ядро гомоморфизма Г(КЛ) → ГМо(Рл) и Γ(P,) → ГМо(2л) требованиями (2.5),Из (2.26) й (2.5) видно, что gM9(Vn) c ТМо(^л)- Ядро Yλ∕o(7,π) гомоморфиз­ма Γw0(Pn) → ГМ1 (Лл) определяется ° преобразованиями

j ∂ In det ∂x*,' 
∂xr ui + 1(л+1) ∂χJ Λf0

(2.27)
а ядро уМо(2") гомоморфизма Гмо(0п) →Γ,M0(Pn) — преобразованиями

∂ In det ∂xr II
<⅛< II

Mβ
(2.28)
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Z
/ / 

/ 
/

Из (2.2) и (2.27) следует чМо(Рп) c Γλ∕0(Pπ). Аналогично, из (2.20) и (2.28) имеем γwβ(β")cΓM0(βn).Обозначая буквой I группу, содержащую только тождественное преобра­зование и замечая, что между Γλ∕0(Pπ) и Γm.(B"). Γm,(Λ-) и Γm.(B"), ymi(H и γjlf (βn) имеет место естественный изоморфизм, составим следующую схему гомоморфизмов: *
Im.(P") = tu,{P"}---------- > ⅛H")

О о
Tm,(P") → Гм.(Я") z I 1/ сГ(Г")

\ Гм. (fl") → Гм. (В")
о и

/
/
/ 

4<p,) , 
\\\ \ ∕m,(2") ⊂ τL0(Ö")---------- > ⅛W

/

Гм0(^я) 
\ \ \ \

⊂

§ 3. Основные алгебраические операции 
над пункторами и копункторамиПусть на дифференцируемом многообразии { P,} задан копунктор (αj).

Теорема 18. Соотношения ai= -αΛ + 1 (2∙29>
и ⅛-ξ,+¾. (2.30)
определяемые копунктором (а,), устанавливают локально взаимно-однознач­
ные соответствия между векторами (ξ') из {Л"} и пункторами (μi) из {Ря}» 
с одной стороны, и ковекторами (ξf) из {Вп } и копункторами {ui) из { Qπ }, с 
другой [16].Доказательство. Соответствия, определенные в теореме, локально взаимнооднозначны, так как (2.29) и (2.30) могут быть переписаны в виде
и a j и J + 1 

ξi = ui-ai

(2.31)(2.32)и не зависят от выбора системы координат на { Vn}, ибо, в силу (2.24), (2.25) и/
∂χi I _ 1
∂xi' ∖Ma°i (л + 1) д In det ∂xr 

∂xr' (2.33)
Moдх‘‘

ξi' __ ∂χi ( ξ' )Mβ \ —α√ξ>+ 1
'aj,ξj+l j ∂ In det ∂x', 

∂χr 1 ξ* kl(л+1) ∂xk м9 ' -αyξ>+l J + 1
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а
Л 1 А * II ∂χr II. a, _ w I „ jl . I 01"det∣∣a^ IIa∣' ∂xt' („Л α' («+1) ⅛T,' м> ‘Заметим еще, что пунктору ui = Q соответствует, согласно (2.31), вектор ξ' = 0, копунктору ui = ai, определяющему по теореме 17⅝ каждом {Ря} инвариантную гиперплоскость α,∙Mf+l=0, (2.34)соответствует, в силу (2.32), ковектор ξ,∙ = 0, определяющий несобственную гиперплоскость { Ап }.При введении алгебраических операций над пункторами и копункторами [16], соответствующих обычным алгебраическим операциям над векторами и ковекторами, руководствуемся следующей схемой:1. Переводим данные пункторы [копункторы] в векторы [ковекторы] по формуле (2.31) [(2.32)].2. Производим над полученными векторами [ковекторами] алгебраическую операцию.3. Вектор [ковектор], полученный в результате' алгебраической операции, переводим в пунктор [копунктор] по формуле (2.29) [(2.30)].Таким образом, возникают .формулы:

1. Сложение пункторов 4

_ ui + vi + су (ul v j + id vi)___________ (βj d + 1) ⅞√ + (qz∙ yj + 1) u,__________
∙)υ ~~ -a∕caιukvl+l' ~ (β√^+l)+(αy^+l)-(α⅛wfc+l) (α∕√+l)
2. Вычитание пункторов_ √ — √ + д/ (ui vi — uJyi)_______* (aj∙ uj+1) √- (flj vj+1) ui___________
3υ ~ 2a∣cvk + a∣caιukvl + ∖ ~~ (ajcuk+l)-(α∕√÷l)-(α⅛gfc+l)(α∕√+l)5. Умножение пунктора на число‘ i z-ч .• λ "fλθw “ αz(l-λ)ι√+l •
4. Сложение копункторов

uiφvl = ui + vi-ai.
5. Вычитание копункторов

uiQvi = ui-vi + ai.

(2.35)
(2.36)
(2.37)
(2.38)
(2.39)

6. Умножение копунктора на число

λQui=λ∙ui + ai(∖-'k). (2.40)Введенные /алгебраические операции над пункторами и копункторами, очевидно, подчиняются тем же законам, что и соответстсвующие алгебраиче­ские операции над векторами и ковекторами.Если построенный по копунктору (а,) тензор
то-есть 1 ∂ In а(л+1) ~~∂×Γ

(2.41)
(2.42)
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где а — относительный скаляр веса N= 1, то существует система координат, 
определенная с точностью до произвольных невырожденных преобразований 
ч: постоянным якобианом, в которой at = 0 [2].

В этой системе координат, в силу (2.31) и (2.32), пункторы и копункто- 
ры совпадают, соответственно, с векторами и ковекторами, а операции (1—6), 
над пункторами и копункторами, превращаются в соответствующие операции 
над векторами и ковекторами.

В общем случае, при F⅛z∙≠θ> не сучествует системы координат, обла­
дающей указанным выше свойством.

§ 4. Внесение метрики в локальные центро-проективные 
пространства пункторов

Теорема 19. Задание копунктора (ai) и тензора (gij=gji) определяет в 
каждом локальном центро-проективном пространстве пункторов {Pn} инва­
риантную гиперквадрику

(ai a j -gij) ui uj + 2α1 ui + 1 = О, (2.43)

не проходящую через центральную точку ui = 0 [16].
Доказательство. Представляя левую часть (2.43) в виде 

[(αju'+ 1) + Vgijuiu'] [(αi^ + l)-Vgvι√ι∕>]

и замечая, что

а? ui' + 1 = a∣ ui+1
∂xr'j д In det ∂xr «>+1

V gij ui uj 
∂xr' 
∂xr

(2.44)

]∕ Si>r ui' uj' =

(и+1)

д In det

∂xk
ιΛ+l

имеем

(ai> ar -gi,j,) ui' ι√' + 2ai∙ ui' + 1 =

L 0H∏)
и, следовательно, (2.43) влечет за собой

(α1∙ a j - gij) ui uJ^ + 2gf и» + 1

д In det ∂xr' 
t____∂xr
∂xk

= (2.45) 
κfc + l I

а

(ai> aj' - grz) ui' uj' + 2ai' ui' + 1 = 0.

Заметим еще, что гиперквадрика (2.43) в {Рп} соответствует гипер­
квадрике

в {Λn}, а гиперплоскость
g,yξ'ξ'=l 

al ui + 1 = О

(2.46)

(2.47)
в {Pπ}, соответствующая несобственной гиперплоскости {Лл}, является по­
лярной гиперплоскостью центральной точки (м* = 0) относительно гиперквад­
рики (2.43).
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Условимся впредь считать форму gu ζi ζ∣ - невырожденной и положитель­
но определенной и рассматривать в каждом {Рл} только те пункторы (wį), 
которые расположены внутри гиперквадрики (2.43), то-есть, для которых *

(⅛¾-Slj)"oM7o + 2αl⅛+l>O. (2.48)

Теорема 20. Сложное отношение четырех точек в {P"}, две

из которых, О и В, задаются непосредственно пункторами (ui = 0) и {ui = ι⅛), 
а две другие, А и С, возникают при пересечении гиперквадрики (2.43) прямой, 
проходящей через О и В, больше единицы и может быть вычислено по 
формуле ______

I АВ . АО \_ (l+⅞⅛) + ]∕gjzul,⅜
∖BC∙oc) (l+o(Uį)_|/į-^- V™’

Доказательство. Рассмотрим в {An} гиперквадрику (2.46) и точки 
о, Ь, а и с, соответствующие, согласно (2.31), гиперквадрике (2.43) и точ­
кам О, В, А и С в {Prt}.

Так как сложное отношение четырех точек является инвариантом проек­
тивного преобразования, то

Į АВ . _АС_\ = ∕ fl⅛ . ∞∖ 1+V⅞¾¾ _ (1+a<⅞) + l∕g⅜⅜⅜
∖BC OC) ∖be'oc∕ 1-1∕^¾U α + <4⅛)-l∕g(J⅛⅛ ' 

Наконец, (-g^∙: )> 1, ибо, в силу (2.48),

(l+α,u∙o)>]∕gσuj^>O.

Определение 16. , Длиною пунктора (uį) называется скаляр

λ(>⅛)=41n (i + ⅜⅜)+l∕g√⅜,⅞ 

(l+α,u-)-∙I∕gyB<ι⅛
(2.50)

где R — произвольно заданный положительный скаляр, определяющий еди­
ницу масштаба.

При таком определении в каждом {Pn} внутренняя область гиперквад-
рики (2.43) может рассматриваться, согласно интерпретации Кэли-Клейна,

как пространство Лобачевского с кривизной tf=- •

Пусть
'(⅞)=V⅞%⅜ (2.51)

тт тттттто r,nτrrmτ∖n Ш------ θ Λr,r<Λπa плттттоп 'паиогчгк/ч* * п∕⅝√lHtla ISCltIVĮ/d ⅛θ ““ j -j * , UllJJrC∕4lC√lCιlJ∏Cl∕l 1CΓ1OU∣JUIV1 IfiJ∙
ajw+1.

Переписывая (2.50) в виде
\,..а Р 1+z<Φ' λ("o)- 2 1“ l-∕(ξ∣) (2.52)

и разрешая относительно ∕(ξj), будем иметь»(Ч)/fe)_ е * -1 -th2^- (2.53)'<ξ0,~ ∙2X(<) -th Л •
r .1 e + Į
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Формулу (2.52) и (2.53) устанавливают соответствие между длиной t пунктора (uį) в {Pn} и длиной соответствующего ему вектора (ξj) в { Ап } [1].
Определение 17. Углом (ι⅛, и\) между пункторами (ui0) и (и\) в {Рл} на­зывается угол между соответствующими этим пункторам векторами

Ui& = _____ «_ς0 ajuJ+lТаким образом,cos («*, u'1) =
и *'∙-≡⅛- в

εij⅛u{gli^ ------ . ____= . (2.54)
1∕⅛44 ∙V^ξi4 V'u<4 Veilulιui

Теорема 21. Каждому пунктору (uî  из {P"}, с длиной λ(ui0), соответ­
ствует угол параллельности ∏[λ(ι⅛)], удовлетворяющий формуле Лобачев-
ского

∏[λ(u')] -∆⅛∙ltg----- 2-2~≡e ’ (2∙55)Доказательство. Пусть пунктор (ui1) удовлетворяет условию(β< aj ~g∣j) «į + 2αi u,l +1 = О,z×то-есть gσξ'ξ> = l, и угол (ξ^, ξ'1) таков, что∕(ξ')=cos(ξ'^ς<1).
Тогда (ξj, ξf1) = (ι⅛ uil)= ∏ [λ (u*j)],Ih6o гиперплоскостям, ортогональным к пря­мой, определяемой вектором (ξjj) в {Aπ}, соответствуют гиперплоскости, сопряженные с прямой, определяемой пунктором (uį) в {P"}, и, следова­тельно, ∕(⅜) = cos∏[λ(⅛)]. (2.56)Внося (2.56) в (2.52), имеемλ(u') = — ln1 1 + <×*π∣M4)] _ _ R i_ πtλ<⅛l^W0)- 2 ιnj 1-cos∏[λ(u()] - Λ∣ntg 2 а отсюда и (2.55).В заключение заметим еще, что геометрии, индуцируемые в различных локальных центро-проективных пространствах {Pn}, вообще говоря, не изо- метричны, ибо скаляр R является функцией точки М дифференцируемого многообразия {F"} [1].

§ 5. Локальные центро-проективные пространства пункторов 
и объект, определяющий инвариантное дифференцирование 

относительно псевдогруппы дробно-линейных преобразованийПоскольку обращение в нуль копунктора (2.42) влечет за собой обраще­ние в нуль объекта (1.15), то, согласно сказанному в конце § 3 этой главы, всегда можно перейти к такой системе координат, определенной с точностью
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до произвольных преобразований с постоянным якобианом, в которой объект 
(1.15) обращается в нуль и, следовательно, инвариантное дифференцирование 
относительно псевдогруппы дробно-'линейных преобразований (1.19) совпа­
дает с обычным дифференцированием.

, Если же ограничиться рассмотрением только дробно-линейных преобразо­
ваний, то перейти к указанной выше системе координат, вообще говоря, 
нельзя, однако,, как будет установлено в дальнейшем, какова бы ни была 
точка Мо дифференцируемого многообразия { Vπ}, всегда можно путем дроб­
но-линейных преобразований перейти к такой системе координат, в которой

(⅛)⅞'⅛+⅛)8⅛L.=o <2∙57)
и, следовательно, инвариантное дифференцирование относительно псевдо­
группы дробно-линейных преобразований (1.19) в точке Мо совпадает 
с обычным дифференцированием в этой точке [14].

Пусть на дифференцируемом многообразии { V"} задан объект (1.15), тогда 
ц локальных центро-проективных пространствах {Pn} возникают инвариант­
ные гиперплоскости 1 (л+1) ∂ In д 

∂xi ui + 1 = 0. (2.58)

Если эти гиперплоскости принять за несобственные, то пространства {Рп } 
можно рассматривать как аффинные.

Далее, важно заметить, что, в силу теоремы 15, преобразование

xi' = 1 ∂ In д Į(л-hl) ∂χS ∣Λf0 (xj-xζ) + I (2.59)

локальных координатных систем на { Vπ} индуцирует в4 локальном центро­
проективном пространстве {P"}, связанном с точкой M0(j⅛) преобразование

-1 dln.a I √+l ’(л+1) ∂χj |м„ (2.60)

которое, очевидно, определяет переход к некоторой декартовой системе ко­
ординат.

Теорема 22. Компоненты плоской аффинной связности ΓJfc (xį, и1) в локаль­
ном центро-проективном пространстве {Рл}, соответствующем точке Мо 
на { Vn}, принимают в координатах (и1), ввязанных с декартовыми коорди­
натами (ui') соотношением (2.60), следующий вид:

Γ⅛⅛
-=E7(⅛-^7T7 M<⅛> .¾⅛÷¾(<⅛> ⅛⅛J∙ <2÷6l> (л+1) I ∂x∣ )м.
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Доказательство. Так как координаты (ui') — декартову, то

Γ, (xl u,} = du' да “*_√H о» ' ∂ui' ∂u> ∂uk ’

но преобразование (2.60) дробно-линейно й, следовательно, согласно (1.11),∂ In det II IĮ d In det ∣l -■ IIW ",)= (⅛ si--------- + (⅛) ¾------------------------äSA-JL . (2.62)

Чтобы получить (2.61), теперь достаточно внести в (2.62) значение∂ In а I
∂λa |м0

подсчитанное согласно (2.7).
Из (2.61) следует соотношение

(2.63)

справедливое в любой системе координат на { Vя}, ибо преобразования в 
{P"} дробно-линейны и, следовательно, согласно теореме 14, как левая так 
и правая части (2.63) преобразуются по одному и тому же закону.

Формула (2.63) выясняет геометрический смысл объекта (1.15), опреде­
ляющего инвариантное дифференцирование относительно псевдогруппы дроб­
но-линейных преобразований, значение которого в любой точке Λf0(j⅛) на 
{ Vя} оказывается совпадающим, согласно этой формуле, со значением соот­
ветствующей плоской аффинной связности (2.61) при u, = 0.

Далее, при преобразовании (2.59) получаем* 1 ar ∂ l∏g' I , 1 χr ∂ln a, I _ пх(л+1) Г ∂xfc' ∣Λ∕0"h (л+1) a' d√, ∣Λf0 ’
ибо преобразование (2.60), соответствующее (2.59), переводит (2.61) в 
ΓJ'r(Λ∕', ι√,)≡0 и, следовательно, (2.63) в (2.64).

Таким образом, дробно-линейное преобразование (2.59) приводит к такой 
системе координат на { Vя}, в которой инвариантное дифференцирование от- 
норительно псевдогруппы дробно-линейных преобразований (1.19) в точке 
Λ∕0(x') совпадает, с обычным дифференцированием в этой точке.

В заключение заметим, что связность l(2.61) может быть построена 
в {Pπ}, связанном с произвольной точкой Mo (xi0) на { Vя}, другим спосо­
бом [14], исходящим из рассмотрения величин

(2.65)

Теорема 23. Величину (2.65) можно рассматривать в {Pπ}, связанном 
с точкой Mo (xl0) на { Vя }, как относительный скаляр веса N= 1, удовлетво­
ряющий условиям

∂A j да I
∂ui ∣√=o- ∂xi |м0 ’ (2.66)

сохраняющимся при преобразовании координат.
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Доказательство. Так как, согласно (2.42) и (2.44),

∂xr' 
∂xr 

∂χj

∖ V∏-ΓM <∕Λ ∣M0 ∕ ∣ ∂ln det
“fr+iy

то, деля почленно (2.65) на (2.9), получаемII ди' II А_ ^(χi')αet II ди'’ II А - /_ 1 dlngz I ui, 1 \л+1\ (л+1) ∂uft ∣M0 I

√ + 1 
м0

= А'.

Условия (2.66), проверяемые непосредственно, выполняются в любой 
системе координат, ибо А' имеет тот же вид, что и А.

По относительному скаляру (2.65) можно построить объект1 ∂1∏Λ 1 din л(я+1) J дик + (л+1) °k ∂ui (2.67)

определяющий в локальном центро-проективном пространстве {Рл}, связан­
ном с точкой Мо на { Vя}, инвариантное дифференцирование относительно 
псевдогруппы дробно-линейных преобразований.

Так как преобразования, индуцируемые в {Pn}, дробно-линейны, то, со­
гласно теореме 3, объект (2.67) можно принять за аффинную связность.

Внося (2.65) в (2.67), убеждаемся, что эта аффинная связность совпадает 
со связностью (2.61).
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Глава 3
ОБЪЕКТ ЦЕНТРО-ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
И ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ИМ ПЕРЕНЕСЕНИЯ.

ПОЛНЫЕ ОБЪЕКТЫ КРУЧЕНИЯ И КРИВИЗНЫ

§ 1. Соответствие между центро-проективными перенесениями 
{ Ап} и {Рп } и общими линейными перенесениями {Bn} и { Qn }Непосредственным обобщением центро-аффинных перенесений касатель­ных пространств {Лл}, определяемых системой (3.1)где ΓJft- общая (не обязательно симметричная) аффинная связность, явля­ются центро-проективные перенесения этих пространств, определяемые сис­темой (3.2)где Cjk — произвольный дважды ковариантный тензор [5].Однако, центро-проективные перенесения не естественны для касатель­ных пространств {An}, ибо при этих перенесениях компоненты вектора (вопреки его природе) преобразуются дробно-линейно.Теорию центро-проективных перенесений следует строить, как это и де­лается в настоящей главе, не для касательных пространств {An}, а для локальных центро-проективных пространств {Рл}.Пусть на дифференцируемом многообразии { Vπ}, кроме общей аффинной связности (ΓJfc) и тензора (Cij), задано поле копунктора (al), тогда, согласно теореме 18, в каждой точке { Vπ}, формулы (2.29) и (2.31) определяет вза­имно-однозначное соответствие между векторами (ξ,) из {Λn} и пункторами 

(ui) из {Pn}.
Определение 18. Центро-проективное перенесение {P"} из точки Мо в точку M1, вдоль кривой '

xl=xi(t) (3.3)на { Vn}, возникающее в результате последовательного применения трех пре­образований:1) преобразование (2.31) в точке M0 ∙i2) преобразование центро-проективного перенесения {Aπ} из точки Λf0 в точку Λf1, вдоль кривой (3.3);' 3) преобразование (2.29) в точке Λf1∙, называется соответствующим цент­ро-проективному перенесению {An} из точки Мо в точку j∣∕1, вдоль кри­вой (3.3).Внося (2.31) в (3.2), получаем
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Теорема 24. Система (3.4) эквивалентна системе

~⅛∕Γ = -d Γ{k+ujul [-⅛r _а. Γ{a+Cza) . (3.5)Доказательство. Производя в (3.4) дифференцирование и оставляя в левой части только члены, содержащие производные будем иметь
. ∂a∣ 

∂χk( i aj ul ⅛ ∂u> f "⅛t ∕ i ui c \1 ,V> (⅞,κ'+l)∕. fe* L(⅛B∣>+1) I1« (¾bP+1) “ЛТак как (3.6)

det∣∣8i (⅛i>+i)∣∣
— ai и1

(apup+Y)

_________  i <hut
(apup+V) (apup+V)

1 Qi“1
(⅛wp+l)

— o1 ui

. -a"ui о (¾o'+l) u— a",,* о
(apup+V)

— αx ц” 
(¾>U^+1)

-H,un (¾κp+υ Да (<⅞κp+l)
1______fl"1^ о(⅛^+D υ—⅛_____1(αpup+i)Д1 

(flpH*,+ l)1 0 0 и10 1 0 и2

0 0 . . . 1 ип

a1 аг a∏ 1
(apup+1) (apup+a) ’ , * (opmp+1)

-l-⅛⅛>-h⅛τ>≠lW

то система (3.6) крамеровская, причем ее единственное решение, как легко убедиться непосредственной подстановкой, имеет вид (3.5).Согласно доказанной теореме, система (3.5) определяет центро-проектив­ные перенесения {Рл}, соответствующие центро-проективным перенесениям {Λ"}, определяемым системой (3.2).Рассмотрим теперь общие линейные перенесения пространств {Pn}, дуаль­ных к {Лл}, определяемые системой
' 1&-ЧЛ+с№. (3∙8>Согласно теореме 18, в каждой точке { Vπ} формулы (2.30) и (2.32) опре­деляют взаимно-однозначное соответствие между ковекторами (ξ,∙) из {Bn} и копункторами (ι∕f) из.{0п}.

Определение 19. Общее линейное перенесение пространства {Qπ}, двой­ственного к {Pn}, из точки Мо в точку M1, вдоль кривой (3.3) на { Vπ}t возникающее в результате последовательного применения трех преобразо­ваний:1) преобразование (2.32) в точке Мо,2) преобразование общего линейного перенесения {B"} из точки Мо в точку M1 вдоль кривой (3.3),3) преобразование (2.30) в точке Λf1j называется соответствующим об­щему линейному перенесению пространства {Bn} из точки Мо в точку Mlt адоль кривой (3.3).
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Внося (2.32) в (3.8), получаем

или
(3.9)

Система (3.9), очевидно, определяет общие линейные перенесения про­
странств {2"}, двойственных к {Рп}, соответствующие общим линейным 
перенесениям пространств {Bn}, дуальных к {Aπ}, определяемым систе­
мой (3.8).

В заключение заметим, что если копунктор (ai) удовлетворяет условию

(3.10)

то замена (ai) на (ai) оставит инвариантными формулы (3.5) и (3.9), более 
того, каков бы ни был копунктор (⅛), всегда можно, заменив дополнительно 
тензор Cij тензором ‘ ч

(З.П)

снова добиться инвариантности формул (3.5) и (3.9). 
В частности, положив

(3.12)α,'- (л+1) Г‘»>

(3.13)

будем иметь для (3.5) и (3.9), соответственно,

(3.14)

(3.15)

И

и

§ 2. Оъект центро-проективной связности (Γjfc, Γ.k) 
из дифференциальной окрестности третьего порядка

В настоящем параграфе вводится такой геометрический объект, который 
позволяет получить центро-проективные перенесения {P"} непосредственно, 
то-есть без установления какой-либо предварительной связи между {Pπ} 
и {Λn}.

Теорема 25. Всякая система, состоящая из w2(n+l) функций (ΓJfc, Γyfc), 
преобразующихся при преобразовании локальных координатных систем (2.1) 
по закону

pf∙, ∂χi' ∂txi ι ∂xi' ∂χi ∂xk i
lj'b'~~teΓ ∂χj,∂xf^ + ~∂xr дхГ ∂xk' lJk

r ÖXJ dxκ
j'k,~ ∂χj, ∂xk' Į 1>*

образует геометрический объект.
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Доказательство. Так как закон преобразования компонент (ΓJjfc) транзитивен, ибо он совпадает с законом преобразования аффинной связ­ности, то для доказательства транзитивности (3.16) достаточно внести (3.16)только в 1 . ■ II d*r' II (я+1)
∂χi, ∂xk' Г (d lndet∣l ∂xr' II

г£кя~ дхГ ∂x*'llJ'*' ∖ ∂χj'∂x*,Производя это внесение непосредственно, имеем ∂χi' 1,91 . i li dχf' II (Я+О 
∂ri' ∂xk, f ∂χj ∂xk Г (d bldet∣l ∂xr || 1Γ*'- дхГ ∂×r I ∂xr ∂x*'L1A ∖ ∂χJ∂χb∙4l⅛ ∣r<-">

∂χi

ч т r∂, In det ⅛)]-[— II dχr' ∣i (л+i) I! M- II 
∂χf∂χk'Д1 h , II dχr' II <"+«)dlndet∣∣ 0^7-∣∣ (∂x*' d>√ ι дхГ ∂χj ‰*tm∖11

∂x*, ∂xi ∂χj,∂χb, + ∂√ ∂χi, дх* 1Λ∕J∫,а отсюда, в силу тождества 1 ____1_,sι * t II dχr~ II <n+1> Λi √, |1 dχr' II ("+1>*k,det∣∣aH d,ndet∣∣⅛∏∣ a∙√
дхГдхГ ∂xi ∂χ}'∂χK ~

mi л j II d*,^ II <π+l> __aw _а± ^lndetll ⅞^ll
∂χi' ∂xk, (3.17)∂χJ∂χkполучаем

∂x> *t* гг ∕a*indet∣∣ ⅛'∙ ii t"+υ1Γ*"- дхГ ∂xr [ a ∖ ∂χJ∂χb

__1__j . ∣∣ dχr~ II (я+о d⅞det∣l^⅛H ■
∂xi

⅛)]∙
Определение 20. Геометрический объект (ΓJfc, Γ.fc), введенный в теоре­ме 25, называется объектом центро-проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка [19].Из (3.16) видно, что [объект аффинной связности (Γjt), принадлежащий дифференциальной окрестности второго порядка, является подобъектом объ­екта центро-проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка (ΓJλ , .Γzfc).
Теорема 26. Величины<¾'=γ*+√it(⅛-γ^)' (ЗЛ8)

составленные из компонент объекта центро-проективной связности диффе­
ренциальной окрестности третьего порядка и их первых производных, обра­
зуют тензор.Доказательство. Покажем, что величины^ (3.18) преобразуются по тензорному закону.
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Действительно, если r4- ** г*, aι°detll^^rll
1A'f'- ∂xi' ∂xi' (3.19)свернуть с

то будем иметь r __ ∂xl' ∂*Xl ∂xl' ∂xi ∂χj —Į
Гi'J, ~~ ∂xl ∂xi' ∂x∣' + ∂xl ∂xi' ∂χJ' 1 ü’r*∙ γ∕' _ ⅛ rt γ∕ į *χ, r* l dι°detll II d**,

1*T1i7'^ ∂xi' ∂XJ' ∂^,∂χi' ∂χl ∂xi'∂χj'

„ II d×r'01ndet∣∣^Λ7^ дх1

М ∂χi z 
∂x'' ∂χj' 1 Ü >то получим

II dχr∂x> ∂Tkki ι a∙todet∣∣-3jp-
A~i ÷

∂χiа если (3.19) продифференцировать,¾ a≡√ j, i дх‘
∂x∣, ~ ∂χi'∂χi' ∂Xi' ∂χj, ∂χj "r ∂χi'∂χΓДалее, вычитая почленно (3.20) из (3.21), и умножая на ,
1 (дТЪ‘ r⅛' γ∕' ∖-J½L dχi 1 f дТ“ r⅛ гЛ_

(л+1) ∖ ∂χJ, LkTLi'j‘}- ∂xi' дх? (л+1) ∖ ∂χj LklLij)βι"det∣∣⅛r∣∣<л+1> a√ ∂χj ,

∂χl ∂xi' ∂χi, 1 иd*iadet∣∣-sM t,*0 dι°detll^⅞M<л+1) a*√
∂√' ∂χj, ∂xl ∂X*' ∂χj' *что, согласно тождеству (3.17), рассматриваемому при xr'≈xr, даетi j dl⅛,-, r⅛- r√ \__*L Г 1 ∕ dr*' r⅛ r∕) +

(л+1) \ дхГ 1*+1(77-a√' дх? l(∏+l)∖ ∂χj lkllij∣^
1 1 

.. II dχr' II <n+,) л, √. II dχr' II (n+1>, ∕*h1det∣∣^3⅛∏ dlndet∣∣^sir
+ ∖. ∂χi∂×j ∂χlСкладывая, наконец, (3.22) с

jxĮ_ г ∕d*ι°det∣∣^⅞H∣(
1 i'j' ∂xi' ∂χj' Į1V ∖ ∂xi ∂χj

dι°det∣∣-⅞M
n)]∙aindet∣∣⅞rl∣<л+1)

∂χi

(3.20)
(3.21)имеем

(3.22)
n)]-<■ получаем окончательно

Теорема 27. Системы (3.23)
и

-^r-ulΓlu+Γn, (3.24)
построенные по компонентам объекта центро-проективной связности диф­
ференциальной окрестности третьего порядка, определяют, соответственно, 
центро-проективные перенесения {Pn} и общие линейные перенесения { Qn}.
6. Lietuvos matematikos rinkinys
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Доказательство. В силу теоремы 26, (3.18) —тензор, а потому сис­тема (3.23) может быть представлена в виде (3.14) и, следовательно, опре­деляет соответствующие центро-проективные перенесения {P"}.Аналогично, система (3.24) представляется в виде (3.15) и, следовательно, определяет соответствующие общие линейные перенесения { Qn}.В заключение выпишем отдельно формулы преобразования (3.16) при 
п= 1.Записывая преобразование локальных координатных систем на { V1} в виде x, = x'(x) и обозначая Γ}1 = Γ, Γ11 = γ, будем иметь

§ 3. Перенесения {Рп } и { Qπ }, 
присоединенные к пространству аффинной связности

Определение 21. Перенесения {Pπ} и {Qn}, определяемые объектом (Γjfc, Γyfc), называются присоединенными к пространству аффинной связности (ΓJfc), если тензор (3.18) является ковариантной производной некоторого ко- вектора (Ci). В частности, если тензор (3.18) равен нулю, то указанные выше перенесения называются инвариантно присоединенными к пространству аффинной связности.Системы (3.23) и (3.24) для перенесений, присоединенных к пространству аффинной связности (ΓJλ), в силу
⅛=-S-δ∕rσ> <3∙26>принимают вид

w=-"'r⅛∕+ui"'(⅛-¾r⅛) <3∙27>>=u'γV(>-0'γ≡,)- <3∙28>где копун ктор *∣ = C-(⅛yΓ- (3.29)а для перенесений, инвариантно присоединенных к пространству аффиннойсвязности (Г]А), в силу
вид ∂Ci 

∂χj ςr⅛,=o.

^uj- = и yi _ ____1 ( ∂^ki _ λ \
∂χJ UlLU (л+1) ∖ ∂χJ lkmlij)∙

(3.30)
(3.31)
(3.32)и

Теорема 28. Группы голономии перенесений {Рп} и { Qn}, присоединен­
ных к пространству аффинной связности (Γjfc), подобны соответствующим 
группам голономии этого пространства.
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Доказательство. Так как системы (3.5) и (3.9) при Cij = 0 совпа­
дают с системами (3.27) и (3.28), то последние эквивалентны, соответст­
венно,

и

( (⅞κ>,+ l))_________pi

∂χj (αp∏i,+ l) i^ Ч

∂(ui-ai) 
∂χJ

(3.33)

(3.34)

Из (3.33) [(3.34)] видно, что перенесения {Pn} [{βn}], из точки Λf0, 
вдоль замкнутой кривой (/), снова в точку Λf0, осуществляются путем сле­
дующих трех преобразований:

1) преобразование (2.31) [(2.32)] в точке Mq∖
2) преобразование перенесения {Λn} [{2?л}] в аффинной связности (ΓJa), 

из точки Мо, вдоль замкнутой кривой (/), снова в точку Л70;
3) преобразование (2.29), обратное к (2.31) [(2.30), обратное к (2.32)] в 

точке Λf0.
Определение 22. Пунктор [копунктор] называется ковариантно постоян­

ным относительно перенесений, определенных центро-проективной связностью 
дифференциальной окрестности третьего порядка (Γljk, Γ.fc), если его компо­
ненты (u,) [(mj∙)] удовлетворяют системе (3.23) [(3.24)].

Копунктор (αf) ковариантно постоянен относительно перенесений, присо­
единенных к пространству аффинной связности, ибо для него (3.28) обра­
щается в тождество

Обратно, если центро-проективная' связность дифференциальной окрест­
ности третьего порядка (Γ]jt, Г.А) допускает ковариантно постоянный 
копунктор, то она является присоединенной к пространству аффинной связ­
ности.

Теорема 29. Пунктор [копунктор] тогда и только тогда ковариантно 
постоянен относительно перенесений (3.27) [(3.28)], присоединенных к про­
странству аффинной связности (ΓJa), когда он инвариантен относительно' 
группы голономии этих перенесений.

Доказательство. Справедливость этой теоремы вытекает из теоре­
мы 28 и из того, что векторное [ковекторное] поле тогда и только тогда 
ковариантно постоянно в аффинной связности (Γjfc), когда оно инвариантно 
относительно группы голономии этой связности [38], [20].

Согласно теореме 29 и теореме 17, лежащая в {Рл} гиперплоскость 
αf∙ι√+l=0 инвариантна относительно группы голономии перенесений, присо­
единенных к пространству аффинной связности.

В заключение заметим еще, что алгебраические операции над пункторами 
и копункторами (1—6), введенные в § 3 главы 2, перестановочны с перене­
сениями, присоединенными к пространству аффинной связности, ибо соответ­
ствующие им обычные алгебраические операции над векторами и ковекторами 
перестановочны с перенесениями в аффинной связности [16].
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Разумеется, все сказанное в этом параграфе относится и к перенесениям, 
инвариантно присоединенным к пространству аффинной связности, то-есть 
к таким перенесениям, в которых

§ 4. Проективно-метрические перенесения

Пусть в каждом локальном центро-проективном пространстве {P"} за­
фиксирована инвариантная гиперквадрика (2.43), определяемая, согласно 
теореме 19, заданием копунктора (at) и тензора (gu=gji), который предпола­
гается невырожденным и положительно определенным.

Определение 23. Перенесения {P"}, определяемые центро-проективной 
связностью (ΓJjfc, Γfk) из дифференциальной окрестности третьего порядка, 
называются проективно-метрическими, если длина λ(wj) каждого пунктора 
(ul0) из {Рп}, определенная формулой (2.50), остается инвариантной при этих 
перенесениях.

Теорема 30. Компоненты связности- (Γ'fc, Г;Л) определяющей проективно­
метрические перенесения, всегда могут быть представлены в виде

(3.35)

где Ejk-общая метрическая связность [28], определяемая по формуле

(3.36)

в которой Duk~ произвольный тензор, удовлетворяющий условию
E>ijk + ⅛fc = 0. (3.37)

Доказательство. Так как при проективно-метрических перенесениях 
и центральная точка (√=0), и гиперквадрика (2.43) остаются инвариант­
ными, то при этих перенесениях должна оставаться инвариантной и поляр­
ная гиперплоскость (2.47) центральной точки (wf=0) относительно гиперквад­
рики (2.43). *

Таким образом, копунктор (ai) должен быть ковариантно постоянным 
относительно проективно-метрических перенесений, а следовательно, проек­
тивно-метрические перенесения должны быть [присоединенными к простран­
ству аффинной связности, то-есть

(3.38)

Далее, поскольку проективно-метрические перенесения являются изоме­
трическими отображениями пространств постоянной кривизны, то в формуле 
(2.50), а следовательно, и в (2.53) скаляр R = const [1].

Из (2.51) и (2.53) имеем
(3.39)

то-есть определяемая тензором (gu) длина вектора ξ*> = ^~up°+1) > параллельно
переносимого в пространстве аффинной связности (Г'Л), должна быть посто-
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янной, ибо постоянна длина λ(ι⅛) пунктора (ι⅛), переносимого в проективно- 
метрической связности.

Таким образом, аффинная связность (Γ*fc) должна быть общей метриче­
ской связностью 128], а следовательно, центро-проективная связность (Γ*fej, 
Γ⅛) дифференциальной окрестности третьего порядка, определяющая проек­
тивно-метрические перенесения, должна быть присоединенной к пространству 
общей метрической связности, то-есть должны иметь место соотношения:
(3.35) , (3.36) и (3.37).

Очевидно и обратное: всякая центро-проективная связность дифферен­
циальной окрестности третьего порядка, определяемая формулами (3.35),
(3.36) и (3.37), является проективно-метрической, то-есть определяет проек­
тивно-метрические перенесения {Рл}.

Теорема 31. Пусть п = 2 и g = det ^12 I m02ga формулы
II #21 g 22 II

М1 = -О1 ^2ζ + θ2 gl8÷I⅛ V g

1 gu - ⅛h ai g12+al g11

u2 = flιgi2-g2gn-⅛ι l∕g

1 gj g∞ - 2αi ai g18+<⅛ gn 

w2- w2-

- <h g∞+⅞ £12 - ⅛2 V g 

Ą gti - 2αι ai gιa+βj £ii 

ai£i2-fl2£ii+/fli'|/£ 

a↑gi2-2a1 a2g12+a*g11

(3.40)

(3.41)

определяют пункторы, ковариантно постоянные относительно перенесений 
в проективно-метрической связности (3.35) дифференциальной окрестности 
третьего порядка.

Доказательство. Рассмотрим в каждом {P2} систему

I (⅛-g22)(w2)2 + 2[a2 + (o1¾-g12)u1]u2+[(⅛-g11)u' + 2α1]u1+l=0
I α2u2+α1 u1+1 =0, <3∙42>

состоящую из уравнения определяющей метрику кривой второго порядка и 
уравнения поляры центральной точки (√ = 0) относительно этой кривой.

Для доказательства теоремы, очевидно, достаточно показать, что всегда 
имеющиеся два решения системы (3.42) совпадают, соответственно, с (3.40) 
и (3.41).

Действительно, приравнивая нулю результант системы (3.42), имеем

то-есть

*2 - g 22 2az (a1 w1 + 1) - 2g12 w1 (a1 u1 + 1 )2 - g11 (w1)2
= 0«2 

0
a1 u1 + 1

*2
0

a1 u1 + 1
ИЛИ

g 22 ^gl2^, ^11(W')2

a2 a1 u1 + 1 0 = 0,
0 a2 a1 u1 +1

(a⅛,2 - 2α1 a1gu+a⅛11) (и1)2 + 2 (a1g22 - a2g12) и1+g22=0. (3.43)
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Решая (3.43), получаем
Ц1 ~gι &2+Д2 g12+⅛2 V g

1 а* g22 - 2α1 α2 ^12+aii g11 ’

М1 _ - Qi g22+Дг g12 - ⅛a V 2
2 alg22-2a1a2g12+a%gllМеняя местами индексы (1) и (2) в (3.44) и (3.45), имеем
W2 — м2 —

glgi2-fl2gll + l⅛l Vg 

<⅛2-201<W12 + <⅛l

«i2 =
aιgi2-atgu-iaιV g 
algii-2a1a2gl2+a*gll

(3.44)
(3.45)
(3.46)(3.47)Теперь непосредственно видно, что (3.44) и (3.47) составляют (3.40), а (3.45) и (3.46) дают (3.41).

§ 5. Полный объект кручения (Rkt Rji) 
и полный объект кривизны (Rlkji, Rkjl)

Определение 24. Полным объектом кручения [19] называется геометриче­ский объект, компоненты которого (Rijk, Rjk) определяются кососимметри­ческой частью объекта центро-проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка (Г]ЛГД), а именно:
( ⅛=4αv∏)1 (3.48)‰=-2^(Γ√*~ Γjy).Таким образом, обращение в нуль полного объекта кручения является необходимым и достаточным условием симметрии компонент объекта (ΓJjt, Γ.jfc) по их нижним индексам.Из (3.16) видно, что, при преобразовании локальных координатных сис­тем на {Vn}, компоненты полного объекта кручения преобразуются по транзитивному закону

∂χJ ∂xk Di 
∂χr ∂xk, jk

1
,, .11 ∂xr' II (∏+i)

„ дх> fe* d , 01ndet∣∣-5H
r^ = ~∂^- SJrj⅛+--------------ы---------------

(3.49)
dxj_ ∂xk ni 
дхГ ∂xk" jk∖Очевидно, тензор кручения (∕tfjt) является подобъектом полного объекта кручения, а, при условии (jRjfc = O), компоненты (Rjk) также образуют тензор.

Определение 25. Полным объектом кривизны [19] называется геометри­ческий объект, компоненты которого (Rlkji, Rkji) выражаются через компо­ненты объекта центро-проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка (ΓJjfc, Гд) и их первые производные по формуле
!

, ∂Γ' ∂Γjw
nl =____ -_________ У- ± ∏α Г/ _ Г« Г/
^*,Ji ∂χj ∂xl 1 w 1 aJ 1 k∣ 1 ai

_дГк: _ <¾⅛ _ I ра Р Га Г 
jik,ji = ∂χJ ∂Xi ^1Λ∣1α∕-1Λ√1α*

(3.50)
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Теорема 32. Компоненты полного объекта кривизны (R,k .., Rk преоб­
разуются, при преобразовании локальных координатных систем на { Кл}, по 
транзитивному закону:

' nl' — ∂χl ∂χk ∂χj° ∂χi Dl
κk,J'i'- ~∂^Γ dχk' dχj' ∂χi' Rk,ji

(3.52)

.11 .1 ∣ li dχr ll^<"⅛ (3’51)
p ∂xk ∂χj ∂xi p ι findet || dχr ||________ dχfc dχj dχj

k 'j'l' ~ ∂xk' ∂χj, ∂xi' k,jl ∂xl ∂xk' ∂χj, ∂xi' k,*, ’Доказательство. Так как непосредственная проверка справедливо­сти (3.51), в силу сложности формулы (3.50) и закона преобразования (3.16), довольно громоздка, то целесообразно выбрать иной путь, представляющий к тому же и самостоятельный интерес.Рассмотрим псевдогруппу 
xi' = xi' (xi) 
x0' = In det II ∣p^"+θ + X», полученную из исходной псевдогруппы преобразований локальных натных систем на { Кл} путем добавления нового переменного (х°).Поскольку, согласно (3.52),

∂xi' ∂x,^ π dχ0' _ d*° _ 1
∂x0 ~ ∂x0' ^υ, ∂x° ~ ∂x0' - 1,

1
« ■ II dχr' i∣ («+»dlndet II ~∂xr II

коорди-
(3.53)

∂x0' _ 
∂χi ~

ТО, ПОЛОЖИВ

∂xi' ∂xi'

и
∏=r,y, Γ°o=Γjo = Γi,=Γio=O, будем иметь вместо (3.16) и (3.50), соответственно, г«' _ дх& Fa ∣ ^,χg1β'Y,- ∂x* ∂χV ∂xrf, 1βγ-r дх* ∂x^,∂χr,ага аг® 

па и± βδ u βγ ге Г® Ге Г® ¾ Yδ = --------- foδ~ + 1βδ1εγ - 1βγ1εδ,где a, β, γ, δ, ε = 0, 1, ..Так как 

(3.54)
(3.55)
(3.56)

, n.(3.56) —тензор, то
. _ дх* ∂x^ дх< дх?

∂x* ∂χV ∂xTf, ∂xF κ0∙Yδ>силу (3.53) и (3.54), непосредственно следует законвместе с транзитивностью. преобразо-а отсюда, в вания (3.51)Замечание. Вместо того, чтобы рассматривать многообразие { Кл} с объектом (ΓJλ, Γ.λ), очевидно, можно рассматривать {Fn+1} с псевдогруппой (3.52) и со связностью (Γgγ), удовлетворяющей условиям (3.54).В частности, пунктор («') будет реализовываться тогда как отношение дифференциалов , ибо
∂×i' ∂S i

i. dxi' 
U ~ dx0'

I д In det
^0H70 (л+1)

∂xr'
∂xr ∂ln det

∂χJ ∂χj

∂xr' II 
∂xr .1 и'+1

..(3.57)
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Пусть теперь полный объект кручения (3.48) равен нулю, то-есть объект 
(Γjfc, Γyjfc)-симметричен по своим нижним индексам.

Определение 26. Инвариантно присоединенный к симметрической аффин­
ной связности (Г'Л) объект центро-проективной связнфсти дифференциальной 
окрестности третьего порядка (Γ*fc, Γ.ft) называется аффинно плоским, если 
построенный по нему полный объект кривизны (3.50) равен нулю.

Так как для симметричного аффинно плоского объекта (ΓJa, Γyfc) тензор 
кривизны Rlkjt = 0, то на { Vπ} можно найти такую систему координат, опре­
деленную с точностью до произвольных невырожденных линейных преоб­
разований, в которой ΓJft = O. Более того, в той же системе координат и 
I⅛-0, ибо, в силу инвариантной присоединенности объекта (Γjfc, Γ.jfc) к аф­
финной связности (Гу, имеет место обращение в нуль тензора (3.18).

Заметим, что условия обращения в нуль полного объекта кручения (3.48) 
и полного объекта кривизны (3.50), хотя и влекут за собой существование 
на { Vπ}, с одной стороны, такой системы координат, в которой Γ'jt = 0, а 
с другой стороны, такой системы координат, в которой Γ⅛ = 0, но, тем не 
менее, сами по себе эти условия еще не являются достаточными для су­
ществования на { Vn} такой системы координат, в которой одновременно и 
I¾t-θ. и rA=0∙

Даже в одномерном случае, когда объекты (3.48) и (3.50) обращаются 

полученная из (3.25) при Γ' = γ' = 0, вообще говоря, несовместна. Для сов­
местности системы (3.58) нужно, чтобы выполнялось условие

γ--τ-s-+τ∏, (3.59)

совпадающее с условием инвариантной присоединенности (Г, γ) к (Г). Выпи­
сывая условия совместности систем (3.23) и (3.24), имеем, соответственно, 

b^‰-√b*j⅛j,-o (3.60)
и

1⅛⅛,,+¾,i=0. (3.61)
Таким образом, обращение в нуль полного объекта кривизны (3.50) вле­

чет за собой (3.60) и (3.61) и, следовательно, является условием независи­
мости перенесений пунктора и копунктора от того пути, вдоль которого эти 
перенесения производятся.

Однако, рассмотренные перенесения, вообще говоря, существенно зависят 
от той точки, в которую они производятся, и поэтому не являются полной 
аналогией абсолютного параллелизма.

Далее, хотя существование в и-мерном пространстве аффинной связности 
п ковариантно постоянных векторных полей влечет за собой, как известно, 
обращение в нуль тензора кривизны этой связности, тем не менее, сущест-
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вование п ковариантно постоянных пункторов в многообразии с объектом 
(Γ)jfc, Γjk), вообще говоря не влечет за собой обращение в нуль полного объ­
екта кривизны (3.50).

Так, например, уже при и = 2, для проективно-метрических перенесений, 
согласно теореме 31, существует два ковариантно постоянных пунктора, 
(3.40) и (3.41), хотя полный объект кривизны, очевидно, отличен от нуля.

Определение 27. Объект центро-проективной связности дифференциальной 
окрестности третьего порядка (ΓJfc, ГуЛ) при п>2 [и = 2] называется проек- 
тивно плоским, если построенные по нему тензоры (3.18) и (1.32) [(1.56)] и 
объект (3.48) равны нулю.

Так как тензор (1.32) [(1.56)] равен нулю, то, согласно теореме 11, всег­
да имеется возможность перейти к такой системе координат, определенной 
с точностью до произвольных невырожденных дробно-линейных преобразова­
ний, в которой проективные параметры Томаса IΓfc = 0 и, следовательно, в 
силу формулы (1.29), аффинная связность имеет вид

γa=(⅛)8Jγ^+⅛)⅝^∙ <3∙62)
Системы (3.31) и (3.32), определяющие перенесения пункторов и копунк- 

торов в указанной выше системе координат, в силу (3.62), принимают вид 
-⅛-= -d∏) pr⅛+y√ri+√√(-⅞-<⅛y Γ2,I⅛)] (3.63)

и, соответственно,
= [¾η,+⅛Γb-(⅛--τ⅛ Γ⅛ Γjy)]. (3.64)

Далее, поскольку в рассматриваемых координатах, в силу теоремы 15, 
появляется возможность отождествить точки локальных центро-проективных 
пространств {Pπ} с точками самого многообразия { Vn}, то геометрические 
образы (точки и гиперплоскости), определяемые пункторами и копункторами 
в {Pn} и переносимые с помощью формул (3.63) и (3.64), оказываются ле­
жащими в самом многообразии { Vn}.

В заключение заметим еще, что формулы (3.63) и (3.64) при дополни­
тельном условии

I⅛=⅛. (3.65)

вытекающем из обращения в нуль тензора эквиаффинности, принимают вид

и

2
∂ι∕ _ _1_
∂x∙f ~ 2

2
да <я+1) 

∂χj +δ'√

2
да <л+1> 

∂xl + uiul

2
∂ta (л+1) \ 

∂χJ∂xl / (3.66)

2 ___ ?_ ___ 2 ___ 2_
∂ul 1 _0нЛУ/ да (л+1) , да (л+,) д*а (л+1) \
∂χj ~ 2a \Ui ∂χJ +Uj ∂xl ∂xi∂×J )’ (3.67)
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Глава 4
ЛОКАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ПУНКТОРОВ {P"} 

КАК СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЕКТИВНО-ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 
И РАСЩЕПЛЕНИЕ ТЕНЗОРА ЭКВЙПРОЕКТИВНОЙ КРИВИЗНЫ

§ 1. Проективная метрика, 
индуцированная в {Pn} свернутым объектом аффинной связности 

и симметрической частью тензора РиччиПусть на { Кл} задан объект симметричной аффинной связности (Γ'jfc). Рассмотрим в каждом {Рл} гиперквадрику [16]
(4.1)где через (σy) обозначена симметрическая часть тензора Риччиσ∕y = -2^ (⅞j + Λu)∙ (4.2)Хотя det И σi∕∣∣, вообще говоря, не предполагается отличным от нуля и гиперквадрика (4.1) может оказаться вырожденной, тем не менее, в случае σσι⅛ι⅛≥0, длина пунктора (wį) может быть определена формулой
(4.3)

соответствующей (2.50), а косинус угла между пункторами (uį) и (uf1), с от­личными от нуля длинами, формулой
соответствующей (2.54).Наконец, каждому пунктору (ι⅛), с длиной λ(ι⅛), можно поставить в со­ответствие угол параллельности ∏[λ(t⅛)], удовлетворяющий формуле Лоба­чевского

В частности, пунктору (wį), с длиной λ(ι⅛) = 0, очевидно, будет соответ­ствовать угол параллельности ∏[0] = ~.Если же окажетса det∣∣σy∣∣≠0, то локальные пространства {Рл} станут пространствами постоянной кривизны, а проективно-метрические перенесения пункторов и копункторов определятся системами (4.5)
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и, соответственно,
^="^(⅛(⅛-∏Λ)∙ <4∙6>

где Ё‘к — общая метрическая связность, построенная, согласно формулам 

(3.35), (3.36) и (3.37), для тензора —.

§ 2. Пространства { Рп } 
как симметрические проективно-евклидовы пространства

В настоящем параграфе локальные пространства пункторов {P"}, в свою 
очередь, рассматриваются как пространства с аффинной связностью.

Теорема 33. Полярное коррелятивное соответствие относительно гипер­
квадрики (4.1) определяет в каждом {Pn} симметрическую аффинную связ­
ность [yijk(x, и)) и ее тензор Риччи ^Ritj(x, и)^ [17], [22].

Доказательство. Принимая (й', й2, ..., йл, й°) за однородные ко­
ординаты точки в {Рп} и считая их функциями параметров (f1, z2, ..., tπ), 
сопоставляем с каждой точкой из {Pn} п точек

z^t = -^- + μj∙fiα (a = 0, 1, ..., п\ Z= 1, 2, ..., и), 

лежащих на касательных к координатным линиям (ti) в точке (й®).
Требуя теперь, чтобы точки (©“) лежали в полярной гиперплоскости точ­

ки (й®) относительно гиперквадрики (4.1), получаем

dip din V (β°)a∙<p λi 
» ∂ti ∂t* ir' (4.7)

ui
(4.8)

Нормируя однородные координаты точки так, чтобы й°=1 и применяя в 
качестве параметров (u', и2, ..., un)i получаем

, ' ∂ut
0_ dinV φ 

, Vi~ ∂ui *

Сопоставляя далее, каждой точке (iff), в свою очередь, п точек, будем 
иметь, подобно (4.7),

4, pS
wM ∂ul ди1 υk'

Представляя полученные точки в виде*
⅛=r∏+∙(⅛y κk.'tfi

и учитывая соотношение (4.8), получаем

Vi (⅛i dlnV φ .fλ . 1 р Г daln^∣∕^φ . din]/
rMδ>------ u)+-(^Γ) Ъ.‘и-----------------+—ЛА

<M din]/ φ w din]/ <р
* ∂ui ∂uk

rt,-∂l∏Vφι 1 n ∂i In V φ , ∂ In V φ d In ]∕ φ
kl ди J +(n-l)κ,c∙l~ ∂uk∂ul + ∂uk ∂U∣

k'

∂ul

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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Из (4.11) находимгу (γ „\ _ _ χy dln V^Φ χy ∂⅛l∕~φ
1jt∕(x> u)~ bk ∂ui °i ∂uk

И

(4.12)

R,.(×, *)Ml→)(¾Λ÷⅜φ a⅛φ)∙
Так как преобразование пункторов (w,) в {P"} влечет за собой, 

(2.45), преобразование
φ' =

(4.13)

согласно

<⅛det[∣-^r∣∣
∂xr', j д In det ∂xr . ,jt. .v

∂uk, ∂uk'
и, следовательно,

∂uk ди?II ∂ur II aindet∣∣⅛r II , 
ди? +rΛ'∕'(x, (я+1) ¾

1 dlndet II ~∂ur II ∂uJ' ∂ιt ди1 ,
+ ^(λ+T)^ ⅛ dŪF +^⅞Γ ~∂tf^ ^W rw ^x, u^'

что, согласно приведенной системе дифференциальных уравнений псевдо­
группы дробно-линейных преобразований, совпадает с законом преобразова­
ния аффинной связности. *

Таким образом, (4.12) действительно определяет аффинную связность. 
Далее, вычисляя тензор кривизны для связности (4.12), имеем/?’• fr М χ.∙ ∕ d* In V φ . ∂lnV^φ ∂l∏l∕φ∖¾∕ylx> ti>-dl∖ duJ∂uk Ы )fr.∕∂4n^lΛpУ ∖ ∂ιΛ ди1 (4.14)

а, следовательно, (4.13) совпадает с тензором Риччи для связности (4.12).
, Итак, аффинная связность (4.12) и ее тензор Риччи. (4.13) определяются, 
как коэффициенты разложения в формуле (4.10).

Наконец заметим еще, что, в силу своей структуры, (4.12) является 
эквиаффинной проективно-евклидовой связностью.

Внося в (4.12) и (4.13) значение φ из (4.1), получаемπ. z 4 δ∕(αj7√+α∕) δ∕(α∕⅛M,+βfc)
rL(*∙ “)= φ φ (4.15)

и, соответственно,
„ t.. \ (У-г^ам (1-л) (β∕⅛wf+αjt) (fl1∙∕√+α∕)
*kΛ×> м)- ф φ (4.16)

где „ _ 1 Га c,'J --------- !___  Г°(л+1)’ 1βf1W (л-1) ’ i (л+1) 1<rf, (4.17)

Теорема 34. Проективно-евклидова связность (4.15) является 
симметрического. пространства [26].

связностью
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Доказательство. Поскольку, согласно (4.14) и (4.13),
¾y(x, ")=(i⅛⅛^ u)-*jR∣,k(x> «)]> (4.18)

то для доказательства теоремы достаточно показать, что тензор Риччи (4.16) 
ковариантно постоянен в связности (4.15).

Производя непосредственные вычисления, получаем:
∂Rk, i (х, и) _ -2 (1-я) ам (ay^+aj) _ (1 - л) α⅜∕ (anui+ai) + (l-ri) ац (aik^+ak) _

∂uJ φ1 φa
_ (1—л) 4 (αy√+q∕) (fll∙fc√+α⅛) (αt∙∕¾,'+o∕)

ф» ’

Ä*.„ (X, «) Г" (х, u)=- _ (i-w+⅛ +
2 (1—л) (aυtf+aj) (aikui+ak) (aiιui+ai)

+ Ф8
и, следовательно,

VjRk,ι(x> u) = Q. (4.19)
Заметим еще, что при условии невырожденности тензора (4.16), аф­

финная связность (4.15) становится связностью пространства постоянной 
кривизны.

§ 3. Расщепление объекта аффинной связности

Теорема 35. Значение проективных параметров Томаса (¾), в каждой 
точке M0(xr0) на { Vя }, может быть представлено в виде

¾ (-to) = η4 (jco) - ΓJt (V0, 0), (4.20)
где Γjjt(xζ) — значение исходной аффинной связности в точке M0(xζ), а 
Γjjt(j⅞, 0) — вычисленное в центральной точке (ur = ty значение аффинной 
связности симметрического проективно-евклидова пространства, индуцирован­
ного в локальном центро-проективном пространстве {Pn}, связанном с точ­
кой Mq(x^ [17]. •

Доказательство. Так как, согласно (4.15) и (4.17), 

Р (%5 Ur)= s*[(fr+1)∙ 1⅛W1*><*0~ (л-о )u'~^^+0γ^w] _
[-0⅛-r⅛ « ⅛ W-⅛⅛]<<^-(⅛y ι‰ 00^+1 

[ ( (л+1)1 1*' (n÷⅜^) '''~ (п +1)

то в центральной точке, при (ur = 0), имеем
W 4⅛Γ^⅛Γb⅛) (4.21)

и, следовательно, из (1.29) получаем соотношение (4.20), которое, в силу 
(2.6) и (2.10), сохраняется в любой системе координат.

Заметим еще, что при свертывании (4.20) по индексам i и j, в силу 
(Π"fc = 0), получаем дополнительно

Γfc⅛) = Γft(xJ, 0). (4.22)
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Подобным же образом можно дать геометрическое истолкование компо­
нент связующего объекта (G∙j.J.

Действительно, рассматривая всюду вместо свернутого объекта связности 
(Г*) объект ( д^а ), где а — относительный скаляр единичного веса, бу­

дем иметь
T'jkl (xθ, ur) = —

j Г / 1 din a Į din α Į _ σ∕f (x£) \ . 1 din g I 1_________8feL∖(g+l), d√ l⅜r=jt' ∂xi ∣xr=jto (л-l) / (л+l) d√ ∣√,=jcJ___  Г 1 dina I tj⅛g I σp<7(xo) 1 p . 1 ding IĮ (л+1)а ∂χP ∣Z=4 ∂x! ∣√=4 (л—1) J (л+l) ∂χP ∣√=jtf"p+1. Г Į 1 ding I ding I σki (χr0) ∖ . 1 ding I 1_ д4\(л+1)« ∂x* ∣√=4 ∂x* ∣x⅛ (л—l)∕lf (л+l) ∂χk ∣√=jJ
[1 d In g I d In g I σpp (xj) ] _ 1 d In g I(л+l)* ∂χP ∣√-⅛ ∂x< ∣√∙-4^ (л-1) J“ (л+l) ∂χp ∣√-4"'+1

т. е., при (ur = 0), ,

η,⅛∙ θ)=⅛) ⅛U+fo8⅛L∙ <4∙23>
Таким образом, формула расщепления (1.23) переписывается в виде (4.20) 

и, следовательно, получает соответствующий геометрический смысл

Gjk (xδ)= Пл (xo) “ Γ√λ (⅛ 0).

§ 4. Расщепление тензора эквипроективной кривизны

Теорема 36. Значение тензора эквипроективной кривизны (Tlk jι} в каждой 
точке Mo (xr0) на { Vπ} может быть представлено в виде

ηL+5) = 4√⅛)-¾√j¾. 0). (4-24)
где Rlk ji (xr0) — значение тензора кривизны исходной аффинной связности в 
точке M0(xr0), а R,k jj(xr0, 0) — вычисленное в центральной точке (ur=0) зна­
чение тензора кривизны симметрического проективно-евклидова пространства, 
индуцированного в локальном центро-проективном пространстве {Pn}, свя­
занном с точкой M0(xr0) [17].

Доказательство. Так как, согласно (4.16) и (4.17),

Rk, I (∙^q, ( (л+l)8 Г°' rt' (n- 1) ) UJ~ (л+l) r"∙"* +1
(1~я) [( (л+1)а rZι <jΦ rΖ⅛ ОФ (J1) ) (л+l) rα⅛(x°)]

( (л+1)а Г"’ 1⅞(л-1°) ) Ui~ (л+l) Гв‘’ "* +1

(4.25)

χ [ ( (л+ l)a r°' ТЪ1 (л - 1°) ) “* (л+1) <*°)]
( (л+1)а Г«< γlbj froO (л 11) ) "i"7^ (и+1) Г«- fr») “*+1

то в центральной точке, при (κr = 0), имеем
Rk,ι(⅛, ty = σki(⅛)
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и, следовательно, в силу (4.18),

¾,,(∙⅛. °)-(T⅛^M^o)-8{<⅜(∙⅞)l∙ (4 26)

Внося теперь (4.26) в (1.40), получаем соотношение (4.24), которое, в 
силу (2.10), сохраняется в любой системе координат.

В силу (1.38), (4.24) можно переписать вв виде

n>iW-6ly,W = <yf⅛)-¾√*o∙ θ)∙ (4-27)

Отсюда, в частности, имеем:
1) для эквиаффинных пространств

?к, л (xδ)= ∙¾, л (xδ) “ ∙¾, л (xq> θ)* (4.28)

2) для проективно-евклидовых пространств

°); <4∙29>
3) для эквиаффинных проективно-евклидовых пространств

‰⅛) = ¾.√¾ °)∙ (4∙30k

Для двумерных пространств тензор проективной кривизны обращается в 
нуль тождественно и, следовательно, соотношение (4.27) принимает вид 
(4.29), а в случае эквиаффинной связности (4.30).

Заметим наконец, что, в силу (4.24) и (1.39), разность тензора кривизны 
рассматриваемой аффинной связности и тензора кривизны локального сим­
метрического проективно-евклидова пространства, вычисленного в соответ­
ствующей точке, выражается через компоненты связующего объекта и их 
первые производные и, следовательно, не зависит от выбора основного отно­
сительного скаляра (а) веса N=^l, определяющего расщепление аффинной 
связности (1.23), т. е. имеет одно и то же значение для всех пространств 
аффинной связности, допускающих геодезическое отображение друг на друга 
с сохранением тензора эквиаффинности.

§ 5. Пространства эквиаффинной проективно-евклидовой связности 
с невырожденным тензором Риччи

Пусть на { Vn} задана аффинная связность (Γ]fc = Гу, обращающая в 
нуль тензор эквипроективной кривизны (Tlk j.) и обладающая невырожденным 
тензором Риччи (⅛y∙).

Введем в рассмотрение скаляр

*M=(τ⅛>i∕^⅛r- <4∙3i>
где ε — корень n-ой степени из единицы, а а (xr) — относительный скаляр 
единичного веса, определенный с точностью до постоянного множителя из 
условия

Γfc L¾r)- d1ng(*r)
1-kΛxf- ∂χi (4.32)
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Локальные симметрические проективно-евклидовы пространства стано­вятся теперь пространствами постоянной кривизны K(xr), а их метрические тензоры принимают вид
п ___________________

glj(xr, ur) = iRi,i(^ ur) ]/ det∣∣*‰∣ , (4.33)ибо, согласно (4.33), adėt И gM (x', 0)∣∣ = α2(v). (4.34)Внося в (4.18) вместо Rij(xr, ur) его значение из (4.33) и учитывая (4.31) получаем ¾w(χς ur)=∕f(χ')(δ,,<∙-r>-δ'g<f.-r>). (4.35)откуда при (wf = 0), в силу (4.30), имеем¾ ,W=*W (δ'¾√^)-δ'ftt(r)), (4.36)где 0) = ≡^(r)]∕≡^⅛≡. (4.37)Хотя ковариантно постоянным в рассматриваемой аффинной связности (ΓJfc) является только определитель (4.34)
^-2α≡w¾≤)≡o,а не сам тензор (4.37), тем не менее, используя этот тензор в качестве мет­рического, можно, согласно (4.36), определить скаляр (4.31) как кривизну в двумерном направлении, которая не зависит от выбора этого направления, но существенно зависит от той точки, в которой рассматривается.Таким образом, пространства, рассматриваемые в этом параграфе [17], по своей природе оказываются очень близкими к пространствам постоянной кривизны.Для изучения таких пространств целесообразно перейти к специальным, локально-проективным, координатам [15], что и будет сделано в следующей главе.
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Глава 5

ЛОКАЛЬНО-ПРОЕКТИВНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И 
НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

§ 1. Эквиаффинные проективно-евклидовы пространства 
в локально-проективных координатах

Поскольку для эквиаффинных проективно-евклидовых пространств всегда 
можно перейти к такой системе координат, определенной с точностью до 
произвольных невырожденных дробно-линейных преобразований, в которой 
компоненты аффинной связности (ΓJfc) принимают вид

г.____1 м aina I 1 ⅛ aιζo (5 1)
1Λ-(n+l)⅛ ∂xk +(n+l)¾ ∂χi , '∙0∙l'

где (а) — относительный скаляр единичного веса, определенный с точностью 
до постоянного множителя из условия (4.32), то естественно возникает воз­
можность изучать такие пространства, рассматривая локально-проективное 
многообразие [13], [15] (многообразие, определенное с точностью до произ­
вольных невырожденных дробно-линейных преобразований локальных коор­
динатных систем), с заданным на нем относительным скаляром (а), веса 
tf=l.

При таком 'рассмотрении формулы ковариантного дифференцирования за­
меняются формулами инвариантного дифференцирования (1.19) относительно 
псевдогруппы дробно-линейных преобразований.

Тензор кривизны и тензор Риччи, как показывают непосредственные вы­
числения, принимают, соответственно, вид:

(5.2)
и

1
, (л+1)
⅛^∙<5∙3)

1
n /„\ 1— п [ 1 dina dina d8lna ∖ z1 ∂≡a

(a+1) d√~ ∂χj ~ ∂xi∂χj )~ '1 П’а

Теорема 37. Относительный скаляр а(х) в каждом локальном центро­
проективном пространстве {Pn} определяет величину

аМа (х, и) = 2
, в(л+0 

\ 2

2
d2a (л+1) 

∂xi ∂xj и* uj-

л+1

2 
(и+1)

(5-4)

преобразующуюся при дробно-линейных преобразованиях (2.2), индуцируемых 
преобразованиями (1.1) в {Pπ}, по закону относительного скаляра, веса 
N=∖, и удовлетворяющую условиям

a(x, M)|u=0 = flW’ da(x, и) I _ да(х)
∂uk |и=о ∂uk ’

∂2a(x, и) Į da а (х) ,∏
∂uk∂ul |м=о ∂xk∂xl ’ ' ’ '

сохраняющимся при преобразовании координат [15].
7. Lietuvos matematikos rinkinys
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Доказательство. Так как β'(√) = det -⅛- l∙α(x), а
1 (л+1) д’а (я+1)„ 1 dina dina ι (л+!) d’а (л+1)2 a ∂xi∂χJ ~ (л+1)« ∂xi ∂χJ +a ∂xi∂χJ

то, в силу (2.45),
a'(x', и') =

= (л+1)’ rbJ “ ОЙЛ) Ri J'
j II dχr det∣∣ -ы

∣a(x, и)

/ 1 d In det ∂xr 
∂x', \л+1(--г- -√='+l)то-есть

a'(x', u')-det∣∣-g^r∣∣α(x, и).В справедливости условий (5.5) легко убеждаемся путем непосредствен­ной проверки.Поскольку рассматриваются только дробно-линейные преобразования ло­кальных координатных систем, то, согласно теореме 15, можно, положив
ul=xi-j⅛, (5.6)отождествить точки локальных центро-проективных пространств {Pn} с точ­ками самого многообразия.

Определение 28. Относительный скаляр единичного веса
a(×Q, x-xq) = 

а (Хо) (л+р* (5-7)(√-√0) (√-jφ--—|х=х# (xz-χf0)+1)2 2 -∕a<n+,>(xp) d’β <n+1> Į I 2 d√dx> ∣χ=√определенный в каждой точке Λf0(xj), согласно (5.4) и (5.6), и удовлетво­ряющий, в силу (5.5), условиям 
a(x0, Х~*о)|х=х# = я(хо)» daa(x0, х—х0) !

∂xt∂χJ |х=
da(x0,x-x0) I да Idx* ∣x=x, ∂x* ∣x=xe ’d’a Į
∂xi∂χJ ∣x=χβ ’ (5-8)называется соприкасающимся с исходным относительным скаляром (а) в точке 4⅛)∙В рассматриваемом локально-проективном многообразии каждой точке Λf0(xj) соответствует гиперквадрика

α<"+l> (X.)
2 

д»а (п+1) 
∂xi∂χJ

I (xi-x∖)(xi-xj0) 2 din аОЙЛ) -d√- I (√-⅛)+l=0,(5.9)
∣X=J⅛2а, следовательно, и гиперплоскость, полярная относительно этой гиперквад­рики

-<⅛)¾4=.Λ,-⅛>+ι-'>- 15∙'°>По соприкасающемуся в точке M0(xr0) относительному скаляру (5.7) мож­но построить эквиаффинную проективно-евклидову связность
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0Λ 2 ∂xk∂x∣
2 21(л+1) (х0) & а (л+1)2 Ly-⅞'H*,→-0⅛ -⅛4≈,.

2 2χi / л("+1) fa) д‘а ("+1) I ,JJy______ 1 3toα I \___________ k∖ 2___________ ∂x{∂x* l ∣χ=χt√ °J (л+1) ∂χj ∣χ≈χ0∕

÷ 1____________________________________________________Г 1 dina I fj K.1]Γ 1 dina ĮI (л+l) ∂χ} L-x,<x' jeOi+lJL (л+l) ∣x-¾

2 2β(fl+1) (x0) ∂ta (л+,) I .τP4∕τ9 ______?_ dina I ,χP-rP∖ . ∣2 ∂χP∂x< ∣χ=χΛ 0* (л+1) ∂χP ∣χ≡χΛ

дхРдх« (√,-⅛)+ι

, (5.11)

которая, согласно теореме 33, может быть определена полярным коррелятив­
ным соответствием относительно гиперквадрики (5.9) и является, в силу 
теоремы 34, связностью симметрического пространства.

Определение 29. Связность (5.11), определяемая в каждой точке Λf0(xJ) 
относительным скаляром (а) и удовлетворяющая, согласно (5.8), условиям

Γ'i(x0, х—x0)l = Γ<t(x0) (5.12)
∣x=xβ

И ⅛⅛ χ-χ<>> I 01⅛ω I /еdχ, Ц- dx> ∣^> (513)
где ΓJa,(x) задается равенством (5.1), называется связностью симметрического 
проективно-евклидова пространства, соприкасающегося в точке Λfθ(xJ) с ис­
ходным многообразием эквиаффинной проективно-евклидовой связности.

В силу (5.13), тензор кривизны соприкасающегося проективно-евклидова 
пространства совпадает в точке Λf0(xj) с тензором кривизны исходного экви- 
аффинного проективно-евклидова пространства.

Таким образом, эквиаффинные проективно-евклидовы пространства в окре­
стности каждой своей точки устроены так же, как и симметрические 
проективно-евклидовы пространства.

Так как пункторы и копункторы лежат теперь в самом многообразии, τσ 
операции над ними, введенные еще в § 3 главы 2 и определяемые теперь полем 
гиперплоскостей (5.10), также не выводят за пределы рассматриваемого много­
образия, а формулы этих операций (1—6) принимают, соответственно, вид:

1. Сложение пункторов
(x,i -Хо) ® (*2→o)=

_________________[~(л+1) Xa ∣x-x∕x∣-χo>+1]<∙⅛-jto>+____________________χ [ - (л+Т) -ft√^ L-х. (Ж1 -xo>+1 ]+[ - fo+i) ~∂^Γ ∣x.x, <jt2-χo>+1 ]-(Ж1 xo>+1]+[ (я+1) dχj |х_х.

fr+I) ~⅞√~L-⅝И ~*o>+1 ]<jti-⅞>___________________  (5 14)
(4-*⅛+1]
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[ (»+D u>-j⅛+ι]-[--∣i) (⅛-⅛)+1](*ι-*o) .- (S+iy |х-«.(*2_х°)+1]

2. Вычитание пункторов (*!-*o)θ(4-*o)=[~ m∏) ~⅛√~ ∣x-x,<*∣-jtoi+1]<j4-⅜)-__________-Λ^L-x∕x>-x^+l]-[~GH∏y-⅛Γ^L-χ∕x≡-^+1]- Г 1 dina Iχ _____________________ L (h÷1) ∂χj ∣χ=χ,-[-0H∏T -‰7-L=x∕**-*°h'1][
3. Умножение пунктора на скаляр

(5.15)
λ∙(χi-χi0)______________(√-⅛)+lχO(^, *o)- (i-⅝) dina I(n÷l) ∂×J ∣χ=χ,

4. Сложение копункторов , 1 dina"' ® ®' = “'+®' + 0ΓΠj- -‰i- |Х=Ж,
5. Вычитание копункторов 1 ∂lnα I«' θ*⅛=∣⅛-t⅛-jjτπ -⅛r- I,,j√
6. Умножение копунктора на скаляр« z-× λ 1 —λ ∂ In а IλO"'=λ"'-0Γ∏) -‰H-λ∙Хотя рассматриваемые операции определены только для пункторов пункторов, заданных в одной и той же точке M0(x'), тем не менее, состав­ляя объект центро-проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка, инвариантно присоединенный к исходному пространству эквиаффинной проективно-евклидовой связности,

P«_______L x'z7(^+τy да (л+1) _ _L *«■ д(я+1) да (я+1)
LJk~ 2 °Ja ∂xk 2 d*α2 ____ L-r 1 .,0Γ∏>' a∙a <"+"Į Γy* = γα------- —∂xJ∂xk

∂χj

(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
И ко-

(5.20)
и выписывая формулы (3.66) и (3.67), естественно возникает возможность определить перенесения вдоль всякой гладкой кривой и распространить, та­ким образом, введенные операции и на тот случай, когда пункторы и ко- пункторы заданы в разных точках.В заключение заметим еще, что, согласно (5.8), объект центро-проектив­ной связности дифференциальной окрестности третьего порядка (r,}t (χo» х—x0), Γa(x0, x-x0)) ’ инвариантно присоединенный к соприкасающейся в точке M0(xr0) аффинной связности симметрического проективно-евклидова пространства Γ'fc(x0, x-x0), совпадает в точке M0(xr0) с объектом центро­проективной связности дифференциальной окрестности третьего порядка (5.20), инвариантно присоединенной к исходному пространству эквиаффинной проективно-евклидовой связности.
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§ 2. Пространства переменной (положительной и отрицательной) кривизныПусть основной относительный скаляр (а), определяющий эквиаффинное проективно-евклидово пространство в локально-проективных координатах, больше нуля.Теорема 38. Для того чтобы аффинная связность (5.1) была связностью 

пространства постоянной кривизны AΓ≠O, достаточно (и, очевидно, необхо­
димо), чтобы она была римановой (с Ay-ιfc≠0), а это, в свою очередь, воз­
можно тогда и только тогда, когда

a(x) =------------------------ и det∣∣<⅞cz-<⅛∣∣≠0, (5.21)(c0∙√√+2cl∙√+l) 2
(cij = cji, ci, с-const).

Кроме того, при естественном требовании α2 = det ∣[g,7∣∣, (gij- метрический тензор) (5.22)
имеет место c2=-jL-det∣∣cf⅛-⅛∣∣ (5.23)
и, следовательно, для четного п det∣∣c1cz-co∙∣∣>0 и кривизна К определена 
с точностью до умножения на (±1), а для нечетного п, при det∣∣c1∙c7- — c,7∣∣>0, кривизна К—положительна, а при det∣∣c,cz-qz∙∣∣<0-отрица­
тельна [15].Доказательство. Требование ковариантной постоянности тензора 
(gij) относительно связности (5.1) приводит к системеdg« 1 ∕ dlnα l o ∂lnα dina ∖ ∕ε ол\-‰Γ = 0ЙЛ) (й* -‰Γ + ⅛> -&F- +ёы ~λγ) ∙ <5∙24>условия интегрируемости которой имеют вид:/ 1 dina dina dalna∖ ∕ 1 d In a dina da In a ∖gik ∖ (∏+1) ∂χj ∂χl ∂χJ'∂χl )+ gkj ∖7^+l) ~~(⅛r ∂χl ∂xi ∂x' )_ ∕ 1 dina dina _ dalna ∖ ∕ 1 dina dina dalna \_∩ ,j- ∩c-×^,,∖(∏+1) ∂χJ ∂xk ∂χJ'∂xk ) ^z-,∖(a+l) ∂xi ∂xk ∂xi∂xkj *' *Отсюда, в частности, при i=j имеем∕ 1 dina dina dalna∖ / 1 dina dina d2lna'∖gik \ (n +1) ∂xi ∂xl ∂xi ∂xl ) “ gil ∖^(^+T) ~d√ ∂xk~ ∂χi ∂xk I *Теперь нетрудно видеть, что система (5.25) эквивалентна1 dina dina dalna _z ι 14 rr(л+1) ∂xi ~teJ ∂xi∂χJ =,∖n+l)κ^ij∙Подставляя в (5.24) значение gu из (5.26), получаемdin# / 1 dina dina _ dalna ∖ _

∂xk ∖(a+l) ∂xi ∂χJ ∂xi∂χJ ) 4 din a din a dina 2 dina da In a ι da In a (λ÷1)2 ∂xi ∂χJ ∂xk (∏+1) ∂x<i ∂χi∂χ4 ∂xl∂χi∂xk

(5.26)

Однако, в действительности, уравнения (5.27) могут быть записаны в более простом видеd8lna 2 dina dalna
∂xi∂χJ∂xk (л+1) ∂x<* ∂χi∂xk)
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ибо К ≈ const. В самом деле, в силу (5.2) и (5.3), имеемΛ∕,y = (l ~n)Kgu (5.29)и
⅛k, ij = & (gugkj — gij gki)∙Таким образом, при и >2, K== const.Далее, при л = 2, в силу симметрии правой части (5.27) по любой паре индексов, должны выполняться равенства/ 1 dina dina d’Ina ∖ dlnΛΓ Į Γ dina dina∖(λ÷1) dx1 ∂xl (dx1)> ∕ ∂x* ∖(a+l) ~∂xr^ ~∂^d’Ina ∖ dlnX- ∩

∂x'∂x* ) ∂xl “U∕ 1 dina dina d*lna ∖ dlnJC ∕ 1 dina dina∖(∏+1) ∂xa dx1 ∂xi∂xl ) ∂xt "Γ∖(a+l) ∂x* ∂xid’Ina ∖ dlntf ∩(dx’)’ ) dx1 -υи, следовательно, К = const, ибо det∣∣⅛∣∣≠O.Решая теперь систему (5.28), которая может быть переписана в виде 4z⅛⅛⅛+Jξ⅛⅛ 
dx* dx* = 0или

2
д* а (л+1) х = ¼,∂xi ∂χjгде ∂tj=const и Cu = Cjl, получаем

a W----------------- ~-------- Į+r •(c⅛√√+2c∣√+l) 2 (5.30)
Далее, из (5.29) имеемdet h Rit j H = (1 - n)n Kn det ∣∣ gij ∣∣и, следовательно, в силу требования (5.22),det∣∣Λ∙jll = (l-n)nKna*(x).Но, согласно (5.3) и (5.30),. п(Я) _ (l-n)c⅛z____________ (1 - л) (c,∙⅛ xf+c⅛) (c,∙∕x1'+c∕)М c∕∕√xM-2c1∙x½l (cų xfx^+2c,∙xf+l)s ’а потому, рассматривая (5.31) при xi = 0, получаем (5.23).Определение 30. и-мерное локально-проективное многообразие,ным на нем положительным относительным скаляром (а), веса ΛΓ≈1, назы­вается пространством переменной положительной (отрицательной) кривизны, если построенная по этому скаляру квадратичная форма

a дх‘дх> ς ζ

(5.31)
(5.32)

с задан-

(5.33)положительно (отрицательно) определена.Рассмотрим в каждой точке Λfθ(xJ) «-мерного пространства переменной положительной (отрицательной) кривизны соприкасающееся симметрическое проективно-евклидово пространство.
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(5.34)∕ α<"÷1> \ 2 ∣x=x0

Так как тензор Риччи этого пространства 
Rk,ι(×* χ-×o) =2 2 α(n+D j įfia (л+1) j__________________ (1~Я) 2 ∣j,-,, ⅛*⅛√ lχ-χ,  (*iirπy I J√≡L∣ f√.√κ√.√)___ 2-2I≡≤∣ f√-√)+ι2 Į,-;* ∂xf∂x> It-√* ∙*y<∙w' x0> (л+1) ⅛c' ∣x=x,' y°*+12 ____2_∕ a("+,) I д*а (л+1) I i i(1~Л)\ 2 ∣jtf=χ0 ∂x>∂x^ ∣χ=√*~Φ^^ „dafl^0i+n Į (x'-⅛)(xi-⅛)-

∂xi∂χJ ∣χ=χ02 21 dina I \/ а(л+1) I д*а (л+1) I i i 1 dina I \ (л+1) дх* ∣χ=χβΛ 2 ∣χ=χβ ∂χJ∂x∣ ∣jt≡χΛ Х°* (л+В ∂x∣ ∣je=J 2 dina I .j \2(л+1) ∂χt ∣*=√^ xθ>+1)в каждой точке Mq(xγq) совпадает с тензором (5.3), определитель которого . 1dėt И Rl,j И = (1 -π)∙a⅛) det ∣∣ 6^°√⅛Λ ∣∣ ■ (5∙35)в силу невырожденности квадратичной формы (5.33), отличен от нуля, то рассматриваемое соприкасающееся пространство является римановым и, сле­довательно, согласно теореме 38, пространством постоянной кривизны.
Определение 31. Кривизной «-мерного пространства переменной положи­тельной кривизны называется скаляр

л _______________________K(x) = a(x)^^ ]∕det [I y°j∕+ - ||, (5.36)
а переменной отрицательной кривизны, - скаляр

л_______________________
K(x)≈(- l)fa+1>а(x)~^ ]∕det||-¾^-||. (5.37)

Поскольку (5.36) [(5.37)] в каждой точке M0(xr0) удовлетворяет соотно­шению det И Rtj(x0t x-x0)∖∖≈(l-n)nKπ(x0)a2(x0t x-x0), (5.38)возникающему, в силу (5.31), из (5.7) и (5.34), то кривизна пространства переменной положительной (отрицательной) кривизны определяет в Э[гой точ­ке кривизну соответствующего соприкасающегося пространства постояннойкривизны с положительно определенным метрическим тензором 
Sij (*0> *θ) = 0 — п) * K(xf^ Ri,∙fВведем теперь в рассмотрение тензор (5.39)____ 1_ d>a (л+1) (х) 

∂χi∂χJ значение которого в каждой точке M0(xr0) совпадает со значением ского тензора (5.39) соответствующего соприкасающегося пространства.
1∕ \ 1 1 n/ч а(л+1) (*)

8ij W “ (1 _ л) ' к (х) RV & ~ К (х) (5.40) метриче-
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Тензор (5.40), вообще говоря, не является ковариантно постоянным в связности (5.1), но обладает в этой связности ковариантно постоянным определителем α≡=det∣∣gv∣∣.В силу (5.2), (5.3) и (5.40), кривизна (5.36) [(5.37)] может быть представ­лена в виде
w Λ*ωβ∕ω-Λ∕ωft⅛ω (5.41)и, следовательно, сохраняет тот же геометрический смысл, что и кривизна в пространстве постоянной кривизны, то-есть может быть определена, как кривизна в двумерном направлении, не зависящая от этого направления (но существенно зависящая от той точки, в которой она рассматривается).Для пространств переменной отрицательной кривизны в каждой точке Λ∕0(j⅛) можно определить длину пунктора (xi- xį) и косинус угла между

соответствующих (4.3) и (4.4), а также ввести для каждого 
(xi-xi0) угол параллельности, исходя из формулы

пункторами (xi1- Xl0) и (xį — xį) с помощью формулλ(√-J⅛) =
r fr®> 1« ^ 2 ln

-τ⅛> ⅛lL.√-*-≡>+i- y⅞⅛><^,-^!><^^-4 '
■ (5.42)

где R (x0) - положительный скаляр, определенный из условия (5.43)
cos[(xi1-⅛), (x<-xi0)] =

-(f54)<4-*5)<4-jto> (5.44)
■ 1 (4-4> ∙ ]∕ (4-4)

tg ∏[λ(√-√o)]2 λ(√-xj)

= е Я(х.) .

пунктора
(5.45)Однако, угол ∏[λ(x,-xį)] будет зависеть теперь не только от длины пунктора (как это имело место в пространстве Лобачевского), но и от точки Λfo(*o)> b К0Т0Р°й этот пунктор рассматривается.В § 5 главы 2 было показано, что, какова бы ни была точка Λf0(xj), всегда можно, путем надлежащих дробно-линейных преобразований, перейти к такой системе координат, в которой1 »,• ∂l°g I i 1 ы dlng(Λ+l)d7 ∂x* ∣x=x√ (л+1) dΛ ∂χj I =°∣X=J⅛и, следовательно,

да 
∂xk

(5.46)то-есть, в которой точка Λfθ(xJ) будет стационарной для исходного относи­тельного скаляра (а).
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Теорема 39. Какова бы ни была точка Λfθ(xj) пространства переменной 

положительной (отрицательной) кривизны, всегда можно, путем подлежа­
щих дробно-линейных преобразований, перейти к такой системе координат, 
в которой основной относительный скаляр (а) достигает максимума (мини­
мума) в этой точке.

Доказательство. Перейдем к такой локально-проективной системе 
координат, в которой имеет место (5.46), тогда разложение (а) в точке 
M0(xθ) в ряд Тейлора примет вид

но, в силу тождества

Φ)=⅛0)+j •••>

d√dΛ√-(n÷l) а ∂xi ∂χi ("+1)α ∂xi∂χi

в точке Λf0(xJ)
∂xi∂χi

½^L-χt=-(я+ι)β(⅞)∙β°,+υ м ∂ta (л+1) I
∂xi ∂χi ∣χ=χβ

а следовательно, при (α>0), из положительной (отрицательной) определен­
ности формы (5.33) следует

a(x)-a(xo)<0 [α(x)-α(xo)>O].
Покажем еще, что в каждой точке M0(xr0) пространства переменной по­

ложительной (отрицательной) кривизны всегда можно перейти к такой ло­
кально-проективной системе координат, в которой метрический тензор сопри­
касающегося пространства постоянной положительной (отрицательной) кривизны 
(5.39) примет канонический вид.

В самом деле, путем надлежащих дробно-линейных преобразований всегда 
можно перейти к такой системе координат, в которой имеет место (5.46), 
а следовательно, в силу тождества

2 1 ____!_1 (л+1) ∂ia (л+1) _ 1 dina dina l (n+ι> d’a (л+,) ,ς y17.2 a ∂xi∂χJ - (л+1)> d√ ∂χJ +a ∂xi∂χJ ’ <0∙*z>

тензор (5.34) принимает вид

(1—л)а(л+,) (x0)

(1—л)а(л+1) (х0) dxfc ∂xt |ж=jc0Q%a ("+!) I

1 I,x (л+1) I —■— ∂ta ("+1) I∂x∣∂x* lx-χ∕χf-j^°c"+0 w ‰>∂√ L=x∕χi-χi>
1 •

Далее, в силу положительной (отрицательной) определенности квадратич­
ной формы (5.33), величины
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могуть быть приведены, путем надлежащих линейных преобразований, к виду
M~¾] и, следовательно, тензор (5.39), при K(x0)>Q, примет вид

gkl(xβ> x-×<>) =--------- ------------------------Γδw----- xθκχ, xo> 1 (5.49)
КЫ (∑ (√-√0)2+l) *- ∑(√-√0)2+l J

\=1 ' /=1

а, при K(xo)<0,-bur

gki(x<>, x-Xo) =--------- ---- ------------------- F⅛+ <JC *°* 1∙ (5∙50)
К(х0) (~∑ (χt-⅛)2+1) L - 2 (*,-⅛)2+1 J

' i=l ' i=l
В пространстве переменной положительной (отрицательной) кривизны, 

наряду с (5.20), целесообразно рассматривать центро-проективную связность 
дифференциальной окрестности третьего порядка, определяющую такие 
центро-проективные перенесения пункторов из точки M0(xr0) в точку M1(x')s 
при которых гиперквадрика (5.9), соответствующая точке M0(xr0), переходит 
в гиперквадрику

∂xi∂χj
соответствующую точке Ml(xri),

Среди таких перенесений, определяемых, согласно теореме 30, объектом 
(3.35), при условии

ai =
1 dina 

(л+1) ∂√ ∂x*∂χi
особое место занимают перенесения, для которых тензор Dtjk=0 и, следо­
вательно, объект (3.35) симметричен по своим нижним индексам.

Эти перенесения, согласно (4.5) и (4.6), определяются формулами 
-⅛-=-u*f⅛+a'ukΓw (5.51)

= (5.52)

в которых f^-риманова связность, построенная по тензору

a ∂x<∂χJ ’
а компоненты

f.--<⅛>(-⅛⅛-⅛r*∙)--<⅛>(⅛-⅛fS)+δ∙∙ <5-53>
где тензор

0[(n+l) (f" )] 1 ∕f⅛ ∂lna∖r⅛-

∂χJ (л+1)"“ ⅛t* ∕1*
л ∕a*in∣jr(x)∣ ain∣xχχ)∣ f√)

- 2(n+l) ( ∂x<∂χi ∂xl 1и)’ (5.54)

то-есть пропорционален ковариантной производной от grad In | К (х) | в связ­
ности гД.
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(5.55)
(5.56)

§ 3. Симметрические проективно-евклидовы пространстваЕсли основной относительный скалярa w------------------- ⅛+∣> >(c∕y√√+2c∕√÷l) 2 где c1j=cjl, Ct, c≠0-const, то связность (5.1) принимает видГ< z√l ⅛<⅛jc'+¾)+⅜(¾*'+<7>lJk(x)- cv^χJ+2c∣x∣+lи, следовательно, согласно теореме 34, определит симметрическое проектив­но-евклидово пространство, которое приdet∣∣Qcy-cv∣∣≠0 (5.57)станет, согласно теореме 38, пространством постоянной кривизны К, опре­деляемой при естественном требовании (5.22), соотношением (5.23).Теорема 40. Если основной относительный скаляр а(х) определяет в ло­
кально-проективном многообразии связность симметрического проективно­
евклидова пространства, то-есть имеет место (5.55), то поле гиперквадрик (5.9) вырождается в одну гиперквадрику

cijxiχj + 2cixi+ 1=0
и, следовательно, все связности (5.11) совпадают с (5.56).Доказательство. Внося в левую часть уравнения (5.9) значение из (5.55), имеем

 см

(5.58)
_________________ . k __ fc∖∕√-√∖J_____ 2 ^Ckl *0 ÷c∕)⅜4xo+2ci4+1> ⅛44+2c∕4+1)

_ ctjχIχi+2ci×*+∖ ⅛44+a⅛*o+1>Таким образом, какова бы ни была точка Λfθ(x'), уравнение соответст­вующей гиперквадрики (5.9) совпадает с уравнением (5.58).Гиперплоскость (5.10), полярная точке Λfθ(xj) относительно гиперквадри­ки (5.9), становится теперь полярной гиперплоскостью относительно гипер- крадрики (5.58)

(xz-j⅛)+l =

где cl(xo)(^-⅛)+l=O, (5.59)
cl(x0) =

cUxh+cι

cMjc0x0÷2cfc*0÷l
(5.60)а следовательно, формулы для операций над пункторами и копункторами (5.14) —(5.19) принимают вид:

1. Сложение пункторов: (4 — 4) Θ (4 ~ 4) =
=________ [c√ (⅞) (χj-χl)+ 1Į ⅛~⅛)+ [cz (*p) (*2-xq)+ 1] (*f-4)________ z5 θ η[с.(x0)(√-⅛)+1] + [cj(x0)(xj2-xjf)+1] - [cj(x0) (4~4>+1][cy(x0) (xj2-xjq)+1] *

2. Вычитание пункторов:(4 -4) Θ (4-4)=_ _________[s Up) (4-4>+1] (4 -4>- [cz (⅞) <4~4)+1] <4 -4>________ ,5 62) [е. (x0) C√-x⅛+1] - [cj (x0) (xį-xį)+1] - [с. (x0) (√-4)+1] [cy (x0) (xj2-xfr+1]
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3. Умножение пунктора на скаляр

λ<‰i _ √) = '
λ√Λ* ×0> (l-λ)c,(xo)(x'-x∕)+l •

4. Сложение копункторов
UiQ)Vl = Ui + Vi = Ci(Xb).

5. Вычитание копункторов
uiQvi = ut-vl+ci(x0).

6. Умножение копунктора на скаляр
∖Qui = X∙ui + (∖-∖)cι(x0).

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

Внося (5.55) в (5.20), получаем объект центро-проективной связности 
дифференциальной окрестности третьего порядка в виде

_ ¾(<7√+<⅛)+⅜(⅞√+<j)
Л cuM+2cixl+l (567)

Р  ______ cjk______
ik cιjxix∙f+2c∕xi+l

Далее, если основной относительный скаляр (5.55) удовлетворяет усло­
вию (5.57), то при любом выборе точки M0(xr0) тензор (5.39) совпадает с 
тензором (5.40), а перенесения [16]

∂ιfl Ui [*? (<⅛*,+<⅛)+ 8* <cιj +cj)+<⅛a,]
∂xk ~ (5.68)

cll^ xz÷2cz√+l
И

J⅛L -⅞⅛^+⅞)-⅜⅛jl+cj)+⅛ 
cuxlx'+2clxl+l 

определяемые объектом (5.67), совпадают с перенесениями (5.51) и (5.52).
Заметим еще, что, в силу совпадения (5.39) и (5.40), длина (5.42) пунк­

тора (xi- xi0) должна совпадать теперь с длиной
i _______________

(5.69)

i(mλ, M1)= f у л
0

соответствующего отрезка геодезической 
x'=x'Q+t(x*-x\), 

измеренного в метрике (5.40).
Определение 32. Поступательным движением симметрического проектив­

но-евклидова пространства

(5.70)

(5.71)

ИЗ ТОЧКИ Λ∕θ(x') вдоль кривой 

√=√(∕)-√(O)+√o (5.72)
называется преобразование

F

где ui = ui(xr-xr0, t)-решение системы (5.68) вдоль кривой (5.72), удовле­
творяющее условию

(5.74)

i'=√(√-Xo. 0+*,W> (5.73)

'-‰-√

Проективно-метрические перенесения, определяемые теоремой 30, явля­
ются обобщением поступательных движений пространств постоянной кривизны,
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подобно тому как метрические перенесения являются обобщением поступа­тельных движений евклидова пространства.Для определения поступательных движений пространств постоянной кри­визны, рассматриваемых в канонических координатах, из (5.68) получаем системы: и*(**+«*)+8£ ∑χiui

∂ιfl _______________________1=1dxfc - n∑ (χ'),+ιдля К>0 (пространство Римана), и
(5-75)

ιfi(xk+tfy+S^ ∑ √u<
∂lfl___________________________ i=[
∂xk ~ n∑(√)∙-1 (5.76)

ι=lдля K<Q (пространство Лобачевского). Пусть тензор Риччи
Rlj = (∖-n)a^

1d«g (я+1) А dx,' ∂χi ~ * (5.77)тогда, согласно (5.2), обращается в нуль и тензор кривизны. Далее, поле гиперквадрик (5.9) вырождается, в силу тождества2 __2_ 1 ____ L_1 (л+1) д*а (л+1) 1 dina dina 1 √n+i) daa (л+1)
~2a ∂xt∂χJ ~ (л+1)« “d√ d√- + a ∂xi∂χj ’в поле сдвоенных гиперплоскостей (5.10). Однако, из (5.77) имеем

_____________ с__________
a~ (<⅞λ4-1)<"+1>и, следовательно, внося (5.78) в левую часть (5.10), получаем____ E⅛ (xk _ x*∖ + J = Ck×k+1(ς∙4+Dt ¾⅛+i ’то-есть все гиперплоскости (5.10) (при любом выборе точки Λfo(*o)) дают с гиперплоскостью

(5.78)
совпа-

c∣cxk + 1=0. (5.79)Заметим еще, что формула (5.55), определяющая относительный симметрического проективно-евклидова пространства, при условии qz∙ = c1∙∙c,, 
скаляр

(5.80)совпадает с (5.78) и потому будет определять относительный скаляр пло­ского пространства.Если, наконец, перейти к аффинным координатам, совершая дробно-ли­нейное преобразование, переводящее гиперплоскость (5.79) в бесконечно удаленную, то пункторы и копункторы можно будет рассматривать, как век­торы и ковекторы, а операции (5.61) —(5.66), —как обычные операции (сло­жение, вычитание и умножение на скаляр) с векторами и ковекторами.
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§ 4. Геодезические линии.
Уравнения инфинитезимальных аффинных коллинеаций 

и движений эквиаффинных проективно-евклидовых пространств

Теорема 41. Если пространство эквиаффинной проективно-евклидовой 
связности рассматривается в локально-проективных координатах [Γ⅛r задана 
в форме (5.1)], то решение системы дифференциальных уравнений

(5.81)

определяющей геодезические линии, отнесенные к каноническому параметру

-⅛!∙+r'
dσ* τlA <h <fc u,

(σ), имеет вид
√=Z'Φ(σ) + √0. (5.82)

где li, λj0-const, а функция Ф находится из условия
2

∫αt"+0(zlΦ(σ) + x⅛, ∕2Φ+J⅛. ..., ∕"Φ+xs)<M> = σ. (5.83),

(5.85)

Доказательство. Внося в (5.81) значение Γ⅛ из (5.1), получаем
2

dtxi dina (я+1) dxi 
da* da da

ИЛИ
2

-^- = Z'α <"+0(x*, x2, ..., X"),

где ∕i=const, не равные нулю одновременно.
Согласно (5.84), lidxj=ljdxi и, следовательно,

z∕(xj-x>)-Z>(x∕-√0), 
то-есть

χi-j⅛ _ x>-j⅛ _ χa-χS __
/1 ~ р -... - /л -

(если Zfc = 0, то xk = x⅛).

Подставляя в (5.84) значение x' = Z'Φ + j⅛, найденное из (5.85), и, сокра* 
щая на Zf, будем иметь

2
-^-=α <"+,>(z,Φ+xi. Z2Φ+⅛, ..., Z"Φ + xJ),), (5.86).

а отсюда и (5.83).
Теорема 42. Для того чтобы векторное поле

% (х) = <x,i + αj χi+ау χi xi, (5.87}
наиболее общего инфинитезимального преобразования локально-проективного 
многообразия, определяло инфинитезимальную аффинную коллинеацию отно­
сительно связности (5.1) (то-есть коллинеацию, отображающую инфините­
зимально каждую геодезическую (5.82) снова в геодезическую, при- дополни­
тельном условии аффинного преобразования параметра σ), необходимо и 
достаточно, чтобы

(ам+ а) xi + ау x> xi) -fala + (п + 1) (αz xi + а) = 0, (5.88).
где

<x, = a(<x,k, of, o⅛).

(5.84)
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или
Доказательство. Приравнивая нулю производную Ли коэффициен­тов аффинной связности (5.1) относительно векторного поля (5.87), имеем

_д^__ 1 у ∂'∖na 1 χι∙ „ ∂'∖na
∂χJ∂x* + (л+1) 0'ς ∂x*∂x∣ + (л+1) 0fcζ ∂χi∂χl +1 *f ∂⅛ ∂∖na l 1 ∂% ∂∖na a(л+1) j ∂xfi дх1 (л+1) k ∂χJ дх1 (5.89)Далее, очевидно, система (5.89) может быть переписана в виде ∕p. ∂lnβ ∖ ∕ ∂ln α \

(п ill 0'ξ' i S' dx' ' ∣S' 'ζ dχ, ' О
(w + 1) ∂χJ∂χk + ¾-------------------------+ δ*---------- 537--------- = О∂χJи, следовательно, в силу (5.87), эквивалентна системедх*

которая, в свою очередь, равносильна
d(ξ' ^⅛r+("+l>α''y) n-υ,а следовательно, и (5.88).Уравнение (5.88) позволяет, в частности, определить инфинитезимальные аффинные коллинеации симметрических проективно-евклидовых пространств.Действительно, при переходе к каноническим координатам, в которых гиперквадрика (5.58) принимает видcjrΛ*x'+l=0, (5.90)где 5, /=1, 2............. th≤λ, cst = εs8st, ε^=l, уравнение (5.88) дает-(<xr + x.]x>+ajx>x') csιê ^+l + «,х'+« = 0,где r, s, t= 1, 2, ..., m≤n, J= 1,2, ...» л, или(α<⅛-y cjraHγCfra^x'-ςra^x4(aj-ςrar)x,+apx4a = 0,где г, s, t=l, 2, ..., m∖ p=m+∖, w + 2, ...» п.Таким образом, a = 0, аεjaf + ε,a' = 0aj-εiaj = 0 (по s и t суммирования нет!)ap = 0 s, 1=1, 2, .... m≤n, <5∙91)aj = 0 р = т + 1, т + 2, ..., п.Соотношения (5.91), определяющие инфинитезимальные аффинные колли­неации симметрических проективно-евклидовых пространств, были ранее по­лучены П. А. Широковым и опубликованы в статье [26], где дополнительно показано совпадение условий (5.91) с теми условиями на (5.87), которые вытекают из требования инвариантности абсолюта (5.90) относительно соот­ветствующих (5.87) проективных преобразований.



112 В. Г. ЛемлейнЗаметим, однако, что вывод (5.91), предложенный П. А. Широковым, опирается на довольно громоздкие выкладки, тогда как предложенный выше вывод сравнительно прост.Определение 33. Инфинитезимальное преобразование
xi = xi + ξiδt, (5.92)где ξ,=α,+ αjx¼αyj√x,, а o√, a}, aj, ay-const, называется инфинитезималь­ной эквиаффинной коллинеацией или инфинитезимальным движением локаль­но-проективного многообразия со связностью (5.1), если производная Ли основного относительного скаляра a(x), взятая относительно (5.92), обраща­ется в нуль.Теорема 43. Инфинитезимальные движения локально-проективного много­

образия со связностью (5.1) являются его инфинитезимальными аффинными 
коллинеациями.Доказательство. Исходя из общего определения производной Ли LΩ геометрического объекта Ω относительно векторного поля ξ' [28], со гласно которому Ω(x)-Ω(x)≈(LΩ)δf,где величины Ω(x) являются компонентами геометрического объекта Ω в координатной системе (xi), определяемой в рассматриваемом случае зованиями (5.92), имеем

г / \ öa trjk ∂ξfcТаким образом, требование La (х) = 0 оказывается равносильным div(ξ*)≡-^-+ξ'-⅛A=o или
(«'+alχi+a1×j×l)+ (л + 1)(«уxi+~f~{.l) ]-0 и для доказательства теоремы остается только заметить, что при а__±_

(п+1) соотношение (5.88) совпадает с (5.94).В частности, инфинитезимальные движения симметрических проективно­евклидовых пространств выделяются из инфинитезимальных аффинных кол­линеаций этих пространств, определяемых условиями (5.91), дополнительным требованием ⅛∣ + a^1+...+aS = 0, (5.96)а, следовательно, для пространств постоянной кривизны инфинитезимальные движения и инфинитезимальные аффинные коллинеации просто совпадают.Здесь целесообразно отметить, что движения и аффинные коллинеации всегда совпадают в компактных и ориентируемых римановых многообразиях [37], [28].Среди локально-проективных многообразий со связностью (5.1) особое место занимают пространства, движения которых, в надлежащим образом подобранных координатах, определяются преобразованиями вида
„ √

x “ bjxJ+i •

преобра- 
условию(5.93)

(5.94)
(5.95)

(5.97)
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(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

Так как для (5.97) вектор (5.87) принимает вид

ξf(x) =QH.jXjXi,

а, следовательно, уравнение (5.94) дает

α∙'χ7χ,^⅛^" + ("+ 1)a√χ, = θ

или
-^rxi≈-(n+l)a,

то основной относительный скаляр рассматриваемых пространств определя­
ется в указанных выше координатах просто произвольной функцией — (л + 
+ 1)-ой степени однородности.

Решение общей задачи определения всех относительных скаляров а (х), для 
которых связности (5.1) допускают данное инфинитезимальное преобразо­
вание

xi = xi + (a,' + aj χi + ay xj xi) 8t,

где a,, aj, az-const, в качестве инфинитезимальной аффинной коллинеации 
или инфинитезимального движения, может быть сведено, как показывает 
следующая ниже теорема, к решению (выражающемуся в квадратурах) 
вполне определенной системы Коши.

Теорема 44. Если уравнение (5.88) существенно содержит производную 
^ma , то его общее решение может быть определено формулой 

а = ΨI л”, Φ,~' (√), <P [Φ5^1 (*i)J} ,

(z=l, 2, ..., n∖ s, l=l, ..., m— 1, т+ 1, ..., и)

в которой функции Φr"1 таковы, что
xt = φt^

является решением системы
Jxt a,+at xi+<Xi xi xt

dxm = am+a^xi+<xixixιn 
при наиболее общих начальных условиях

х'1 =xt0,

а функция Ψ такова, что
a = Ψ[x-, xt0, φ(⅛)]

является решением уравнения

da _ -[(л+1)'а+(л+1)атх»"+(л+1)агФЧл«, xg)]a
dxm ~ am+<x%xm+a"tΦ'(xm, xξ)+am(xm)a+atΦf(xm, xζ)xm

при начальном условии
a∖ = φ (J⅛)

определяемом произвольной функцией φ.
8. Lietuvos matematikos rinkinys
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Доказательство. Воспользуемся методом характеристик Коши [23]. 
Перепишем уравнение (5.88) в виде

Pm + H(xi, pjt α) = 0, (5.105)
где 

а

rτ( l _ <я+ о<α∙∕χ7+α)a+(ar+ajx>÷ayχjχ*)pl
\Х у Pj1 a) a.m+<x.m χi+cLjχjχM (5.106)

да
р‘—∂7 (5.107)

и будем разыскивать такие интегральные поверхности уравнения Пфаффа

da— pidxi=0, (5.108)

которые отнесены к параметрам (x1, x2, ..., xn) и лежат на поверхности 
(5.105), расположенной в. (2л+1)-мерном пространстве переменных (x,' pjt а).

Дифференциальные уравнения характеристик (5.108) на поверхности

da

(5.105) примут вид

dx, dxm~1 ,m dxm+1
~dx^- дН

dxn
дн дН •, ^ дН ~
дР1 дрт-1 ∂pm + ι ∂Pn

dpi dpm dpn
дн , , дн

~∂xΓ+p~∂cΓ
∂H ∂H
∂xm+pm да

дН дН
дхР +Рп да

∂H _ , 1 дн , _ 1 ∂H 1 1 дн _
-S∑—Р1+ • • • Т—S“ Pm-ι+PmΛ—^□Ξ Pm+fT • • • + ' < Рп
opi OPm-i оРт+1 °Рп

. (5.109)

Так как уравнения (5.109) рассматриваются на поверхности (5.105), то 
в них можно заменить рт на -Н, в результате чего уравнения будут свя­
зывать лишь переменные

х1, ..., хл, plt ..., pm-1y pm+1y ...ypn,a .

(к которым поверхность (5.105) отнесена как к параметрам).

Член, содержащий в числителе dpm, можно совсем”вычеркнуть из (5.109), 
так как его равенство другим членам будет (после замены рт на — Н) прос­
тым следствием оставшейся системы.

Теперь систему (5.109) можно переписать в виде

dxt ∂H
dxm ∂pt
dpt _ ∂H дН
dxm ~ dxt Pt да

da τr 1 ∂H 1 ∂H , дН _ • , дн n
dxm~ Я+ ∂pl Р1 + • * * + ∂pm-1 Рт~1+ ∂pm+1 Рт+1 + ’ • * + ∂pπ Рп'

(5.110)

(5.111)

(5.112)

Система (5.110) может быть проинтегрирована самостоятельно, так как 
она не содержит pt и а, ибо принимает, согласно (5.106); вид (5.100).
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Аналогично, система (5.112) не зависит от pt, ибо принимает, в силу 
того же (5.106), вид

da _ —(w+l)(α+αy√)a
dxm am+u^χJ+ajχJχm , (5.113)

Внося в (5.113) вместо (х‘) решение (5.99) системы (5.100) при началь­
ных условиях (5.101), получаем систему (5.103), решение которой при на­
чальном условии (5.104) имеет вид (5.102).

Разрешая теперь (5.99) относительно (х§) и внося в (5.U02), получа­
ем (5.98).

Локально-проективное многообразие со связностью (5.1), определенной 
по относительному скаляру a(x), найденному, согласно доказанной выше 
теореме, при произвольном a = a(a*, a), az∙), будет допускать данное инфини­
тезимальное преобразование в качестве инфинитезимальной аффинной колли- 

ос'
неации, а при a = i) ~в качестве инфинитезимального движения.

В заключение приведем простейший пример, иллюстрирующий применение 
теоремы 44. А именно, определим все относительные скаляры a(x), для 
которых связность (5.1) допускает инфинитезимальное преобразование

xi = xi + a7∙ xj xl 8t

в качестве инфинитезимальной аффинной коллинеации. 
Система (5.100) теперь дает

(5.114)

dxt xt 
dxm ~ xm (5.115)

и, следовательно, ее решение (5.99), удовлетворяющее начальным условиям 
(5.101), имеет вид

(5.116)

Далее, так как уравнение (5.113) записывается в виде

da _ _ (л+1) а ∕ a ∣ 
dxm xm ∖ ccjχj (5.117)

то, согласно (5.106), уравнение (5.103) превращается в

da (л+1)а ( axo (5.118)

а его решение (5.102), удовлетворяющее условию (5.104), принимает вид

(л+1) (xw-xg,)a

(5.119)

Разрешая (5.116) относительно и внося в (5.119), получаем

<"+0(⅜-1)∙
(5.120)

8. Lietuvos matematikos rinkinys
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Замечая, наконец, что функцию
(π+l)<x√w

^∙M = (f)^l"+1,∙φ(^⅛)-^ '>'⅛ (5∙>21)

можно считать произвольной функцией — (и+1)-ой степени однородности, 
получаем окончательно

(π+l)α

a(√) = F(√)∙e 'i*l . (5.122)

§ 5. Локально-проективные многообразия 
с симметричной почти симплектической связностью

Симметричная почти симплектическая связность [10]* 

1⅛=Ta"(⅛--⅛7^+⅛) ’ k' l= 1- 2............2n> <5∙123>

выделяемая требованием
■2$— a∣∣Γj∣t-a∣iΓ'k = Tli∣c, (5.124)

где (аи) — невырожденный кососимметрический тензор, а 

^=÷(⅛+⅛+⅛) (5∙125)

может быть определена однозначно при дополнительном выборе величин 
(γiz∙*), симметричных по любой паре своих индексов и преобразующихся при 
преобразовании локальных координатных систем по транзитивному закону

∂xi ∂xj дх* ∂χP ∂*xtf tc 10β4
Y(7⅛-- fttr dxr fttk- Y<∕*+αw dxff - dxr∂x^> ■ (5.126)

Теорема 45. В локально-проективном многообразии к данному невырож­
денному кососимметрическому тензору (au) инвариантна присоединяется сим­
метричная почти симплектическая связность, компоненты которой опреде­
ляются по формуле 

1¾4a"(⅛-jM (5∙127)

Доказательство. В локально-проективном многообразии, в силу 
системы дифференциальных уравнений псевдогруппы дробно-линейных преоб­
разований (1.4), выражение

∂χP д*х?
aP4 ∂xV' ∂χj'∂χk,) ’

входящее в правую часть формулы (5.126), тождественно обращается в 
нуль, а следовательно, величины (γiz*) преобразуются по тензорному закону. 

Таким образом, в локально-проективном многообразии условие

__________ γ<,* = 0 (5.128)

♦ В настоящее время уже разработаны основы теории пространств почти симплектической 
связности с кручением [7], [9].

Заметим еще, что пространства симметричной почти симплектической связности являются 
пространствами Кавагучи [21].
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имеет инвариантный смысл, а формула (5.127) дает выражение для компо­
нент симметричной почти симплектической связности, инвариантно присоеди­
ненной к невырожденному кососимметрическому тензору. Эта связность, 
очевидно, удовлетворяет условию

α∕(fΓ⅛ = 0. (5.129)

В силу (5.128), тензор кривизны [11] пространства симметричной почти 
симплектической связности

D — 1 ∕ ∂i аЛ di°n \ ■ 1 ∕ dWk <⅛ljk \ , 
j⅛,M- 3 ∖ ∂xk∂xi ∂χk∂χj Г 3 ∖ ∂χi ∂χi Г

+ <⅛(I⅛Γ>-Γ6Γg)-ΓwH+ΓtaΓ⅛ . (5.130)
принимает вид

⅛"-T⅛r+⅛(Il ∏-γW + ⅞ Γft + Vt¾, (5.131)

а в случае симметричной симплектической связности, возникающей при 
условии замкнутости основного кососимметрического тензора, вид

¾w=-T-⅛+¾,(I¾rζ-αrS∙ (5132)

Важно, однако, заметить, что в локально-проективном многообразии из 
условия

¾jw = θ,

вообще говоря, не вытекает возможность перехода к такой системе коорди­
нат, в которой

Γ⅛=0,

ибо этот переход, как правило, не будет определяться дробно-линейными 
преобразованиями координат.

Если же указанный выше переход окажется возможным, то в соответст­
вующих координатах ¾-const и

<⅛=TijkXk + Cij>

где cu= -Cy∙-const и det||cu||≠0.
В случае замкнутности основного тензора au(Tijk = Q) получаем локально­

плоское симплектическое многообразие и тогда, путем надлежащих линейных 
преобразований, тензор (aii) приводится к виду

ll⅜ll =

0

1
1 0

0 • .
1

-1
-1 0

0
0

-1

(5.133),
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Определение 34. Четномерные поверхности симплектического простран­
ства называются симплектически развертывающимися, если геометрия, ин­
дуцируемая на них объемлющим пространством — симплектическая.

Существование симплектически развертывающихся поверхностей, отлич­
ных от четномерных плоскостей, непосредственно следует из приведенной 
ниже теоремы [18].

Теорема 46. На 2т-мерной поверхности

(σ, р=1, 2, ..., т). (5.134)

Ąm-мерного симплектического пространства естественным образом индуци­
руется симплектическая геометрия, причем (yl, у2, ..., y2m) — играют роль 
канонических координат.

Доказательство. На 2/и-мерной поверхности (5.134) индуцируется 
тензор

(5.135)
и величины

Λr, ∂*χi
4<*frt~aU~ty0^ ду^дуТ) ,

Внося в (5.135) и (5.136) значение тензора (aiz) из (5.133), получаем
∂xs ∂xim+s

(5.136)

2/л
flαβ= 2

S=l

∂y^
дх* 
ду^

∂yx 
∂Xtm+s 

ду$

(5.137)

и, следовательно,
2т

Σ∕ ∂xs ∂tx*m+s 
∖^∂∕≈^ дуЬ дуг) 

s=l
Для доказательства теоремы теперь 

(5.138), в силу уравнений 2/и-мерной 
же вид

∂x2m+s ∂iX3 \ 
ду(а ду$ дуг) / *

достаточно 
поверхности

(5.138)

заметить, что (5.137) и 
(5.134), принимают тот

l‰ll = И γ.βγ=θ.

11 0 \
0

0 ' .
0

-1 *
-1 0

0
0

-1 /
что и в обычном симплектическом пространстве, отнесенном к каноническим 
координатам, в качестве которых, в данном случае, выступают параметры 
(/, У2, ...» J2m).

В заключение заметим, что, как показано в [8], всякое проективно-евкли­
дово пространство почти симплектической связности непременно является
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эквиаффинным и всегда может быть задано в некоторй системе координат в виде ¾ = eσ⅛*fc + β<Λ Yt∕Λ = θ, (5.139)где
a-ijk, βi∕ “ const., αv⅛ = - ajik = aA/, βi,∙ = - β∕1∙det h βi∕∣∣≠0.При n>2 такое пространство выделяется инвариантным условием

¾ kl = (-L 1) alu Rj}t k, где
Rjtk = a,t RütM.Более того, в [8] показано, что во всякое четномерное эквиаффинное проективно-евклидово пространство всегда можно так ввести кососимметри­ческую метрику (acz), что оно станет пространством почти симплектической связности.Именно, в некоторой системе координат достаточно определить (аи) и (γiz∙jfc) формулами (5.139).
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ГЛАВА 6

(приложение)

ПРОСТРАНСТВА С ЦЕНТРО-ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТЬЮ (ΓYfc, Г//я) 
ИЗ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

КАК МНОГООБРАЗИЯ, ПОГРУЖЕННЫЕ В ПРОСТРАНСТВО 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПРОДОЛЖЕННОЙ ПСЕВДОГРУППЫ 

АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

В этой главе дается инвариантное построение пространства с центро­
проективной связностью (Γ'jfc, Γ∕m) из дифференциальной окрестности третьего 
порядка, исходя из системы внешних дифференциальных уравнений Э. Кар- 
тана для продолженной псевдогруппы аналитических преобразований [29], 
[30], [31]:

Dωi =[ωzω']
Da>lf = [ωjπ ωj + [ωjm ωm] (6.1)

. °ωjk=[“Л ⅛1 - [“U ω"l - ⅛ ωZ,l+⅛ ω"l

(f, j, к, ∕, т= 1, 2, ..., п).

Все, встречающиеся здесь, формы предполагаются симметричными по 
любой паре своих нижних индексов.

Основы применяемого алгебраического метода, базирующегося на теории 
последовательных продолжений и охватов одних геометрических объектов 
другими, разработаны Г. Ф. Лаптевым и А. Μ. Васильевым и изложены 
в статьях [6] и [3].

Локальные координаты исходного многообразия { Vn} задаются первыми 
интегралами вполне интегрируемой системы Пфаффа

ω,' = 0, 
а псевдогруппа их аналитических преобразований xi' = xi'(xi) определяется 
уравнениями

Ω, = ω,.

Здесь и в дальнейшем изложении большими буквами обозначаются фор­
мы, которые получаются из форм, обозначенных соответствующими малыми 
буквамы, простой заменой преобразуемых переменных на преобразованные.

Свертывая в соотношениях (6.1) формы ω* и ωjjfc по верхнему и нижнему 
индексам, получаем:

[ *4 =(<ωml (6.2)

I ⅛ = [ω"ω'J + ⅛ω"].

Вводя теперь в рассмотрение, наряду с формами аффинной связности

ω* = ω*÷Γ*,ω'", (6.3)
формы

⅞=ωk+("+1) r*"ω",> (6∙4)
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будем иметь Z>ω* - [ω", ω,J = [θ‰ ω",], (6.5)где B∙fc ≡ dl* — Г* ωj — Γ5 ω∕ + ΓZ ω* ÷ ωfc — ΓZf Г* <∣√, im im ij m jm i im J im ii jmИ

Dω,lk - [ωj* ⅞J = (n + 1) [⅝n ωm], (6.6)где
&km ≡ dΓkm — Γfc∕ ωjm “ Г/m ωk ÷ (zjψ 1) ^km ωaj ÷ (л_|_1) 6iαkm ~ ^jm Γ*z to1.Рассмотрим (n + n2 + л3)-мерное пространство представления такого про­должения псевдогруппы аналитических преобразований, которое показывает, как преобразуется объект центро-проективной связности.Точки такого пространства (x,', Γjfc, Г/т) задаются первыми интегралами вполне интегрируемой системы Пфаффаωf =0ч=° ‰1=o,а псевдогруппа, преобразующая их,

xi' = xi'(xi)
гг — dχi
1j'L'~ дх*

г dχl
i''m'~ ∂xl'

∂χj ∂xk pj. ∂x*, __________
∂χj' ∂xk, Jk ∂xi ∂χj' ∂xk,

L ∕-4l⅛Γsi,y s'""ll⅛Γsiπ

∂xm' I l∣m ∖ ∂χl∂xm ∂xk

∂*Xi

⅛)]∙определяется уравнениями Ωz = ω'
Пространство с центро-проективной связностью (Γjft, Γ∕m) из дифферен­циальной окрестности третьего порядка определяется теперь как и-мерная поверхность (6.7)погруженная в рассматриваемое (и + и2 + и3)-мерное пространство [19].Вместо того, очевидно, можно ЦИЙ форм (um∖

Внося (6.3) и и (6.6), получаем

чтобы задавать и-мерную поверхность уравнениями (6.7), просто задать формы θjjfc и bkι в виде линейных комбина- 
( (6-8) (6.4) в первые уравнения систем (6.1) и (6.2), а (6.8) ę (6.5) уравнения структуры изучаемого пространства в виде:Z>ωi = [ω* <¾] — Rikm [ωft ωm]

Dωll = [ω}m ωm] + (и + 1) Rkm [ωfc ωm], (6-9)
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где

где

*L=4 (ΓL1-Γ'nt)
Rkm = ~2 (Г* кт Г тк)

Dωii = [ωym ⅞] -1 Rį_ km [ωt ω"]
≡{, = [ωT ω{m] -^∙ Rl,km [ω*ω"],

f Rj, km = Д/, km Д/, mkI Ri, km ~ Ai, km ∙^∙∕, mk∙

(6.10)
(6.11)
(6.12)

и

Величины (6.10) и (6.12) удовлетворяют при c∣√ = 0 уравнениям:
dR,km ~ R,lm ωfc ~ R,kl ωm + &кт ω∕ = 0 
dRkm — Rml ωlk — Rkl ωlm + Rlkm <*>'il = θ (6.13)и

dRjt кт — Rj, kl ωm ~ Rj, lm ωA= - R'l, кт ωJ + Rjt km ω} = 0 
dR{t кт — Ri, kl ωm ~~ Rl, lm ωk~ R∣, km ω { + R*, km ωjl = 0»образующим вполне интегрируемые системы и, следовательно, являются геометрическими объектами.Первые уравнения систем (6.10) и (6.12) определяют, в силу (6.13) и (6.14), тензоры кручения и кривизны пространства аффинной связности, за­даваемого первыми уравнениями системы (6.8). Уравнения структуры этого пространства определяются первыми уравнениями систем (6.9) и (6.11).Заметим, что при ⅛n = 0 и Rjtkm≈^ вторые уравнения (6.10) и (6.12) дают, как непосредственно видно из систем (6.13) и (6.14), тензоры.Геометрические объекты (6.10) и (6.12) являются, соответственно, полным объектом кручения и полным объектом кривизны [19].При преобразовании координат эти объекты преобразуются по законам:
Di' _ dχi' dχk dχm Di
^k'm'~ ∂×i ∂xk, ∂xm' ^km

и Rkm +
∂ In det ∂XT' II (л+1) 

∂xr IĮ
∂χi

Ri' =^j',k,m,
дхУ ∂χj ∂xk ∂xm

Rj,km
∂xi ∂χj, дх* ∂xm'

Ri', kt т' ~
дх* ∂xm ( Ri,km

∂ In det ∣∣ ⅛ Γ"".
дх*' ∂xfς, ∂xm' ∣÷ ∂x∣ 1Поскольку величины

«/= ___ L_ Γfl
(л+1) **

(6.15)



Локальные центро-проективные пространства 123

образуют поле копунктора, уравнения которого
'dak-al<Jk-<⅛fc = —Λteω-"(Λtm = Λ∙. tm + ⅛Pj (6.16) следуют, в силу (6.15), из первых уравнений системы (6.8), то точки (ui) общего линейного пространства копункторов { Qn }, которые могут рассматри­ваться как гиперплоскости в пространстве пункторов {Pn}, не проходя­щие через центральную точку (ui = 0), определяются вполне интегрируемой системой 1 ω, = 0Į θf≡⅜-u,ω{—ωm. = 0∙Интегрируя систему (6.17)

J Ω' = ω,I Θf = θi,получаем закон преобразования копунктора (ui) в конечном видел i j * II d×r IIы i dlnde,∣∣*< II 
ur- dxi- и,- (в+1) dχrДалее, если величины (ξ,) образуют произвольное векторное поле, то-естьJ ω' = 0I aξ'+ξ'ω!=o,

(6.18)

(6.19)то величины
υf~ - <4ξ' + 1 образуют, согласно теореме 18, произвольное поле пунктора.Дифференцируя (6.20) и используя (6.19) и (6.17), при ω* = 0, получаем

?J..rfĘ' + u4'db, + tt'g,dg -g^ + ",(⅞√+-⅛^

-αpξ*+l -apξp-j-l

= -",ωi<+-(⅛ιΓ Таким образом, точки (ui) локального центро-проективного пункторов {Pn} определяются вполне интегрируемой системой J ωf = 0 I fr∕ = <fa∕ + √ωI- (w∙+1) wi√ω",= 0. Интегрируя систему

(6.20)

пространства
1 (6.21)

J Ωt≈ ω'Iполучаем закон преобразования пунктора (ui) в конечном виде
∂xi' l

u

(6.22)
ui' =

. д In det ∂xr'
1 ∂xr uk+l
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Пространство с центро-проективной связностью (Γjjfc, Γ∣m) из дифферен­
циальной окрестности третьего порядка, уравнения структуры которого имеют 
вид (6.9) и (6.11), обладает по сравнению с общим пространством проектив­
ной связности Э. Картана [34] и И. А. Схоутена [39] тем преимуществом, 
что оно наиболее тесно связано с базисным дифферецируемым многообразием 
{ Vя}, ибо его локальные пространства {Рл} являются пространствами пунк- 
торов (м'). которые удовлетворяют условиям 

∂ui' I _ ∂√' I
∂ui ∣ufc=o- ∂xi ∣M0 ∂ det ∂ur' 

∂ur
∂ui uk≈0

д det ∂xr' II
~∂F^ IĮ

∂xi Mo

а потому, как показано в § 1 главы 2, наиболее близко примыкают к диф­
ференцируемому многообразию { Кл}.

Дифференцируя внешним образом (6.16) и раскрывая по лемме Э. Кар­
тана [25], будем иметь при ω' = 0

+ (л + 1) ∙^∙*' ω" (п + 1) ω*m + (л+1) ω^km = ° ∙ (6∙23)

Далее, при ω* = 0, согласно (6.8) и (6.16), получаем

aι dΓ∣cm — al Γjy ωjm — at Γjzπ ω⅛ + ap Γ‰ ωj, + αz ωkm = О 
и

Γ‰ dai — Γ⅛m ¾ ωf — ψ η Γ*m ω‰ = О,
а следовательно,

— d(aj Γjkm) ÷ aj Vikt ω'm + aj Γ‰ coį + Γj⅛n ω‰ + Г£/ ω*m = 0. (6.24)

Складывая теперь (6.23) с (6.24), имеем

d( (л + 1) Λfcm+ (л + 1) Γ⅛Γ⅛n) ( (я + 1) Λ∕m+ (л + 1) Γ¾Γ⅛n) ω⅛

-( (л + 1) + (л+1) Г«’ γ^,) ω", + (л + 1) Г*" ω°'+

+ (л+о ω≡te = 0∙ <6∙25)

Таким образом, величины
-Ctcm = Γim + -j⅛5-(Λ*m - Γ⅛ ги (6.26)

удовлетворяют при ω' = 0 уравнениям
dckm - clm ωlk - ckt ωlm = 0

и, следовательно, определяют тензор.
Обращение тензора (6.26) в нуль приводит к центро-проективной связ­

ности
(r⅛, Γ∕zn= - (n+l) Λ∕m+ (я+ 1) Г^Г/лп) »

инвариантно присоединенной к аффинной связности (Γ⅛).
Для получения объекта (γj*), определяющего инвариантное дифференци­

рование относительно псевдогруппы дробно-линейных преобразований [12],
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рассматривается поле относительного скаляра (а) веса N≈∖t которое может 
быть задано уравнением

da — αωj = αΛ∕ ωz. (6.27)

Деля обе части (6.27) на (а), а затем дифференцируя внешним образом 
и расскрывая по лемме Э. Картана, получаем

dAį Λ,i ω,∙ + cojt1∙ = Λl∙m com (Λιm = Л/и>).

Таким образом, для определения объекта

⅛ = -<⅛8JΛi + τ⅛lr⅜Λ7 

будем иметь

⅛ - K⅛ ωj - γj, ω't + γ⅛ ω) + (8j t⅛ + 8į ω‰) =

= 7⅛T)- ($ Λto + ⅜ Λ∕m) ω"∙ (6.28)

В силу (6.28) и первых уравнений (6.8), поле связующего объекта

<⅞=rjk--⅛
■определяется системой

dG}l-Gtu ωj-Gjj ω∕ + GI, ωf + ω⅛--(8? ωj, + 8? ωj") = ∕‰ ω"∙, (6.29)
где

‰-ΛU + I⅞ Γ'to,-(⅛r (8? Λ∕m + ⅛ Λw), (6.30)

Производя в (6.29) свертывание по индексам k и f, получаем систему, 
определяющую поле связующего ковектора (Gi)

dGl-Gjωi=Httlmω", (6.31)
где

Н£, im = Λ*t im + Γ7⅞ ΓL — Λ∕m = K1m — Alm.

Проективные параметры Томаса 

π*'=σ"-⅛Γ <S‘ g'+s' σ') (6-32)

определяются системой

i∕∏S- ∏⅞ ωjl- ∏7⅞ ω∙{∙+ ∏'7 ω* + ωj- (δ* ω⅛ + δjc ωii)=Lfjm ωm, (6.33)

в которой
‰= H£lm-(8* H>t,lm + 8f H>1,tm) =

= M.ln + Γfl Γ‰ - 7^πy- (8? Λ,m + 8f Λfa,). (6.34)

Далее, согласно (6.32),

ΓJ=∏Ζ+(γfz+-^ψ1y 8jt G∕ + -(⅛7 ⅛ g∙)∙

Учитывая теперь, что
(6.35)Γ⅛ = Λ* + G*,
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получаем формулу расщепления Томаса

r⅛ = ¾ + -⅛r (8J гк+Si г},). (6.36)

Величины
Vtm = Hkk,lm-Hkk,ml (6.37)

удовлетворяют, при ω, = 0, уравнению

dVlm-Vlmωt,-Vlιωlm = 0

и, следовательно, определяют тензор, который является, согласно

< lm - Hkk, ml=Λit lm - At ml = Rkt lm, 

тензором эквиаффинности.
Составляя теперь тензор эквиаффинной кривизны

ßb = 2 (Al) (γO<s*> V>‘^> (6.38)

и представляя тензор проективной кривизны в виде

= (Γ⅛ (s*<¾-s⅛) + -2⅛Γ (^SΖ)-r7,δΖ), (6.39)
где

σV = ^2 (6.40

получаем для тензора эквипроективной кривизны

¾i=⅛∙i-eb (6.41)
выражение

Ti,jl = ⅛jl-(⅛ (S∕σit-δfσjt). (6-42)

Перейдем теперь к введению связности (f⅛) в локальных центро-проек­
тивных пространствах {P"} и к выводу уравнений структуры этих про­
странств.

Дифференцируя внешним образом формы

= + √ ωj--^-^υ uiulω%h (6.43)

первые интегралы которых определяют точку в {P"}, и используя формулы 
(6.11) при ω,' = 0, получаем

Z)θ∕ = [a'Sfl, (6.44)
где *i≡δi-∙(Алт a",+8,'ŪSk)- (6∙45)

Далее, дифференцируя внешним образом формы (6.45) и снова используя 
(6.11) при ωf = 0, имеем

• z>s!=[¾" ⅛]+(⅛.⅛'"], (6.46
где ⅝> ≡ -(⅛ (Si ‰+‰ a≡∣)∙ (6∙47>
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Из (6.45) и (6.47) легко получить
θ"≡ωS-wfc ¾ (6.48)

И
(6.49)

а следовательно,
^-"=lJTiΓ (8!⅜,+⅛%)∙

Вводя теперь в локальном центро-проективном пространстве {Pπ} формы 
аффинной связности

(6.50)

будем иметь
⅛Jc=frfc + fJnfrm, (6.51)

(6.52)
где

(6.54)

φΖn≡J⅛-f⅞⅛-⅛ frj+ f{m ⅛ + ⅛n-f⅛ ⅛ θ'. (6.53)

Уравнения, определяющие в пространстве {Pn} объект аффинной связ­
ности (Γ1⅞,), записываются в виде

<Wm - h ч - ⅛ ⅜ + f⅛n ⅛+⅛=о 
и, следовательно, в силу (6.50), совпадают с уравнениями

¾-⅞∙4,-⅞ ^:+ yjim fr* + (л 1> (⅛ ⅜n + δ⅛ ⅛) = 0, (6.55)

определяющими в том же пространстве объект (⅞,).
Таким образом, в локальном центро-проективном пространстве {Рп } всег­

да можно написать тождество
I‰≡≡⅞,, (6.56)

возникающее в силу дробно-линейного характера преобразований, действующих 
в этом пространстве.

Далее, комбинируя (6.43) с уравнениями

⅛-αzωj—ω⅞ = 0

dσij — σiι &j — σ∣j ω∙ = 0, (6.58)
написанными для копунктора (6.15) и тензора (6.40), и учитывая соотноше­
ния (6.45) и (6.49), получаем

(6.57)
и

где

dal-al⅛- *
(0) (0) Iя + 1∕

(6.59)

и

~ __ at
(0) (ajui+∖)

(6.60)

где
(6.61)

(a∣ ak — ) uk + a∣Ojk
~∣ _ \_______ (n - 1)______________ .
(1) (aj Ok - ) u' "fc + 2aJ ui + 1

(6.62)
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В силу (6.59) и (6.61), величины (6.60) и (6.62) определяют в простран­стве {Pn} поля копункторов, а следовательно, согласно (6.56)¾=-δJ⅛-8⅛⅞
(0) (0) (0)

(6.63)и Γ⅛ — — δ} ak — δ⅛ aj
(D (1) (1)могут быть приняты в этом пространстве за компоненты аффинных связ­ностей.Формы (6.53) принимают для связностей (6.63) и (6.64) вид

(6.64}

и. соответственно,
∕0⅞ . . \ 

⅛=U⅛--⅛ri√ 
(0) ' aum (0) (0) '

(6.65)
При √=0 ⅛ = ( ω -Γ⅛ΓJ θ".

(1) X ∂um (1) (1) /
(6.66)

⅛ I . — f⅛ I — — δj а* — δjt aj — γjk,
(0) ∣√=o (1) |«=оа уравнения (6.65) и (6.66) переходят в⅛t — γik ω}∙ + γ}⅛ ω} + (δj ω%k + ¾ ¾∙) = 0.

(6.67)
(6.68)
(6.69)

Связность (6.63) превращает пространство { Рп } в аффинное пространство, уравнения структуры которого f Z)θ' = ∣W{] 1 D⅜=⅛⅛Jθ!=θj-∏nθ'"
(0)

получаются внесением
в (6.44) и (6.65) в (6.52).Связность (6.64) превращает пространство {Pn} в симметрическое проек­тивно-евклидово пространство.Внося

(I)в (6.44) и (6.66) в (6.52), получаем уравнения структуры этого пространства в виде Z)θ'∙ = ['97⅜]
D⅛i = [»J θj] - 4 Rj. кт [θ* ⅛m], где компоненты <S⅛, ∂Tiv

bi (О (Į) I Γ,α Γ,* Γ,a F*Л/, кт — а к A.,m 1 "V 1 1 kj 1 ат
аи аи (1) (1) (1) (1)образуют тензор кривизны.Внося (6.62) в (6.64), а (6.64) в (6.72), получаем

⅞ кт = ~ζ~ η (¾ ⅜m,j — ‰ Pk,j)

(6.70)(6.71)
(6.72)
(6.73)
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И

а* о/ -
(и-1)¾∕=(1-λ)

(α* aj ~ (n*- 1) ) ui ui + 2α, + 1

(1-∏)[(⅜<⅝- i-⅛π-)√+⅜] [(a,af--^'ιrp+a,]
[ (0f aJ ~ (п-\) ) ui + 2а/ “' + 1 ] 2

Так как, в силу (6.74),
R-k,l |и=0= Gkl (6.75)

и, следовательно,
Rj,km |u=o = (1 — л) σ"V ~ σfc') ’ (6.76)

то, согласно (6.42).
ntji = Rkktji-Ritji |и=0. (6.77)

Формула (6.77) выясняет геометрический смысл тензора эквипроективной 
кривизны.

В заключение, рассмотрим еще пространство переменной кривизны, кото­
рое возникает при условии

Thk,ji = 0 (6.78)

dėt И Ritj И ≠ 0. (6.79)

В этом пространстве можно ввести скаляр

= 7Γ⅛V deta∕d' . (6.80)
где ε - корень л-ой степени из единицы, а (а) - относительный скаляр еди­
ничного веса, определенный с точностью до постоянного множителя из 
условия

∏i = ⅛. (6.81)

Если ввести в рассмотрение метрику с помощью тензора^=≡^‰∣Γ⅜j∣∣ ∙ (6∙82)
который, вообще говоря, не является ковариантно постоянным в нашей 
связности, то скаляр (6.80) может быть определен как кривизна в двумер­
ном направлении, не зависящая от выбора этого направления.

В силу (6.79), локальные пространства {Рл} с уравнениями структуры 
(6.70) и (6.71) становятся пространствами постоянной кривизны, которая 
определяется формулой (6.80), причем, согласно (6.78) и (6.77), получаем

nh _  n h*k,ji-*k,ji |и=0- 

Поступила в редакцию 
1. VI. 1963
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LOKALINĖS CENTRO-PROJEKTYVINĖS ERDVĖS 
IR DIFERENCIJUOTINĖS DAUGDAROS SĄRYŠIAI

V. G. LEMLEINAS

(R e z i u m ė)
Šiame straipsnyje konstruojama bendroji centro-projektyvinių transformacijų teorija punk- 

torių {P,,} erdvėse išilgai (pagal) bet kokios diferencijuotinės daugdaros kreivės.
Straipsnis susideda iš šešių dalių. Pirmoje dalyje duodama invariantinio diferencijavimo 

tiesinių trupmeninių transformacijų pseudogrupės atžvilgiu aparato konstrukcija ir įvedami 
geometriniai objektai, surišti su projektyvinėmis ir ekviprojektyvinėmis Vebleno — Uaithedo erd­
vėmis.
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Antroje dalyje nagrinėjamos punktorių {Pn} erdvės ir visų dualinių kopunktorių { Qn } 
erdvės.

Trečioje dalyje konstruojamas centroprojektyvinio sąryšio objektas (Γjfc, Г/ш), susietas su 
punktorių erdvių centro-projektyvinių transformacijų trečios eilės diferencialine aplinka.

Ketvirtoje dalyje yra įvedama projektyvinė metrika lokalinėse punktorių erdvėse. Tos 
metrikos dėka jos tampa simetrinėmis projektyviniai-euklidinėmis erdvėmis. Tai duoda gali­
mybę pilnai išsiaiškinti ekviprojektyvinio kreivumo tęnzoriaus geometrinę reikšmę.

Penktoji dalis yra skirta nagrinėjimui kai kurių afininio. sąryšio erdvių specialiose lo- 
kaliniai-projektyvinėse koordinatėse. Tarp kitko, čia yra nagrinėjamos kintamo kreivumo 
(teigiamo ar neigiamo) erdvės, į kurias lokaliniai gali būti žiūrima kaip į klasikines Rymano 
ir Lobačevskio erdves.

Šeštoje dalyje kalbama apie erdvės su centro-projektyviniu sąryšiu, priklausančiu nuo 
trečios' eilės diferencialinės aplinkos konstruavimą, pasinaudojant invariantiniu algebriniu 
metodu,. kuris remiasi nuoseklių pratęsimų ir vienų geometrinių objektų apgaubimo kitais, 
teorija. Šiuo atveju nagrinėjamoji erdvė laikoma daugdara panardinta įvaizdinėje, patęstos 
analizinių transformacijų pseudogrupės, erdvėje.

Pirmos šešios dalys yra parašytos tenzorinio metodo pagalba (nors yra būtina nagrinėti 
geometrinius objektus dar sudėtingesnės prigimties).

Šeštoji dalis parašyta išorinių diferencialinių formų metodo pagalba.

LOCAL CENTER-PROJECTIVE SPACES AND CONNECTIVITIES OF A 
DIFFERENTIABLE MANIFOLD

V. G. LEMLEIN

(Summary)

This article contains the construction of the general theory of the center-projective trans­
fers of the spaces of punktors {Pn} along any curve of the differentiable manifold.

The article consist of six chapters. The first chapter gives the construction of the appa­
ratus of invariant differentiation with respect to a pseudogroup of fractional linear transfor­
mations and introduces the number of geometric object connected with the projective and 
equiprojective spaces of Veblen — Whitehead.

The second chapter is concerped with the consideration of the spaces of punctors {Pn} 
and dual spaces of copunctors { Qn }.

The object of the third chapter is the construction of the object of centreprojective con­
nectivity (Γja, Γ∕,n) from the differential neighbourhood of the III order defining the center- 
projective transfers of the spaces of punctors.

In the fourth chapter into the local spaces of punctors is introduced a projective metric. 
It convers the minto simmetrical projectively-euclidean spaces. This gives possibility to comple­
tely explain the geometric meanino of the equiprojective curvature tensor.

The fifth chapter is devoted to consideration of certain types of affinely connected spac­
es in the special locally projective coordinates. In particular the spaces of variable (positive 
and negative) curvature which are established locally as the classical spaces of Riemann and 
Lobachevsky are considered here.

The sixth chapter deals with the construction of a space with centroprojective connectiv­
ity from the differential neighbourhood of the Ш-order by means of the invariant algebraic 
method based on the theory of the consecutive continuations and enveloppments of one geo­
metric objects by others. In this case the investigating space appears to be a manifold immer­
sed in the space of representation of a continued pseudogroup of analytic transformations.

First five chapters are written by means of the tensor method (though it is necessary to 
consider the geometric objects of a more complex nature).

The sixth chapter is written by means of the method of exterior differential forms.


