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В. И. БЛИЗНИКАС

Если гиперповерхность аффинного пространства или пространства аффин­
ной связности оснащена, то с ней связывается пространство аффинной 
связности, свойства которого и определяют внутреннюю геометрию гиперпо­
верхности. Таким образом, задача нахождения инвариантных оснащений ги­
перповерхности и является основной задачей геометрии гиперповерхностей. 
Решению, этой задачи посвещено ряд работ, Г. Ф.'Лаптева, А. Е. Либера, 
А. П. Нордена, А. Μ. Лопшица, В. Д. Измайлова, Л. С. Атанасяна, 
П. И. Швейкина, В. Главатого, Ф. Ножичка и др. Фундаментальные ре­
зультаты по теории оснащенных поверхностей пространств Клейна принад­
лежат Г. Ф. Лаптеву [3], А. П. Нордену Į6], А. Е. Либеру [5] и 
П. И. Швейкину [7].

В статье указываются дифференциально-геометрические объекты, позво­
ляющие строить инвариантные оснащения гиперповерхностей пространства 
аффинной связности с кручением. Полученные объекты отличны от соответ­
ствующих объектов Ф. Ножичка [10], В. Главатого [8] и В. Д. Измай­
лова [2]. Основным" аппаратом исследования является метод внешних форм и 
метод продолжении и охватов полей дифференциально-геометрических объек­
тов (метод Г. Ф. Лаптева и А. Μ. Васильева).

§ 1. АППАРАТ ИССЛЕДОВАНИЯ

1. Пространство аффинной связности. Пусть 5ШЛ есть некоторое «-мер­
ное аналитическое многообразие (база), с каждой точкой А которого ассоци­
ированно «-мерное центроаффинное пространство An{A) (локальное простран­
ство точки А). Множество всех локальных пространств А„ (А), ассоциированных 
с различными точками ЯЯЛ, называется составным многообразием Лл(9Лл). 
Будем считать, что центроаффинное пространство An(u) отнесено к аффин­
ному реперу { А (ы), e1 (м), ..., е„ (и) }, где w1, и2, ..., un — координаты 
точки А. Если в многообразие локальных пространств {Λπ(h)} введена связ­
ность, определенная преобразованием полной линейной группы точек сосед­
него локального пространства, то многообразие 9Лл называется пространством 
аффинной связности. Определяющее аффинную связность отображение сосед­
него локального пространства An(u + du) на исходное пространство An(u) 
можно определить отображением начального локального репера {A(u+du),
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el(u + du)} пространства An(u + du) в некоторый репер {А (и, du)t el(u, du)} 
пространства An{μ)'.

A(u + du) →A (и, du) = ei(u) ωt+ ...,

ei(u + du) →ei(u, du) = ei(u) + ωjcek(u)+. .. (1)

(ι, j, fc=l, 2, ..., п; ос, β, γ=l, 2, ..., л-1),

причем пфаффовые формы ωi, ωj (формы аффинной связности) имеют струк­
туру [4]:

Z)ωf = [ω*∙, ω*] + ΛL[ωp, ω9],
(2) 

Dωij = [ωf, ωjt] + ⅛[ω*, ω9].

Величины R^q и Rįpq образуют тензор кручения — кривизны пространства 
аффинной связности, причем ¾^ = 0, Ril(p^ = 0.

2. Последовательность фундаментальных объектов гиперповерхности. 
Пусть в задана гиперповерхность 5Rλ-√

ui=fi (ιft),

где v® — независимые параметры. Если пфаффовые формы Θα образуют ба­
зис картановского кольца дифференциальных форм, порожденного дифферен­
циалами параметров tfx, то дифференциальные уравнения гиперповерхности 
%.1 можно записать в следующем виде: •

где
ω' = ΛiΘα,

DΘα = [Θ0, .Θg],

Z>Θg = [Θj, Θg + [Θgγ, Θη,

DΘβγ = [Θβγ, ©“] —[Θ*γ, Θg] - [Θge, Θ≡] + [Θgγe, Θe].

Если ввести обозначение 

то, продолжая систему (3), получаем

VΛi = Λ⅛θβ,

(3>

(4)

(6)VΛ⅛ + Λ⅛Θ⅛ = ΛisτΘτ,

V ΛJtβγ + Λ,aa Θβτ + Λ{,β Θ°γ + Ajjγ Θ‰ — ΛIr Θθ0γ = Λ{tβγe Θε, (7)
где

ΛIaβj= -∕⅛Λ'Λ8, (8)

Aį, ,.,as [aβ] = — Rpqr Λ‰ ... a, Л£ Aß. (9)

Системы величин

Aį; Aį, Λjtβ; Λjt, Aįp, Aį3Y; Aį, Aįp, AįPY, AįPve;... (10)

образуют последовательность фундаментальных дифференциально-геометри­
ческих объектов гиперповерхности 2Rπ-1 в смысле Г. Ф. Лаптева [4].
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3. Неголономное' ковариантное дифференцирование. Если в пространстве 

аффинной связности определено относительное тензорное поле Tf,,⅛
веса р\

,1...,pV 7t.∙.∙>-∕'7t.∙.> ω* = ö k ω*, (11)Р Р Р
то систему величин 7*"¼ k назовем неголономной ковариантной производной 
рассматриваемого поля, fe том случае, когда репер *{ At ei} голономный, 
т. е. ωi=dul, структурные уравнения (2) дают:

[duk, ωik +Rikpdup] = 0, 

Dω} = [ω}, ωy + ⅛[^, dιfi].

Применяя лемму Картана к равенствам (12), мы получим 

ωlj=Γijkduk, 
где

Rjks= “Гуль

(12)

(13)

(14)

Если подставить значения форм ωij в (13), то получим обычную формулу 
∂Γilk 

для определения компонент тензора кривизны Rjpq через Γ⅛ и —:

Rl 1 ( ¾ ⅞ \ г* Г' ,
κjpq- 2 ξ ∂uP ∂u9 ∕ 1√(P1 ∣Λ∣ffl∙

Внося значения форм ω,' и ω} в дифференциальные уравнения (11), получаем 
равенства 

v⅛⅛=^.∙.∙.∙⅞,*. (15)

которые и оправдывают выше приведенное определение неголономной кова* 
риантной производной.

Дифференцируя уравнения (11) внешним образом, в силу структурных 
уравнений пространства аффинной связности и леммы Картана, мы получим

где

Нетрудно заметить, что в случае голономного репера 

vrv*η',.∙.∙⅛=η'^*r..lp',kr^

Rs -У TŪ-S-.Jg βja .
∣p*iakr ⅛1il...i V 

α=l α= I

-RL-

Таким образом, систему величин естественно назвать второй него- '
лономной ковариантной производной рассматриваемого тензорного поля. 
Аналогичным образом определяются неголономные ковариантные производные

(17)
1
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любого порядка. Операция неголономного ковариантного дифференциро­
вания обладает такими же свойствами как и операция ковариантного 
(абсолютного) дифференцирования. Дифференциально-геометрический объект 
⅛l...α9' определенный на гиперповерхности 9Jζ-1, называется р раз кова­
риантным и q раз контравариантным относительным тензорным полем веса Р 
гиперповерхности 5R,,-1, если его компоненты являются решением системы 
дифференциальных уравнений

VT01∙'∙β9-P7πβl∙∙∙09Θγ = Tβ1∙∙ Θy α1...αp o⅛...ap Y a1...σp, γ (18)

Дифференциально-геометрический объект P∕ιl'∕⅛1 определенный на ги­
перповерхности называется p + q раз контравариантным и r + s раз ко­
вариантным относительным смешанным тензорным полем двойного веса 
(Р, ß) гиперповерхности 2Rn-1, если его компоненты являются решением 
системы дифференциальных уравнений

v СМ + б®?) = ⅛∙.^.∙.∙,⅛τΘγ∙ (19)

Однокомпонентное относительное тензорное поле веса Р называется относи­
тельным инвариантом веса Р, а однокомпонентное относительное смешанное 
тензорное поле двойного веса (Р, Q) называется смешанным относительным 
инвариантом двойного веса (Р, Q).

Дифференциально-геометрический объект Γ⅞, определенный на гиперпо­
верхности 9Лл_1, называется объектом аффинной связности, если его компо­
ненты являются решением системы дифференциальных уравнений:

VΓ⅛ + Θγβ = Γγβ,eΘ≡, (20)

причем тензор кручения и кривизны этой связности имеет вид

¾=-‰
-^aβγ = — Γ≡ ∣βγ] — Γ≡σ ĮĮJ Г|° I γJ. (21)

Процесс неголономного ковариантного дифференцирования на гиперпо­
верхности Ш1л_1 введем следующим образом. Дифференцируя внешним обра­
зом (18) и (19), в силу леммы Картана, получим

v≠∙
«!•

Я

(22)

и

a≈ 1

∙Λβl∙∙⅛ ©”
.ιpai...σ...aq aat

«J√ι...√r0l.∙.⅛ _7^>-
v Л il...ip<ι1...aq,γ jil.

a= I

∙√rPι∙ ∙ ∙βιj r⅛σ _ ^p∕ι∙ ∙ ∙√rPι∙ ∙ ∙βj ∕Λσ
.ipa1...a⅛ v<nf jf1...fpal...vγσv ’ (23)
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где 

и

jβ∣.∙∙βς _yßi---ß9 
al...ap, γβ αx...βp, εγ

<τ√ι∙ ∙ ∙√'r01' 
*ι∙∙∙*pαι∙

Λ*Λ'+P^∙∙∕^∙∙αp>⅛,Λ^Λ'.
‘••■p *'∙∙ q

Так как в дифференциальные уравнения (20), (21) и (23) входят формы 
Θ‰ или линейные комбинации этих форм с компонентами рассматриваемых 
тензоров, то, исключая их мы получим, что система величин

..σ...β pβfl p740ι∙∙∙βopσ
«р 1 σγ 2‰x...ap 1 <ПГ

образует р +1 раз ковариантное и q раз контравариантное относительное 
тензорное поле веса Р, а система величин

Q s
rpJι∙. ∙7rβι∙ • ∙βj __ К ’ y√ι∙ ∙ ∙√^βι∙ ∙ ∙βj p∣o į X ’ τ^√ι∙ ∙ ∙√rβι∙ ∙ ∙g∙ •-ßc p'ß/i i
1 ll...ipal.. .aq, t Δa1 ix.. .ipal.. .a.. .aq 1 ≡flγ ^t^ Zj * il.. .∕po⅛.. .aq σγ "t^

a=l a=l

образует p + ^+l раз ковариантное и r + s раз контравариантное относитель­
ное смешанное тензорное поле двойного веса (Р, Q). Эти тензоры мы будем 
называть неголономными ковариантными производными соответствующих тен­
зоров (или смешанных тензоров), а процесс получения таких производных — 
неголономным ковариантным дифференцированием на гиперповерхности. Эти 
неголономные ковариантные производные будем обозначать следующим об­
разом

р r01...βσ≡r0l...β9 _ у J,β1...β9 pσ + у rβ1...σ...βρ pβa-pj,β1.
γ a*∙∙∙ap ≡ι∙∙∙≡p. Т ax...σ...ap aflγ ai...aq σγ ax.

а= 1 ∙ а= 1

, Q
j∖ 'jτiι∙ ∙∙ <yτ∕ι∙ ■ ∙√fβι∙ ∙-ß5   X ’ <τ√x∙ ■ ∙√fβx∙ ∙ ∙βj pσ i

γ ∣ι. .ipaι - aq ~ il.. .ipal.. .aq, γ Zl ii.. .ipal.. .σ.. .aq 1 aflγ ^i"

I X"* T-√l∙ ∙ ∙Jrβl∙ ∙ ∙O∙ ∙ ∙β5 pßa __ DTT/l- ∙ ∙√rβι∙ ∙ ∙βj pa
^," Δ 1i1...ip<xi...0ιq 1 σγ ^Λx...lp<xx...a9 1

a=l

Желая составить ковариантные производные относительного смешанного тен­
зорного поля, мы должны знать частные производные этого поля, т. е. 
систему дифференциальных уравнений:

и объект аффинной связности Γ⅛. Совершенно аналогично составляются не­
голономные ковариантные производные смешанного относительного тензорного
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поля, но только частные производные drT£"'fö"*a заменяются величи­

нами l " ' .ti.. .tpai.. .aq, γ
Кососимметрическая часть второй неголономной ковариантной производ­

ной относительного тензорного поля, определенного на гиперповерхности- 
имеет следующий вид:

a∞ 1

-∑e
0= I

а смешанного относительного тензорного поля —

dλ ⅛∙.∙.⅛.∙.∙.⅛- ∑ ιt¾s4 ¾mλζ4 -

21 jh...∕pal.
0=1

-ix
0= 1

(25)

J,β1...σ...βj pβa р j√1. 
.lpal...a9 Λj<xβ + b'σ-4.

+ ⅛⅛ζ' (7¾Λ* Λ'β+βjR⅛).

Если репер {A, ei} голономный и Θβ=<foa, Θg = O, Θgγ = O, то из (3), (18) 
и (19) вытекают следующие равенства

07Λ∙∙∙09
а/ __ jßi.-.ß, =-----^∙.∙⅛.
2*<χ- ∂va * ≡ι∙∙∙≡p.« ∂va

∂-h∙∙Jlβι∙∙Qs р
τh∙. .√,β1.. ∙β5 _ G∙∙∙⅛a1...aq 7√l.. √r0l. • Λ Г* Ал -4-
j∕1...∕<zl...a a~ ∂va 21 j41...Λ.. J a1...a9 1 ∕fl√k≡ τ

∕l...ι at.. (26)

I V", rτ√ι...A...√.βι...0- рУд a J P7√1∙> Jrβι*∙>0f p⅛ As 
+ Zj 1il...ip<x1...aq 1 ks^a riii...ipal...a9 1 ksj∖ι∙

а— 1

В этом случае формулы (241) и (24ss), в силу соотношений (27), 
следующий вид:

∂j,β1...β9 p q
р yA∙∙,βf⊂—*1∕gp _ У rβι∙∙∙βg pσ + у rβι∙∙∙β9pβ0 + pjβι∙ 
b'<*ja1...ap ∂lft Zl ≡1. ∙ .σ. ∙ .ap afla Zj ai. ∙ .ap 1 σa^ j1 j1 a1..

о=1 о=1

^1..Jrβl...β5 р

Л_ ,-¼-⅞ _ у rλ∙∙∙'A∙A Γ*λa÷ .ttq- ∂vλ 21 1il...k...ipal...aq *flAyka +
о=1

Ч 
.Λ...√rβ1...βs P√a ДЛ _ V, γ√ι∙.∙√rβι∙∙∙β5 рО , 
.ipal.. .aq lkhll* Zλλ11.. .ipal.. .а.. .aq i afl<x

о=1

pαη'∙ •'А 
V“ ∂υa

(27)

принимают

+Σ⅛
о=1

+ Σ η'7.-.
0=1

(28)
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Оказывается, что линейный дифференциальный оператор Z)*, определен­ный следующим образом
n*7√1..√A∙∙∙β√j√ι..Λβ∣∙∙Λ \ у (7√ι→β>∙∙Λ \ Г° +

« il...ipal...aq ∖1i1...ipai...CLq,aj0 2j \Л il.. .ipal.. .σ.. .*q)0 aaγ 
а= 1

• Jrβι∙∙∙σ∙∙∙βΛ Γ^a-p(^1∙
.ipal...aq )0L<rr r∖1il..

.Jrh. 
,Pa'∙

(24')где
∕γ√ι∙∙ ∙√rβι...β5 \ _ j√ι...√rβι∙∙ ∙βj
∖ il.. .ipal...ag, αβγ...χ∕ /».. .ipaι...ag, (<xβ)γ.. .χ,т. е. если компоненты смешанного тензора являются функциями Rįk, то компоненты тензора кручения заменяются нулями, обладает всеми свойст­вами неголономной ковариантной производной Da. х

§ 2. ВНУТРЕННИЕ АФФИННЫЕ СВЯЗНОСТИ ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ4. Основной κjoβeκmop. Если ранг матрицы || Aį|| равен л-1, то векторы Λ∙ = Λiei (29)линейно независимы и определяют в каждой точке А гиперповерхности ги­перплоскость Λn-1 (z>)⊂ А„ (я), которая называется касательной гиперплос­костью. Смешанный тензор Aį называется неголономным связующим тензо­ром гиперповерхности 2R∏-1.Гиперповерхность 9Jζj-ι пространства 2Rn называется оснащенной (или нормализованной), если в каждом локальном пространстве An(v) задан осна­щающий вектор, непринадлежащий касательной гиперплоскости Aπ.1 (v) и проходящий через точку А. Оснащение гиперповерхности 2Rn-1 в назы­вается внутренне аффинным, если координаты оснащающего вектора образо­ваны из компонент объектов (10). В таком случае оснащающий вектор называется аффинной нормалей гиперповерхности, а самое оснащение — ин­вариантным оснащением гиперповерхности. Если координаты оснащающего вектора являются функциями объекта (Ajtl, Aįl(X1, ..., Λju...ar), то число г называется порядком рассматриваемого оснащения.Система величин Λ⅛, как это следует из (6), не образует геометриче­ского объекта. Очевидно, что при помощи ковектора mi, компоненты кото­рого являются решением системы Λ>i.=o, (30)из величин Λjtβ можно построить тензор. Так как векторы Λa линейно незави­симы, то система (30) определяет на 2Rn-1 поле ковариантного вектора с точностью до скалярного множителя λ. Общее решение уравнений (30) имеет вид: = . .Λ'"→, (31)где
а δ]1"√"— обобщенные символы Кронекера—Крамлета. Полорким 1∙∙ л Λ<lλ-1 = ∞∕ (m, = λm,). (32)
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Дифференцирование этих выражении, в силу (5) и (30), даетymf = m,∙αΘα, (33)где = √4βa=(-l)t+a+,Λβa.Ковектор mi будем называть основным ковектором первого порядка гипер­поверхности 2Rλ-1. Так как √λ = λaΘa, (34)то при перенормировании основного ковектора ml, согласно (32), величины 
mia преобразуются по следующему закону:

mia = ^λmia + mi λa. (35)5. Основные тензоры второго порядка. Фундаментальный дифферен­циально-геометрический объект второго порядка (Ajt, Λ'aβ), присоединенный к . S∏ζl-1, охватывает тензоры: βaβ = Λ⅛∕M,∙, ^,otβ = ^(<xβ)∙ Дифференцирование выражений (36) дает: Vflaβ = flaβ,Yθγ>0aβ,γ = Λ⅛γmj- + Λ⅛mj∙γ.

(36)(37)
где (38)(39)Тензор aββ называется осйовным ковариантным тензором гиперповерхности 9Jζ1-1, а его дискриминант a = det∣∣aa3∣∣ (40)— основным дискриминантом второго порядка гиперповерхности 9Jζ,-1. Если a≠0, тогде (41)
И

o« = 4"*flßYflßv.» (42)
*д«в__ ∂ln∣a∣ 

∂aa^ (43)l Дискриминант тензора Ьа&: Z> = det∣∣ Z>aβ∣∣назовем дополнительным дискриминантом второго порядка гиперповерхности 9Jζ,-1. Его дифференциальное уравнение имеет видdta]∕T⅛i-ΘS = ⅛Θa>
(44)
(45)где (46)(47)Очевидно, что Δ = ≠0.ZM1 т1г.. ∙Wχ,n-ι

тп wπl. ∙mn,n-ι
(48)
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При преобразованиях основного ковектора mi величины ααβ, Z>aβ, a, b, aa, ba, 
и А преобразуются следующим образом:

^aβ λ<laβ, Z>aβ λ5aβ, (49)

a = λ"-1a, b = λn~1b, (50)

ö«-öa+ 2λ λ≡, 6β-^β+'2λ λflt, (51)

∆ = λn∆. (52)
Частичные продолжения уравнений (41) и (45) дают

V^ + Θ^=∕,cβθ0. V*« + ®|ta = 9«e®B. (53)
где

Aaβl = θ> ^[aβ] = θ∙
6. Деривационные уравнения. Если задано поле оснащающих векторов 

n = niei гиперповерхности 9Jζ1-ι, то в каждом An(v) существует п линейно 
независимых векторов Λa и п. Разложение векторов Λ*tβe,∙ и ni<teh τjχz

yni=⅛Qat V'1a = '⅛βΘβ>
’ ⅛j]=-n*∙R⅛,,Λ'Λ8, (54)

по векторам Aa и п называются деривационными уравнениями гиперповерх­
ности:

Λ⅛ ei = Γ⅛ Λγ + ⅛ п, (55)
∕ι*tβ∕=agΛβ + wβΛ. (56)

Если задано векторное поле ni, то Γ⅛ и <⅛β определяются однозначно., 
тоже однозначно (Γjβ≠ΓJa). 
(54), (55), (56) и уравнений

(mod Θa) 
^yaspiβ-t- W∏a)∏≡v.

Отсюда, в силу линейной независимости векторов Λa и л, следует, что ве­
личины Γ¾j являются решениями системы (20), а a⅛ и иа — следующих

Если ΓJβ и ⅛β заданы, то ni определяются 
Дифференцируя (55) и (56), в силу (5), (6), 
dei = ωi-ek, мы получим

(v r⅛ + Θ⅛) Λγ + (v<⅛0) п ≡ 0.

систем
V⅛3 = ⅛β,γΘγ> (57)
VflS = ⅛γθγ, (58)
Δna = Ha,βΘ3, (59)

т. е. Γ⅛ — объект аффинной связности, ⅛β, ⅛ и па — тензоры. Так как 
неголономная ковариантная производная объекта Λjt имеет вид

PβΛi = Λ⅛-Γ⅛Λ*, 
то уравнения (55) можно переписать >так

г
Z>βΛjt = aiβnf.

Если в качестве тензорного поля a'β взять aaβ, то любому решению 
системы (54) однозначно соответствует решение системы (20).

7. Собственная связность тензора Ьа&. Величины X⅛, определенные сле­
дующим образом

¾ = >σ (^xσ∙ ß + a “ ^<χ0∙ ’ (θθ)
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называются неголономными символами Кристоффеля второго рода или коэф­
фициентами собственной связности тензора b<⅛- Дифференцирование этих вы- . 
ражений дает

V% + Θ⅛=¾σΘσ, (61)
где Ar⅞, σ — рациональные функции от компонент объекта (Aį, Λ⅛, Aį0T, 
Λiβγε). При перенормировании ковектора mi, т. е. при конформном преобра­
зовании (49) тензора ∂αβ, неголономные символы Кристоффеля A⅞ преобра­
зуются по закону i

⅛=¾+Ggλσ, (62)
где

GJ5=4-(¾¾+8Jse-*γ°⅛β) , (θ3)

λ,= ⅛-∙ (64)

очевидно, что [2]:
GJJλo≈-⅛-λβ, -¾ = ⅛. (65)

= (66)

Если на гиперповерхности 2Rπ-1 задано такое ковариантное векторное
поле ,y

(67) 
что

φa=wct-λa, (68)
то этому полю на гиперповерхности соответствует симметрическая связность

Λ⅛=Λ¾+GZK, (69)
инвариантная относительно конформных преобразований тензора Ьа&. В этом 
случае

Λjβ = ba + у (n - 1) va. (70)

Так как неголономные ковариантные производные объекта Aį относи­
тельно кристоффелевой связности имеют вид:

PβΛi=Λ∙β-Λ4¾

Dy (Dβ Λi) = Λi0γ - Λiγ¾ - Λi¾, γ - Da Λixgγ - Pβ Aį X⅛, (71)
то величины

φ.=-⅛-⅛eγ(⅛⅛Λζ)mi , (72)

И

φJ = -⅛-50γ(⅞Λ*A')mi (73)

являются ковекторами, компоненты которых при конформных преобразова­
ниях (49) преобразуются по закону (68). Итак, симметрические объекты 
аффинных связностей

Λ‰=rj9 + Gjgφβ, Λ⅛=XI9 + GJgφ* (74)
ф ф*

являются инвариантными относительно конформных преобразований тензора 
Z>aβ. Эти связности являются инвариантно присоединенными к гиперповерх-
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ности, но не принадлежат к пучку индуцированных связностей гиперповерх­ности*.

* Если Rijk≠0, то и тензор кручения любой индуцированной связности на гиперповерх ности 2R∏-1 отличен от нуля.** Понятие пары слабо сопряженных аффинных связностей введено в работе [1].

8. Звязность Эйнштейна. Объект аффинной связности y⅛, при помощи которого построенные аффинные связностиΘβ, Θg = ΘS+ygγΘ∣iи 0“, Θg = Θg+y‰0γ
2являются слабо сопряженными**  относительно тензора αββ (с нулевым до­полнительным ковектором):αα0,γ-ασβySγ-flασy≡β = O, (75)

γ назовем неголономным объектом аффинной связности Эйнштейна. Если Dγ — символ неголономной ковариантной производной относительно объекта y¾, то систему эйнштейновых уравнений (75) можно переписать так
γ

∙^γ fla0 ~ %aaσ ∙^γβ> (76)где %=¾1∙ (77)Так как
fla0 = ⅛ + caβ> (78)то

Y
^γ^aβ = 2Sγ(aaβ)σ, (79Dγcaβ = 2‰aβjσ, (80)где c0tβ= - RlpqApaA%nιi. (81)Общее решение системы (62) имеет вид:ygγ=Xgγ+¾ + 2baa S'a (Y cβ) τ. (82)Обозначив

X
Dy Caβ = Caβf γ Coβ Xaγ ~ CaaXβγf (83)в силу уравнений (63) и циклировании по индексам a, f1 и γ мы получим:(84)где

XXX
∕ζxβγ = Ол Cβy ÷ Dβ СуЛ + Z)γCaβ, (85)

*S,σpτ=^τX¾∣ (86)ед=⅛ 8g,- 2δV cf>j ⅛+2⅛ ⅛ ⅛ (87)
4=⅛b‰- (88)Система (67) имеет единственное решение 5,αβγ тогда и только тогда, когда ранг матрицы || Ar°gγ∣∣ равен . Так как решение системы (84) имеетвид



176 В. И. Близнцкас

где то компоненты аффинной связности Эйнштейна определяются следующими формулами [9]: ¾=¾.+ (y (89)В силу того, что -^∙αβγ = λ∕ζxβγ, *S⅛βγ  = λS,aβγ, мы имеем

* В нечетномерных пространствах аффинной связности с кручением существует специаль­
ный класс гиперповерхностей с вполне определенной внутренней связностью

¾i=^a(j+^2^ c"f (cpa, β-caβ, σ"t"cβσ, oJ÷c c<xp ^σβ,

G 
относительно которой тензор aa0 ковариантно постоянный, т. е. Dγaaβ=0. В этом случае 
⅛S‰+⅛,‰=0. VγM∙

¾=¾ + G2gλσ, (90)т. е. при конформном преобразовании тензора aββ коэффициенты эйнштей­новой связности преобразуются таким же образом как и символы Кристоф- феля*. При помощи объекта ¾ мы можем построить следующие ковекторы¾ = (91)ψ* = -⅛γ-№ (Dξ D* Λ!f) ml. (92)В силу того, что эти ковекторы при конформных преобразованиях тензора aβ0 преобразуются по закону (68), мы имеем на гиперповерхности две внут­ренние конформно-инвариантные связности с кручениемΛJ0=¾ + GJgψ<,, Λ⅛=¾+G3ψ*. (93)
ψ ψ*Ковекторы χβ = βψ<z + δψa, (94)где а + b = 1, обладают такими же свойствами как и ковекторы ψa и ψ* . Этим ковекторам соответствует пучок конформно-инвариантных связностейΛjβ = ¾ + Gjgχσ, (95)

хвнутренне присоединенных к гиперповерхности 2Rn-i. Ковекторы ψa, ψ*  и линейные комбинации ковекторов φa,'φ*,  ψa и ψ*  типа (91) можно исполь­зовать для построения симметрических конформно-инвариантных связностей гиперповерхности, соответствующих объектам Λ¾ и ¾∙9. Конформно-инвариантные копункторные поля. Дифференциальные урав­нения произвольного копункторного поля, определенного на гиперповерхно­сти 2Rn-1, имеют вид Vxa + Θ‰ = xβ,sΘ∣>. (96)Будем рассматривать копункторные поля на гиперповерхности, охваченные фундаментальными объектами гиперповерхности. Свернутые объекты аффин­ных связностей являются копункторами. Объекту аффинной связности с кручением соответствуют два копунктора. Копункторное поле xa, определен-
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ное на URλ-1, будем называть конформно-инвариантным копункторным по­
лем, если xa = xa, т. е. если оно инвариантное относительно перенормировки 
основного ковектора. Из леммы В. Д. Измайлова [2] следует, что если на 
гиперповерхности 9Jζ,-1 задано конформно-инвариантное копункторное поле, 
то на ней внутренними средствами определяется аффинная связность, кото­
рая является индуцированной связностью гиперповерхности. Величины, по­
строенные по следующим формулам

n . n~11 a-aa+ л Фа» г <Х = Ьл + — φa, (97)
Ф ф

Γ. = ¾+≠φ.*, 

ф* 2

Ta = 6β + -⅛-φ*,
ф* 2

(98)

n fl Л ““ 1 i
Г« = aft H z Фа»
ψ 2

τ.-⅛+-⅛-ψβ,

ψ 2
(99)

Γσ=a√+-^ψσ*, 
ψ* z

τa-⅛+-⅛-ψ*,

ψ* *
(ЮО)

n п~ 1Fa-0<χ4 2 Ха»
X *

į Ti г_ Л — 1
Γ<χ = Ьл Ч 2 Ха,
X* 2

(101)

Λa = Λ¾s,
ψ ψ

Λβ=Λg0,
ф* ■ ф*

(102)

являются конформно-инвариантными копункторными полями, охваченными 
фундаментальным объектом третьего порядка гиперповерхности

Индуцированные связности гиперповерхности 2Rn.1 пространства аффин­
ной связности без кручения, соответствующие копункторам Γα, Ta, Γa и Ta 

ф <₽ ф* ф* 
впервые построенны Ф. Ножичкой [10], а для случая пространства аффин­
ной связности с кручением — В. Д. Измайловым [2].

10. Конформно-инвариантные индуцированные связности гиперповерхно­
сти. Если задан конформно-инвариантный копунктор Γa, то ему соответ­
ствующая аффинная связность имеет вид*

Γ⅛ = A⅛Af,
Λ',Λf=δ2, Λ⅛ΛF=ra, (ЮЗ)

Таким образом, индуцированные связности Ф. Ножичка —В. Д. Измайлова 
имеют вид

Γ⅞=Λ⅛Λ7, Tjβ=Λi√Λ7, 
ф ф ф ф

Γ⅛ = Λ⅛ΛT T⅛ = Λ⅛zΛ∕. (104)
ф* ф* e ф*

Очевидно, что эти связности являются конформно-инвариантными. Такого ^ке 
типа связностями являются и следующие аффинные связности

* Система линейных уравнений, при помощи которой определен смешанный тензор 
Л®, имеет единственное решение [2].

Γ⅛ = Λ⅛Λ7,
Ψ ψ

T⅛ = Λi√Λ∕,
ψ ф (105)

Γ⅛=Λ⅛Λ∕,
ф* ф*

τ⅛=Λiβ-Λ7,
ψ* ф»

(106)

Γ⅛ = Λ⅛Λ7,
X X

T‰ = Λ⅛'Λ7,
X X

(107)

'∏b=Λ⅛'Λ7, *Γ⅛ = Λ⅛*Λ7, (108)
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которые соответствуют конформно-инвариантным копункторам (99)—(102). Аффинные связности, определенные формулами (93), (104)—(108), сущест­венно зависят, от тензора кручения пространства 90ζ.11. Аффинные нормали. Система уравненийЛ?л' = 0, mini=∖ (109)определяют единственным образом вектор который »называется аффиннойнормалью гиперповерхности 90ζ-1. Конформно-инвариантным аффинным связ­ностям (104)—(108), соответствуют различные аффинные нормали, каждая из которых определяется формулой
"'=⅛(Λis-r‰)M∙ (по)где ΓJβ — один из перечисленных объектов аффинной связности и αfltβαβγ = δγ. Аффинные нормали, соответствующие объектам Λ‰ и Λjβ, будем называть , ψ ψ∙нормалями Эйнштейна, а пучок нормалей, соответствующий пучку аффинных связностей (107),—пучком Эйнштейна. Таким образом мы получили целый ряд пучков инвариантных оснащений гиперповерхности 5Rπ.1. Каждому оснащению однозначно соответствуют деривационные уравнения (55) и (56),. в которых <⅛β = αββ, a£=*«įAf, na = niami, A“— решение системы (103). Если выбрана /акая нибудь конкретная нормализация гиперповерхности, то в каж­дом локальном пространстве An(v) имеем вполне определенный вектор ni(v). При-отображении всех локальных соседних пространств An(v + dv) на исход­ное A„(v):

A(v + dv)→A (v, dv) = <∂aAa + ...,Λβ(tf + <fo) →Λα(t>, <fo) = Λa + ⅛Λβ + aaβΘ07i + ....
n{v + dv) →n(vt <⅛) = Λ + ⅛ΘaAβ-∣-rtaΘaΛ+ ..., где Θg = ΘS+ΓgτΘ∖концы векторов ni(v, dv), отложенных из точки А, опишут в пространстве 

A „(v) некоторую гиперповерхность 91λ.1(λ), которую будем называть локаль­ной индикатрисой рассматриваемой гиперповерхности 3Rn-1. В общем случае касательные гиперплоскости локально^ индикатрисы SRn-1(π) и гиперповерх­ности $Ш„_1 не являются параллельными. Эти гиперплоскости параллельны тогда и только тогда, когда na = 0. Это условие не является инвариантным относительно конформных преобразований асимптотического тензора, ибо 
na=na-λa.Решение системы (30) можно однозначно фиксировать следующим инва­риантным образом [2], т. е. положить, что либоλ-Sp∣∣<⅛∣∣,либо λ = V det II aj ||.
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12. Аффинные связности Мюллера. Рассмотрим на гиперповерхности SCHn-1 векторное поле
mi = ni + taAia.Очевидно, что mimi=∖. Деривационные уравнения в репере {At Λα, т} примут вид: Λ⅛ = (Γ⅛ - ¾β г) Л; + aσβ m', г (111)mį = (ag + Z)a fi - aar f—п, fi∙) Λ⅛ + (na - aaβ fi) m'.Если вектор ta пространства Λπ-1(τ)) выбран так, чтоHa-aa(√0 = O, (112)то каждой аффинной нормали ni однозначно соответствует аффинная нор­маль m, = M* + aa0WβΛi (113) •с выше упомянутым свойством локальной индикатрисы 9lπ-1(π). Эту аффин­ную нормаль будем называть нормалью Мюллера, а ей соответствующую аффинную связность

M⅛ = Γ⅛-aa^°na (114)— связностью Мюллера.Если на гиперповерхности 2Rn.1 задано некоторое инвариантное мюлле­ровское оснащение, то основной ковектор mi и вектор аффинной нормали связанны следующими соотношениями:
miml=l, miami=0, miaml = 0. (115)Если ввести поле поливекторов мюллеровского оснащения:βa∣aι...a,∣-∣ = (w,Λ0tl. . .Λβjι-1), (llθ)то оказывается, что при отображении соседнего локального пространства 

Aπ(v+dv) на исходное An(v), обтаем, определяемый поливектором eβl...c⅛-1, не меняется, т. е.
мZMβl...βn,1 = 0. (117)Отсюда вытекает, что на гиперповерхности пространства аффинной связно­сти без кручения существуют внутренние эквиаффинные связности. Таким образом, любая связность Мюллера является аналогом эквиаффинной связ­ности и совпадает с ней, если ⅛ = 0.Условия совместности деривационных уравнений (55) и (56) имеют вид:

. ⅛q M>a Λg = ¾ Λ⅛ + Rkpq Ag Л J mk ni,

Rpqr -^a Λg Λγ = (-Λgpγ fla [β fl°]) Λjr + (Z)[β a Į a Į γj + 0aσ Λβγ — aa [β ∏y∖}ni, (118)⅛,√Λ'ΛjJ = (¾aj1 +aJΛgβ-ntaaJ1) Λζ + (D(anw + no¾ + a<,u⅛) nl, где J¾β и jR¾γ — тензоры кручения и кривизны аффинной связности Γ¾, определенные формулами (21). Эти уравнения получаются таким же образом
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как и условия совместности различных деривационных уравнений гиперповех- 
ности ⅛l.1 пространства 23n [1]. Уравнения (118) эквивалентны 
уравнениям (уравнениям Риччи—Гаусса—Кодацци):

∙^aβγ aa [β aγ] = Rpqr Δ⅞ Λg AlJ, Л°,
Г
Aβ a∣ а I γ] + aaσ -^βγ - aa [β wγ] = RpqrΛpΛ%AZfmh

Dlac⅛ + aj¾ -ΛlaaJ1 = Ä^A'AgA?,
г
A≡ ⅜1 + na ∕‰ + aa [a agi = R*kpq nk Ap Λg mi,

а в случае мюллеровской связности —
¾ = ⅛ΛMgΛL

‰-0a[β⅛ = ∕⅛ρrΛ'AgAęA?,
м
Aβ al a I γ] + aaa ∙^βγ = Rpqr Δ⅞ Λg Λζ, 7Mj∙,

Aa⅛ + aj¾ = RikpqnkApt Ag Л?,
aσlaag] = ‰ΛfcA'Λ{⅛.

13. Внутренние аффинные связности второго рода. В каждой точке ги­
перповерхности S0tn-ι мы имеем п ковекторов mi и w⅞β, которые, в силу (48), 
линейно независимы. Продолжение системы (33) дает

V‰ = ¾ρΘP,
V wj∙ctβ + mf∙γ Θ⅛ = mj∙0tβγ Θ*,

W1(aβ] = Wjt⅛ΛgΛg, 
[βγ] = ^ka R∣pq ∆g Λγ.

Назовем деривационными уравнениями второго рода для 2Rλ.1 разложения 
ковекторов wj0tβι × f ’

‰β = σ⅛ miy + ¾ mi, (123)
где ⅛ = wjaβW,. Оказывается, что σIβ — объект аффинной связности, а ⅛— 
тензор. Аффинную связность σjβ, следуя А. П. Нордену, будем называть 
внутренней 
поливектор

следующим

(119)

(120)

(121)

где
(122)

9Jζ-1. Если ввестисвязностью второго рода гиперповерхности

7И1 m2...mπ

εalas...an-i =
∞la1 m2aι.. .wnaι

1 w2aπ-] ∙ ∙ ∙7wΛaw-i

(124)

существенная компонента которого ε12...π-1 = ∆, то 
σ 

ε<xι<xt... ая_ i = 0. (125)
Если гиперповерхность 9Jζ,-1 оснащена нормалью Мюллера, то c = ∆e, 

где е — существенная компонента поливектора (116). Так как, в силу соот­
ношения Aį0 mi + Λ*t ∕Hf∙β = 0,

ααβ= -Λ,amlβ, oaβ, γ= -Λjtγ7n1∙β-AItwfβγ, (126)
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то связность Мюллера и внутренняя связность второго рода σjp слабо со­пряжении относительно тензора tfσ0 [1], ибо равенство (126ss) можно предста­вить в виде ¾β,γ-Λ^τ¾β-<⅛r¾e = O. (127)Условия совместности уравнений (123) имеют вид*2« 9tgγ = Λ*,r mlt n⅛ ΛjJ Λζ∙,b[β*ιJ∣γi + ⅛,9‰= (128)(9‰-‰δ¾)6* =Из формулы (1281) следует, что в пространстве аффинной связности без кручения на гиперповерхности 5Dζ,-1 существуют аффинные связности вто­рого рода с кручением. Если det∣∣⅛∣∣≠O, то тензор Риччи внутренней связности второго рода имеет вид‰ = (« “ 2) ¾ - *Z>σγ Ricpq mia m⅛ Ag Л*, где ⅛**βγ = ⅜∙
Вильнюсский государственный Поступила в редакцию

педагогический институт 25.XI.1963
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KAI KURIOS AFININIO SĄRYŠIO ERDVĖS HIPERPAVIRSlŲ VIDINES 
GEOMETRIJOS

V. BLIZN1KAS

(Reziumė)

Kiekvienai afininio sąryšio erdvės hiperpaviršiaus normalizacijai vienareikšmiai ati­
tinka afininio sąryšio erdvė, kurios bazė sutampa su nagrinėjamu hiperpaviršiumi. To­
kiu būdu sudarytosios afininio sąryšio erdvės savybės ir apibrėžia hiperpaviršiaus 
vidaus geometriją. Afininio sąryšio erdvės hiperpaviršių normalizacijos klausimai yra 
nagrinėti V. Hlavačio, F. Nožičkos, V. Izmailovo ir kitų darbuose.

3. Lietuvos matematikos rinkinys
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Siame straipsnyje yra surasti afininio sąryšio erdvės hiperpaviršiaus objektai, kurių 
pagalba galima normalizuoti hiperpaviršių. Minėtų objektų komponentės yra sudarytos 
iš hiperpaviršiaus trečios eilės fundamentalinio objekto komponenčių. Be to, išnagri­
nėtos Miulerio afininio sąryšio objekto kai kurios savybės ir įrodyta, kad kiekvienam 
Miulerio tipo afininiam sąryšio objektui ΛfJβ vienareikšmiai atitinka antros rūšies 
afininio sąryšio objektas <¾. Pasirρdo, kad afininio sąryšio objektai Afį ir yra silpnai 
sujungtiniai atžvilgiu hiperpaviršiaus asimptotinio tenzoriaus.

Darbas atliktas G. Laptevo ir A. Vasiljevo metodu.

EINIGE INNEREN GEOMETRIEN DER HYPERFLÄCHE 
IM AFFINZUSAMMENHÄNGENDEN RAUM

V. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)
Für jede Normalisierung der Hyperfläche im affinzusammenhängenden Raum wird 

eindeutig ein affinzusammenhängender Raum zugeordnet, dessen Basis mit der betrachte­
ten Hyperfläche identisch ist. Die Eigenschaften so eines konstruierten affinzusammen­
hängenden Raumes definieren die innere Geometrie einer Hyperfläche. Probleme der 
Normalisierung der Hyperfläche eines affinzusammenhängenden Raumes sind von 
V. Hlavaty, F. Nožička, V. Ismailow und anderen untersucht.

In diesem Artikel werden einige geometrischen Objekte untersucht, die aus Kom­
ponenten fundamentaler differentialgeometrischer Objekte dritter Ordnung der Hyper- • 
fläche gebildet sind. Mit Hilfe dieser Objekte wird die Normalisierung der Hyperfläche 
konstruiert. Im zweiten und dritten Teil des Artikels werden die Eigenschaften eines 
Affinzusammenhängsobjekt von Müller untersucht. Es wird bewiesen, dass jedem Affin- 
zusammenhängsobjekte vom Müllerschen Typus ein Affinzusammenhängsobjekte
zweiter Gattung GIp eindeutig zugeordnet wird. Es zeigt sich, dass die Affinzusammen­
hängsobjekte Λfjρ und <≡αβ in bezug auf den assymptotischen Tensor der Hyperfläche 
nicht fest konjugiert sind.

Die Untersuchung wird mit Hilfe der Methode von G. Laptew und A. Wasiljew 
durchgeführt.


