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О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ 
ДЛЯ СУММ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Б. ГРИГЕЛИОНИСПусть имеется последовательностьξx, ξ2, .... ξn, ...независимых неотрицательных одинаково распределенных случайных величин с общей функцией распределения F(x). Чтоб исключить тривиальный слу­чай, мы будем предполагать, что ξjfc не равны константе с вероятностью единица.Обозначим S,o = 0, ‰=2 ξ* (™=1. 2, ...)•fc=lСлучайный процесс X(t) (t ∈ [0, оо)) называем процессом восстановления, если X(t) равно максимальному значению т, для которого Sm<t. Если величины ξjfc интерпретировать как длительности существования последова­тельности заменяемых элементов, то X (/) будет числом восстановлений элемента за отрезок времени (0, t).В. Феллером в работе [1] (см. также [2], [3]), исходя из соотношения p{s,<rI=p{x(z)>H j,
в частности, была доказана следующая теорема об асимптотической нор­мальности X(t) при больших t. Если α2< оо, то

( X(t)----- --  1 . f _£lim Р { ------ 7=^l- < х } = Ф (х) = —г— Je2 du,
t→∞ I c V t J v 7 V 2π -ooгде

∞afc= f xkdF(x), c2=—įagl •ö 1Мы будем рассматривать последовательность
xi(t), xt(t)..............xn(t}. ∙∙∙независимых одинаково распределенных процессов восстановления. Сумму n

Xlc (t) можем интерпретировать как число восстановлений за отрезок времени (О, t) в системе, состоящей из п однородных элементов.
4. Lietuvos matematikos rinkinys
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В настоящей работе исследуются условия асимптотической нормальности сумм Xk (t) при больших значениях п и t.Обозначим ^0 = -⅛∑(¾(0-Λ(0),где Λ(∕)=m¾(γ)j Fn,1(χ)=P∣ rn(0<χ}∙
Используя метод характеристических функций и известные результаты В. Л. Смита [4] об асимптотическом поведении старших моментов процесса восстановления X(t) при t→∞, докажем следующее утверждение.
Теорема. Еели α4 < ∞ и при некотором v F*(v) (х) имеет абсолютно не­

прерывную компоненту, то lim Fλ,(x) = Φ(x)л, t→∞

равномерно относительно х.Доказательство. Пусть
∕,(z)-M e'√¾ω-Λ<'>).В силу независимости процессов Xk(t) имеем

∕ iz~т= (⅞ω-Λ(oχιl . 7= )=^(T⅛)∙ (1)Но≠'(τ⅛)=1-⅛ M(¾ω-ΛW)2+MΛ(-^, ¾w-A(0). (2)
где ∙R(z, *) = --l⅞5→-⅞γ∙ f e^izuκ3rfκ., оОтсюдаI mr (τ⅛-> Хк w - M15≡ I m (^w^λ w)3 i÷

+ ^24⅛ M(¾(r)-Λ(rt)4. (3)
Семиинвариант r-го порядка Xk (t) обозначим через Γr (/). Из результа. тов В. Л. Смита [4] следует, что если ar< ∞ и при некотором v F*ω(x) имеет абсолютно непрерывную компоненту, тоΓr(r)=γ√+o(0 (t→∞). (4)Если, кроме того, a,+t+ι< ∞ (p≥0), тоΓr(r) = γ√+σr +o(-⅛-) (<→∞)∙ (5)
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Константы γr и σr являются конечными рациональными функциями от мо­ментов аЛ до r-го и г +1 -го порядка соответственно.В частности,
1

Ys =

«а
2 а»

3α8
^Г

«э
«1

3α8 , 1
а» a1 *Из известных соотношений между центральными моментами и семиинва­риантами получаем, что M(x√f)-Λ(r))2=r2(0.m(x√z)-λ(o)3= г.« (6)

И M(¾w-Λ(θ)4=r1w+3Γi(θ.Отсюда в силу (3) и (4)Imλ(t⅛' ^W-Λ(0)∣≤c1(τ⅛ξr + ⅛). (7)Через c1, с2, ... мы обозначаем положительные константы, зависящие лишь от моментов ос*.Поскольку j-ArM(xt(0-Λ(∕))2-i ∣≤⅛ ,то из соотношений (2) и (7) находим, чтоz-⅛⅛÷,-⅛-*"∙'ω' <8>где
Далее везде будем предполагать, что ∣ z ∣ ≤ с4 ]/ п , где с4 - достаточно малая положительная константа. Из (8) тогда получим, чтоk'(∏fe-) I»1 -4—(4 + VT ÷e≈)

Значит, для таких z ft (—τ=^} отлична от нуля и
\ су nt /∕o,,(z) = exp { п In/, j = exp { л In [1 -(⅛ + (z)) ] Į =

= βxp { - 4 - nRπt, (z) - R,., (z) } , (9) .
Λ,,,ω=⅜ (⅛ + ⅛,w)2 (1 -θ (⅛ + ⅛,, ω))^2, ∣Θ∣< 1.
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Имеем
+ ⅜)<⅛i∙ (10)Пользуясь неравенством ∣ew-l∣ ≤ ∣w∣ <?'*”,из соотношений (8) —(10) найдем, что

∣Λ<(z)-e 2 ∣ = e 2 I ехр { -л ⅛,, (z)(z) ∣-1 ∣≤
2 I _ z v « z v I Л . (z) + Л_ f (z) I≤e ∣bΛλ,(z)+¾,(z) j el "∙, "∙'l'l ≤

≤ e~c∙*t

где c8 > 0 при достаточно большом t и достаточно малом с4.Применяя известную теорему Эссеена (см., например, [6] стр. 211), выбрав T=c4 У п , получим, чтоsup I ⅞.< (х)-Ф(х) I ≤ С, (γ + 1 + -y=) ≤ с„oo<^<co I I ∖ t V nt n V п /Отсюда и следует утверждение теоремы.Отметим, что поскольку Λ(r) = Γ1(r), то при предположениях нашей теоремы в силу (5)
λw=⅛+-⅛-i+o(4-)∙Условия доказанной теоремы, по-видимому, могут быть ослаблены, а сам результат распространен на случай разнораспределенных слагаемых процес­сов восстановления Xk(t).
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APIE CENTRINE RIBINE TEOREMĄ ATSTATYMO PROCESŲ SUMOMS

B. GRIGELIONIS

(Reziumė)

Sakysime, turime seką <jξ⅛I> nepriklausomų neneigiamų vienodai pasiskirsčiusių atsi­
tiktinių dydžių. Žymėsime

oo m
F(x) = P{ξk<x}, 4= f x*0F(x), S, = 0, Sm= ∑ ξt(⅛> 1).

0 ⅛≡=1
Atsitiktinį procesą X(t) (∕e[0, ∞)) vadiname atstatymo procesu, jei X(Q=max 

f m : Sm<t).
Darbe nagrinėjama seka ∙{Xjfe(7)^ nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atstatymo 

procesų. Įrodoma, kad jei α4<oo ir egzistuoja v, kuriam F*<*> (x) turi absoliučiai toly­
dinę komponentę, tai

" jc
,,1Sβp{ 7⅛ ∑ (**<')-λ<'))<√= y=√ ' 2

tolygiai atžvilgiu x; čia
Λ(r) = M Λjfc(r), c* = -"Л .

ON THE CENTRAL LIMIT THEOREMS FOR SUMS OF THE RENEWAL 
PROCESSES

B. GRIGELIONIS

(Summary)

Let we have a sequence of the independent nonnegative equally distributed 
random variables. Let

∞ m
F(x) = P{ξjfc<x}, ak= f xkdF(x)t So = 0, Sm= ∑ ⅛ (m=l, 2, ...).

0 Λ = l
A stochastic process X(t) (te [0, ∞) ) we call to be a renewal process, if Λ(∕)=max

In the paper it is examined a sequence ∖Xk(t)[ of the independent equally distri­
buted renewal processes. We prove that if α4<∞ and for somev F*(v) (x) has an abso­
lutely continuous component, then

л χ ⅛i
p! 7⅛ ∑1 (x*<'> - λ <'>) < *} = V⅛J e~2 du

uniformly with respect to x, where

Λ(ri = M¾(⅛ t*= °ti~,αi .
αι




