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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ ДЛЯ 
СХОДИМОСТИ к УСТОЙЧИВОМУ ПРЕДЕЛЬНОМУ ЗАКОНУА. МИТАЛАУСКАСРассмотрим последовательность независимых случайных величинς1. ξ2, .... ς,, ... (Ос функциями распределения F1(x), F2(x), ... и характеристическими функ­циями φ1(x), φ2(*), Пусть

лΣ Kk~AπΛ=-t⅛—. /.»-мл.Вопрос о том, когда Р { Sπ < х } при соответствующем подборе нормирующих коэффициентов Ап и Вп > 0 сходится к функции распределения устойчивого закона, полностью решен только в случае одинаково распределенных слу­чайных величин (см., напр., [1]). В случае же различно распределенных случайных величин известны лишь частные результаты. Упомянем работы Б. А. Рогозина [2], автора [3], В. Μ. Золотарева [4]. Однако результаты (2] и [3] не допускают уточнений в смысле асимптотических разложений, а в [4] имеются ошибочные утверждения, приводящие к неверному резуль­тату. Цель настоящей заметки — восполнить пробелы работы [4].Обозначим через <7ct(x, λ) функцию распределения устойчивого закона, заданную характеристической функциейexpl - λ∣∕∣βexp[-fy β(l-∣l-α∣)sgnrl∣, a≠l, *≡(U) = rπ n jexp∣ -λ∣ z| Iy + ißliwsgnzj I, a=l,где 0<a≤2, -l≤β≤l, λ>0,Обозначим далее Ωλ(x) = Ffc(x)-Ga(x, ХА); ωjfe(r) = φjfe(0-gβ(^ λjt)i
f xmdΩk(x)-,

— 00Vt(r)- f |xHÄMx)|;
—согде г≥0, т>0-целое и { λfc}-последовательность положительных чисел.
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Отметим, что если абсолютные моменты vfc(α) конечны для всех к, то путем линейного преобразования μ*([a]) можем сделать равными нулю.Выберем постоянные А„ и В„ следующим образом:
л 1

⅛-(ΣM*.
Л=1

О βBnln⅛, a≠l, a=l.Тёорема. Пусть последовательность (1) удовлетворяет следующим усло­
виям:. п1. Существует последовательность { ХА }, для которой lim ∙λ⅛ = ∞ и
абсолютные моменты v⅛(a) конечны для всех k; "→βo⅛=ι2. Для любого τ>0-⅛r∑ f ∣xΓI<∕Ω*(x)∣→0 при n→∞∙, " ft-l ∣x∣'>τBn3. С ростом п ∑¾(a) = O(⅛fc≡l
Тогда при n→∞ равномерно относительно х 

V{Sn<x}→Ga(x, 1).Доказательство. Для доказательства нам достаточно показать, что в произвольном конечном интервале ∣ г ∣ ≤ Т__ limf,(t)=g<,(t, О-
n→∞Преобразуем характеристическую функцию f „(t) следующим образом:

∕.(<)-∕"-⅛⅛. ⅛)÷-(⅛)]-
Л=1

ωt(⅛)



Об интегральной предельной теореме 237При α≥l (считая, что μ*(l) = θjιH⅛)∣≤ f P'v-ι-ι'⅛^∣∣rf¾ωι≤τ f l⅛χ∣⅛ωι +
I vH

+ f ∣^-x∣∣<∕Ωt(x)∣≤4-82-,,-⅛^v√α) + -8sH-⅛^ f Mα∣Λlt(x)∣.
I vl>s l*l*ι<τОбъединяя случаи α < 1 и а ≥ 1 можем писать для ∣ г ∣ ≤ Т

Очевидно, здесь приняли
Но при 111 ≤T

⅛l+-⅛ f ∣vι<a⅛ω∣]∣∕∣∙." " I*∣>41
8*^β ∙ α<1- f 8« , α<l,4-δ≡-*, «>1, 8г = | 8*-*, α>l.
H(⅛, Ml1*c∙где С не зависит от к, поэтому

ω*(⅛) 
√⅛∙M ψιc2⅛Γ+⅛⅛ ∕ ∣x∣a∣λi*W∣]∣,∣a∙Ввиду условий теоремы коэффициент при 111“ можно сделать сколь угодно малым, скажем, меньше чем γΓ"a, поэтому при ∣r∣≤T

ёл{вп ' λ*)и мы можем брать разложение логарифма
∑ι-(ι÷ ^,^H∣ )∙∑ wj,∙∙*-■ ∖ Mä’M / -*-∣ f⅛' Чmt(⅛)

где
Но ^-∑ ∑v( ,(^I^∙∖ )'■

k=∖ s =2 ∖ ga ( , λfcj ∕

ω*(⅛)
ω*(⅛) n

=4Σ
Λ=l

gAβn∙ M1- ω*,(⅛)
g∙(⅛∙M

g*[Bn< M
s

2

2

л

≤Σ ω*(⅛)
/ t \

2 л

<÷Σ ω4(⅛)
/ t \

к=\ 4⅛∙M к=\ t⅛∙4
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Так как ввиду условий 2 и 3
л

Σ ¾ («)8ιC-⅛⅛-+ £ ⅛∑ ∕ Wα∣<β⅛ω∣<ε,π * π Ifc=l I х I >xBπто в любом конечном интервале 111 ≤ Т при n→∞

Поэтомуили f∣>(t)=ga(t, l)exp{o(l)}lim∕n(z)=gα(l, 1)в интервале 111 ≤ Т. Это равносильно утверждению теоремы.Следует отметить, что в условиях теоремы случайные величины -¾l, к = = 1, 2, ..., являются бесконечно малыми в смысле, несколько отличном от общепринятого, а именно, они удовлетворяют условию:sup f ∣JΩλ(Bπx)l→0 при n→∞.

При дополнительном требовании
из него следует обычное условие бесконечной- малости:sup Į dFk(Bnx)→0 при n→∞. I≤λ≤π. /

∣x∣>ε♦Отметим несколько частных случаев. В случае, когда величины ξfc, к = = 1, 2, ..., одинаково распределены, из существования момента v(a) =I хĮ“ IdΩ(х) Į следуют все условия теоремы, а Brt=λa па. Отсюда по­
—®лучаем известный факт, что если v (а) существует, то F(x) принадлежит области нормального притяжения закона Ga(x, λ). Поэтому требование в нашей теореме существования vjk(a) можем рассматривать, как требование, чтобы каждая функция распределения Fk(x) принадлежала области нор­мального притяжения „своего“ устойчивого закона Ga(x, λfc).Далее, если существуют моменты vfc(a + δ), £=1, 2.............. δ>0, тоусловие

л

4. 2 vjfe(a + δ)

⅛x+δ,n≈ -------→0 ПРИ Л_>0°влечет за собой 1 и 2, поэтому условия 3 и 4 также достаточны для спра­ведливости нашей теоремы.
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Наконец, отметим, что в случае α = 2 параметру λ⅛ соответствует дис- 

00 t
Персия <⅛ = ∫ x2dFk(x) и требования теоремы сводятся к требованию вы-

— 00

полнения условия Линдеберга.
В заключение автор выражает сердечную благодарность В. А. Статуля- 

вичюсу, сделавшему ряд ценных замечаний.
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INTEGRALINE RIBINĖ TEOREMA KONVERGAVIMUI Į STABILŲ RIBINĮ DĖSNĮ

A. MITALAUSKAS
(Reziumė)

Nagrinėjama nepriklausomų atsitiktinių dydžių seka (1) su pasiskirstymo funkcijomis
Fk(x), k=∖t 2, ... .Sakysime, G(x, λ) yra stabilaus dėsnio pasiskirstymo funkcija 

00 •(0<α≤2) Sakysime toliau, Ω⅛ (x)=Fk(x)-Ga(x, Xjt); vjt(α)= J ∣ χ ∣β ∣ dΩk (x) |; Sn=-g-×

— 00

Ял=ЗВл1п5л, jei a=l, ir A„=0, jei a≠l. Straipsnyje įrodoma ši teorema. Sakysime, λk, A≡l, 2, ..., yra diverguojanti teigiamų skaičių seka, tokia, kad v⅛(α) egzistuoja visiems k. Jei kiekvienam τ>0 *im⅛-Σ [ ∣*∣4Λ⅛M∣-0
"^*°° n fc=l I x∣>τBnir

n∑ vjt(a)=O(B«),
tai tolygiai x atžvilgiu (a→oo) P{S,<xI→ff,⅛ 1)
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ÜBER DEN INTEGRALEN GRENZWERTSATZ FUR DIE KONVERGENZ 
, GEGEN DAS STABILE GRENZGESETZ

A. MITALAUSKAS

(Zusammenfassung)

Wir betrachten eine Folge (1) unabhängiger Zufallsgrössen mit Verteilungsfunktionen 
F∣t(x), k=∖,2, ... . Es sei Ga(xt λ) eine stabile Verteilungsfunktion (0<α≤2). Es sei weiter

∩*(x)=Ft(x)-Gα(x, X*); vt(α)= ∫ |x|«∣dθk(x)|;

— 00

вЧ?л) ∙ Лл—ß Bn In

wenn α=l, und Ля=0 sonst. Im Artikel ist ein folgender Satz bewiesen. Es sei λ*, k=∖f 
2, ..., eine divergierende Folge der positiven Zahlen, und v* (a) seien für alle k endlich. 
Es sei für beliebige τ>0

und

n
∑ [ ∣x∣∙∣<∕Ω*(x)∣=0

Λ-l ∣x∣iτ2>n

n
∑ 4(«)=O(B$.

k=l

Dann gleichmässig in x (π→∞)
P { Sn<x} → Gβ(x, 1).


