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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ ВЕЩЕСТВЕННОГО 
КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ *(]∕ 2^)И. УРБЯЛИСНачало изучению распределения простых множителей алгебраических числовых полей как объектов, подлежащих многомерной интерпретации, по­ложил Э. Гекке [6]. Им изучен главный член в многомерном асимптотиче­ском законе распределения простых идеальных чисел. Г. Радемахер [8—10] для случая вещественного квадратичного поля, а затем И. Кубилюс [4-5] для любого поля алгебраических чисел получили оценку остаточного члена в законе Гекке, причем точность оценки такая же, какую можно получить в законе простых рациональных чисел без применения метода тригонометри­ческих сумм. Естественно ожидать, что привлечение метода тригонометри­ческих сумм позволит существенно улучшить эту оценку. Для случая мни­мого квадратичного поля это удалось сделать И. Кубилюсу [4]. В настоя­щей работе, используя метод И. Кубилюса и новые оценки тригонометри­ческих сумм И. Μ. Виноградова [2] и H. Μ. Коробова [3], доказывается весьма точная оценка остаточного члена асимптотического закона распреде­ления простых чисел вещественного квадратичного поля в секторе. Для простоты берется поле К (]/ 2 ).Каждое целое число а поля К (]/ 2 ) будет иметь вид а = к +1 ]/ 2 , ему сопряженное α' = fc-Z]∕2, где к и /—целые рациональные числа. Норма целого числа a будет обозначатьсяW(a) = aa' = Aτ2-2∕2 = M⅛ /).Основная единица равняется η = 1 + ]/ 2 , и каждую единицу мы получим, заставляя г в выражении ± (1 +]∕^2)'пробегать все целые рациональные числа. Два числа, отличающиеся лишь множителем, являющимся единицей, называются ассоциированными.Характер Гекке [6] первого рода mod 1 равняетсяλ"(a)= exp (ia In | ~ ∣) =exp (ia In ∣ Į λm(⅛, Z),

причем здесь и в дальнейшем
тгт

ln(l+V^2) ’ ти = 0, ÷ 1, ÷ 2, ...Когда m = 0, характер является главным и равняется 1.



410 И. Урбялис

Пусть s = σ + ti — комплексное переменное. При помощи характера λm(α) образуем Z-функцию Гекке
Z (s, λra) = ∑* λ'"(a)∣ΛΓ(a)∣-',

где знаком * указывается, что при суммировании из каждой системы ассо­циированных чисел берется только по одному представителю. Z- функция Гекке является целой для всякого неглавного характера λ"'(a). Если же т = 0, то Z (s, λ0) = Z(s) является регулярной во всей плоскости, кроме точки 5=1, где она имеет простой полюс. •Гекке [6] вывел для функции Z (s, λm) функциональное уравнение
где Z(s, λπ') = κ(λm) ψ(5, т) Z(l-s, λ~m),∣κ(λ-)∣ = l, (1)

(2)
Обозначая 
имеем F(k, ∕) = aln I I -1 In I Λr(a) ∣, (3)

z(j, λ")=2* σ∣F(k,∕)

I AT (a) ∣e,Условимся относительно следующих обозначений:σ-V∣<>-fl,∣, K=p∣ + ∣a∣,r = )f∣+10, Λf=∣m∣ + 5,если m = 0,в других случаях,
ε, = { 1,0 если I = 1, в других случаях.В наших рассуждениях буквы c0. cι> • • •» c27 будут обозначать абсолют­ные положительные постоянные.

Лемма 1. Если -l≤σ≤2, ∣∕∣≥53f, тоψ(⅛ m) = (^)1 2° e-'θ<,∙"l>+ O(I r∣-2°),
где Θ (/, т) = 21 In 4%- + a ln Į ∣ - y sgn t.
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Кроме того, в области — 1 ≤σ≤2 имеют место оценки:

б)
в)
г)

а) ψ(s, m) < U1~2° при

ψ (s, т) < ∣∕ + α∣
1 j — 1 — ai Į при

ψ (s, m) <

1
^2^σ 

∣∕-αΓ при1 s - 1 + ai 1

1ψ(1y, 0) < приμ-i∣∙ ИзДоказательство. формулы Стирлинга следует, что при
г(1 (.—)) 
'(>>)

(4)

+ T'sgn('-α) + θ(∣⅛)∙
Так как ∣α∣<4Λf, то при lr∣>5Λf имеем, что (5)

Из (2), (4) и (5) следует асимптотическое выражение для ψ(1y, т), приведен­ное в формулировке леммы.Оценка а) следует отсюда непосредственно. Оценки б), в) и г) полу­чаются из (2), (4) и (5) и поведения Г-функции в окрестности полюса.Лемма 2. Пусть — — ≤σ1≤0, 1≤¾≤2.
В области

σ1 - In"1 MT≤ σ ≤ σ2 + in’1 МТ, | Г ∣ ≥ Е(т) (6)
имеет место оценка

1— 2σ, '-—— (σ,-о)
Z(s, V) < (MTy,~°' In МТ.Доказательство. Составим вспомогательные функции
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где Λ(i)=exp ((inM+ln(s + 3) + y 8ii) ~1- (σs-j))∙ln (λ∕(s+3)) ,
δ1 = — 1, δ2 = 1, причем берутся главные значения логарифмической функ­ции. В облает^ (6) функции Φj(s, λnι) регулярные. Нетрудно убедиться, что

(о»—О) t (sgn t+δ -) ∙^2σ*

fj(s)χ(MT)°,~°l e2 j°,~σtlnMT. (7)
Оценим функции Φ7(1y, λm) на контуре области (6). ИмеемZ(σ2 + l∏^1 MT+it, λm) < Z(l +ln'1 МТ) < In МТ.Отсюда, из функционального уравнения (1) и леммы 1 получаем:. Į Z(σ1-ln^1 Λ∕T+⅛, λ") ( == | ψ(σ1-ln'1 MT+it, т) | ∙ ∣ Z(l-σ1 + ln'1 MT-it, λ^") | «

« (MT)'~2°,+2'°^'mt ■ I Z(l + ln^l МТ) j < (Λ∕T)1^2σ, In МТ.

Если w = P, то функция Z (s) совпадает с Z-функцией Дедекинда. Тогда на отрезках ∣Z∣=1, σ1-ln~1 55≤σ≤σ2 + ln"1 55имеет место оценка Z(5)< 1.Из полученных оценок и из формулы (7) получаем на контуре области (6), что
Φj(s, λm) < 1.Используя представление Θ - рядом ([6], стр. 34) функции Z (s, λm) имеем, что в области (6) Φy∙(s, λm)<eβτ,где В не зависит от 5.Доказанные свойства функции Φj(s) позволяют применить известную теорему Фрагмена —Линделёра ([7], теорема 170). Тогда во всей области (6) имеем
Φj(s, λ",)<l.Используя полученную оценку для функции. Φ1(s, λ",), когда r≥0 и для функции Φ2(j, λm), когда z≤0, получаем утверждение леммы.Как частные случаи леммы 2 получаются следующие леммы. 

Лемма 3. В области >- j ≤ σ ≤ 2, 11Į ≥ E (m)

3.Z (j, λ"1) < (MT)2 lnMT.

имеет место оценка



Распределение простых чисел 413Лемма 4. В области О ≤ σ ≤ 1, Į11 ≥ Е (т) 
имеет место оценка

Z (s, λw,) < (Λ∕T)1~σ In Л/Т. Лемма 5.
Z (О, λm)<ζ м In Μ.XЛемма 6. Пусть у ≥ 1, 7 — целое рациональное число, О ≤ Z ≤ 3, b — ве­

щественное число, -1<6<{, /+1 >3∣-(1-2ft),η(Z>)= min ∣Z>+j∣≠O и b≠∖.
j=o, i....../

Для всех вещественных и и v

Доказательство. Обозначаем
/к

b + iυ

v)= ∫
b + iu

ys Ψ (s, т)___  J-
j(,+ l) ... (s + 0 ατ∙

J (и, v)= f r-'-* lΛ-⅛e-, θ∙">Λ, (8)где •Θ1(r) = Θ(r, w)-rlnj.Из формулы (2) получаем:
Отсюда

Iи
ψ(1y, w)f=Ψ(5, т).|/(0, -и) ∣=∣ /(О, «)|

Į i(u,. ®) Į ≤ I ∕(θ>«) Į + ['Λθ> ®)Ввиду этого, лемму достаточно доказать для интегралов 7(0, и) и и > 0.Пусть α>0, 0<u≤c1Λf, где c1 достаточно велико, тогда:7(0, w)<≤7^0, у я)+ 7 (у α, a-c2j + I(a-c2, a + c2) + I(a + c2, c1 М).При помощи леммы Г имеем:
I (о, 1 α)<∕ M∣-≈∙(,->(6)+t√1 In м) ,J__ a-ct J___/(у а, a-cl)<iybM-l-1M 2 ∫ ∣Γ-α∣2 dt < yb M'~2b,

1
2 aгде ∖t + a∖^M, ∣5+j∣x∣∕∣xΛ∕, j=0, 1, ..., I.
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Далее,

I(a-c2, a + c2) < yb M~l~1 f ∣ z±gJ .2____ dt <j ∣5-1— ail
a—ct '<⅞^Λ∕→∣Z>-1 ∣^1 ∫ dt <⅞∕ Λf-*∣*-1∣-∖

a-c,

I(a + c2, c1M) <ζyb M~l~1 M1~2b M <ζyb M1~2b.Кроме того, когда т = 0, будем иметь7(0, 5c1) = 7(0, <⅛)+7(⅛ 5c1K∕((6-l)→ + η-ι(Z>)j + 
+yb <⅛J*((Z>-l)-2 + η-1U>)).Из этих соотношений имеем:7(0, + (7>-l)→ + ε∣+1 In Л/). (9)32 Пусть u>c1M. Из леммы 1 и из условия, что Z+Γ> (1-26), получаем:

I(c1M, u)=yb (-уj1 26 J(c1M, u)+yb ∫ O(t-2b~1-') dt =
clM

=yb(4)l~2t ")+0(∕^^26)∙ 0°)Оценим интеграл J(c1M, и). Имеем:
U f

J(c1Λf, u)= f — Q,1g-^lt e~">∙<'>dθl(t), (H)
t=c1M 1где 2ΘJ(0 = 2(ln σ-lnz), z = 2y2 А-1. <Исследуем несколько случаев.lo. z≤15Λ∕, c1 = 30.Из условия ^+l>^∣∣ (1-26) получаем, что функция t~,~1 U1~2b убывает в интервале [30 ЛГ, w], а в том же самом интервале функция Θ'1(t) есть по­ложительная, возрастает и > 1. Тогда функция

r_/_! ιμ-2bΘJ(Oубывает в интервале [ЗОЛ/, и] и из второй теоремы о среднем имеем:/(ЗОЛ/, и) « M~a,~' Į f' <7e-iθ∙ω ∣<⅛Λ∕-24-'. (12)7=30Λf2o. z > 15 М, c1 = 8. ОбозначаемAl 11
u1≈(z2-z2 +α2)2, u2 = (z2 + z2+α2)2.
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2a. 8Λ∕<u≤m1. Нетрудно убедиться, что числитель первого множи­
теля подинтегрального выражения формулы (11) в указанном интервале 
убывает и является положительным; знаменатель является отрицательным 

убывает по абсолютной величине и стремится к ln(l-z 2). Указанная 
дробь или будет во всем интервале монотонная, или в этом же интервале 
будет иметь экстремум. В первом случае для интеграла J(8M, u1) приме­
няем вторую теорему о среднем. Во втором случае этот интеграл разбиваем 
на два интеграла:

J(8M, u0), J(u0, u1),
где и0 — точка экстремума, и каждому отдельно тоже применяем вторую 
теорему о среднем. В обоих случаях получаем:

J (8 М, m1)<
r_/_l ĮJl-ib 

In U— In z
t~l~1 U1~*b

In U— In z
I <m-2*-'+ ∣∕=l∕x

-2δ-∕+4 -2fr-Z+4-
+ z 2<z 2.

26. u1<w≤w2. Из формулы (8) имеем:

? -∕-2⅛+v
J(w1, u2) < J t~l~1 U1~2b dt (u2-u1) z~l~2b < z

1

2b. u>u2. Как и в Г случае из ΘJ(u2)>z 2 получаем
—2Ь—/+ —

J(u2,u)<ζz 2.

Таким образом, для каждого u>8M во втором случае имеем

—2Ь—/+ —
J(8M, и) <ζz 2 <^у (13)

Подставляя (12) и (13) в (10), для каждого u>c1M, где c1 = 30, если 
z≤ 15Λf, и c1 = 8, если z>15Λf, получаем:

_!_ _ 1_

I(c1M, u)^M~2b yb+y4 2 .

Последняя оценка вместе с (9) доказывает лемму.
Лемма 7. Пусть x≥ 1. Тогда

1
2* λm(α)-E(m) c2x<^M2 x3 lnΛf + x2 +М 1пх.

0<7V(a) ≤jc

Доказательство. Лемма тривиальна при х^М; поэтому будем 
считать x>ciM, где ci достаточно велико.

Из теоремы о вычетах и леммы 3 имеем

ds=½ Z(0, λm) +
2+∕∞

1 Г xs+3Z(s, λ"l) 
2π∕ J s (s + 1) (s + 2) (s + 3) 

2—i∞

(14)
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Обозначаем
s(×, λm)=⅛- ∑* λ"(α)(x-jV(α))3.0<N(α)≤x

Из соотношения ([7], теорема 209)2+i°° ( 1 .1 Г ys+3ds I (у- I)3 ДЛЯ J≥l,
2π∕ ,(,+ l)(z+2)(, + 3) I 0 для 0<д;<1

и того, что ряд
Z(sf λ",) = 2* λm(a)∣ N(<X,) Ia

сходится равномерно при σ = 2, имеем: ι2 + ∣ao1 Г Xs+3 Z(s, λm) j _
2πi J j(j+1)(5 + 2)(s+3) as~

2-i∞

! х V+3I 13 1 2+∕°° ∖ I N(a,) Į ∕__________ ,
= 2 λm(a) Į N(a) I∫ 5(5 + 1) (5+ 2) (s + 3)a 2—i∞

= ⅛ Σ* λmW (*-W(a))3 = S(x, λ"').0<2V(a)≤x
Из функционального уравнения (1) имеем

i
2π∕

χy+3 Z (s, λw) 
s (s + 1) (5 + 2) (s + 3)

d⅛ = κ(λm) 2*λ~m(a) Į NW
a

— — -r<βJ
1 г ж

2πi J s(s+l) (5 + 2) (s+3)
_ I-

Полученные результат^ подставляем в формулу (14):

S(x, λ^∙) = ≤∙ Z(0, λ<") + Е(т) с, ½ +

+ κ(λm) 2* λ-"'(a) j W(a) ∣~1 W(у),
а

где
- ⅛+i∞ ✓ 

и/λ _ __L f ys÷3Ψ<5> mL _ 
*rV'- 2πi J 5(5+l) (5 + 2j (^ + 3)

I
-7-'β0

и
у = I N (a) j x.

Обозначаем

z = Λf7√

(15)
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и для обеих сторон соотношения (15) применяем оператор
3 x+z y1+z yt+z∖f(x)=∑ (~l)l Cl3f,(x + lz)= f ⅛,ι f ⅛,2 f Р"(Уз) <ly3.

l=0 X У1 ΛТогда ∆r -≤ Z (О, λm) = z3Z(0, λm)<⅛z3Λ∕ln М,

где последний результат получен из леммы 5. Далее,Δ2 E(m)c3 = Е (m) (c3 xz3 + О (z^.

Переходим к оценке Δ2 W(y). Из формулы (2) и 1 леммы имеем 
b + i∞

= f
. b-i∞

ys+i⅛{s, m) ___ ,
s(s+ 1) (5+2) (5 + 3)где

Из леммы 6 имеем ⅛=-l + ≠-.
In j>

W(j) <≤ M3 y2 In у = К (у, m).Отсюда уже следуетΔ. jp( I ΛΓ(α) j x)<⅛ ∕c( I 77(a) j х, m).
Эту самую величину оценим другим способом. Для небольших вая оценка будет'точнее. Для этого оценим Wm(y). Обозначим-∣∙ + <°oφω=⅛ f ys+3 ψ (s, m) ,

5(5 + 1) (5 + 2) (5 + 3) as'

(16)
X но-

Отсюда получаем: (17)Ф (?)=A (?)+A (?) + w (?),где: P0(y) = j3 Ψ(θ, — вычет подынтегральной функции в точке 5 = 0, а А(?) “ в случае τn≠0 означает сумму вычетов этой же функции соответ­ственно в точках s = 1 ±ai, и в случае m = 0 означает вычет в точке 5=1.Для всех ограниченных у, ?>0 интегралы-∣+∕∞φ'W=⅛ f j>J + 3-∕ ψ (jj m)-r-тт-------- 7-ττ~n- ds> (z=0> U 2, 3)5(s+l) ∙ ∙ ∙ (5+3-7) ’ κ ’ ’ ’ ’

сходятся абсолютно и равномерно. Поэтому ([7], теорема 205) 
φl(y)=φW(y), (i=0, 1, 2, 3).Тогда из формулы, (17) имеем
W"' (у) = -Р? (у)-P'1" (у)+Ф'" (у)
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или
-∣+∕∞

W"'(y) = -ψ(0, m)-P,1"(y) + ∫ yψ(j, m)⅛ (18)р.Используя еще раз лемму 1, переносим контур интегрирования послед­него интеграла до прямой σ = -∣∙ . Теперь вычислим вычет подинтегральной функции в точках s = 1 ± ai, когда т ≠ 0 или в* точке s = 1, когда т = 0. Для достаточно малых окружностей С с центрами в точках 5=l±αz, соответственно в точке 5= 1
J8 1 г y,+s ψ (s, m) j 1 r ys . į 4 ,dyi 2πi J s(s + 1) (s + 2) (j + 3) 2πi J s ds'

c cОтсюда получаем, что P,1" (у) является вычетами функции — ψ (s, т) соот­ветственно в точках 5=1+ ai, когда т ≠ 0, или в точке 5=1, когда т = 0. Таким образом, ⅛+'*
w"'W>~^⅛Γ / Т Ψ(i> m> <*~Ψ(θ. »»).

Из лемм 1 и 6 получаем
W"f(y)^L(y, т),

где 112

L(y, m) = M+yλ +y6 M3laΛf.Согласно последней оценке, имеем
∣ΛZ(<x)∣ (x+z) Λ+∣N(α)∣2 j,+∣N(a)∣JΔ,0'(∣jV(a)∣x) = f dyl f dy, f H""(y,)dy,<ξ 

∣N(a)∣^ y1 λ<≤Z, ( Į ΛΓ(a) Į x) Į ΛΓ(a) )’Л (19)
Из оценок (16) и (19) имеем2* λ-"(a) Į N(β) ∣^4 ∆1 Į ΛΓ(a) (х) <

а<z3 2 АГ (a)-1 L х, т}+ N(a)"4 К х, /и).
0<N(a)≤x 7V(<x)>xПри помощи частичного суммирования и тривиальной оценки

0<N(a)≤.rполучаем, что эта сумма 2 1 1<z3 (А/3 л3 In М + х2 + М ln∖∙).
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Применяя введенный нами оператор к обеим сторонам соотношения (15) и учитывая полученные оценки, имеем
2 2 2∆τ S (х, λm) = z3 Е (m) c3x + O^z3(M3 x3 In M + x2 + М In x)j. Обозначаем

H(x, λ")= 2* λ",(α)∙
0<JV(a)≤.rТогда

x+z yl+z yt+z

∆z S(xt λ'π)= [ dy1 f dy2 f H(y3, λn,) dy3 =
x >i У»

2 2 2
= z3 E(rri) c3x + O ^z3(M3 x3 In M + x2 + M lnx)j. (20)Исследуем случай, когда w = 0. Тогда из (20) будем иметь: 

z3H(x, λ0)≤ΔzS(χ, λ0) ≤ z3 Я (х + 3z, λ0) (21)Таким образом,
2Я(х, λ0)≤c3x + O(x2).Обозначаем

2 2
u= x + 3∙ 53 х3и из второго неравенства (21) находим 2

H(u, λ0)≥c3M + O(w2).Отсюда следует
2Я(х, λ0) = c3x + O(x2). (22)Пусть m≠0. Тогда из (22) имеем (x<j3≤x + 3z)

2|я(л, λ")-ff(x, λ")∣ ≤ 2*1 = O(z) + O(x2).

x<N(a)≤x+3tТаким образом
2Я(л, Х”) = Я(х, λm) + O(z)+ O(x2).Полученный результать подставляем в формулу (20)

2(я(х, λm)+O(z) + O(√)] z3 = E(m)⅛xz3 +
2 2 2+ θ(z3M3 х3 lnΛ∕)+θ(z3Λ∙2)+θ(z3Λ∕lnx) ,

ИЛИ

2 2 2Я(х, λm)-E(m) c3x М3 х3 In Λ∕ + x2 +М 1пх,Лемма доказана.
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Заметим, что для наших целей достаточна и менее точная оценка по сравнению с полученной в лемме 7. Доказательство ее проще. Результат леммы 7 интересен сам по себе.Лемма 8. Пусть X≥l. В области σ>-^∙Z(s, λ'")= 2* χm(α) N(a)^i + E(m)cj -~I--Hl(X, λ"1) X~∙ +
0<N(a)≤A-

со+ 5 ∫ 771(m, λm) u~1~3 du,
X

где
H1 (и, λm) = 2 * λ", (a)-e (m) с9 и.

0<ΛΓ(a)≤uДоказательство совпадает с [4], лемма 7. Лемма 9. В области σ≥0,9 справедливо тождество

Z(s,Vn) = 2* λ"(a) n(«)■’+o(1)-0<N(a)≤ctK, Доказательство совпадает с [4], лемма 8. Лемма 10. Пусть и>1 — целое рациональное число, 
X>0, X≤x≤3X, 0≤y≤∣x.

Тогда справедливо одно из неравенствI ∣>(fc-l)! ¾t VX-∖ (к-п, п+1).

Кроме того, всегда существует такое c1, что I^∣≤cj(n-1)! VX-. 2 Доказательство. Каждому Λr>0, Ar≤x≤3X, у хдество (3) можно записать в виде
F(xi y) = —(t —а) In (я + ]/ 2 j)-(r + a) ln(x-]∕ 2 у).Простой подсчет приводит нас^к формуле*£- = („_ 1)! (↑∕^2)* И"' - ((-l)"(/-a)e-"’ + (r + a) «"»),

(23) ^
(24) тож-

(25)где
1 . 

φ = у In
x+)∕2y
*~i∕~2y ■

(26)(27)
Очевидно, что в вышеуказанной области функции Wr,' и φ удовлетворяют следующим неравенствам: ⅛≤",≤÷-~ 0≤φ≤ln(3 + 2 )∕^2).Кроме тогоу выражениеI (- l)ft(∕-a) e~k* + (t + a) I ch*
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ekφ

для одного из двух последовательных значений k(k = n, и+1) всегда будет равняться
t — a Į e-*φ + Į t + aи ≥ Feifcφ, где верхний знак берется при sgn∕ = sgnα, а нижний при sg∏r≠ ≠sgnα. Отсюда и из формул (25), (26), (27) получаем (23).Для доказательства утверждения (24) пишемI (- l)n(f-0)e-nφ + (f + α) e"φ I≤I Z-α∣ e-"φ + ∣ t + a j enφ≤2Kchwφ. Отсюда, из формул (25), (26) и (27) следует (24).Лемма 11. Пусь п — натуральное число, п > 1, b0, ..., bn+1 — вещест­

венные числа,
h _А . θ,bπ+1 q + q* ’

где b и q — целые рациональные числа, q>0, (b, q) = 1, ∣ Θ | < 1;
f(x) = b0 + b1x+ ∙ ∙ ∙ +⅛+1x"+1,

Р — целое рациональное число, Р > 1,
pV п in л <q< Pn~^ n 1q n

Тогда p-* 1 c∙
JΓ e2πr∕(∕)^p n*lnn
1=0 9Эта оценка получена Н. Μ. Коробовым (см. [3], теорема 1).Лемма 12. Пусть п > 1 — натуральное число, b0, ..., bn- веществен­

ные числа,
π 4 + Qi ’

где b и q — целые рациональные числа,

q>0, (а, q)=∖, ∣Θ∣≤1*, f(x) = b0 + b1x+ ∙ ∙ ∙ +bπxn,

Р и Q — целые рациональные числа, Р>0,

Р* ≤ q ≤ Pn~ε∙,
где ε1, ε2 - две абсолютные постоянные, удовлетворяющие условию 0<εy≤l (j=l,2).
Тогда

Q+P 1 do
(βπif<J) gc,nln∙n р л* In л.∕=β+!Эта оценка является частным случаем одного из результатов И. Μ. Ви­ноградова [1].Лемма 13. Пусть2 2 1 'K≥50, lnK0=ln3 K(lnln∏3, In K<m = ln4 Г (In In F)*, P0≤X≤K00j

9. Lietuvos matematikos rinkinys, IV—3.
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Y - целое* рациональное числоO≤y≤F<∙∣x+l, X≤x≤3X.
Тогда \

S= 2 e*u∙'MXexp(-⅛ln-7F(lnlnr)-1 1пх).r≤∕≤rДоказательство. Для 1 лемма очевидна, поэтому будем счи­тать, что F>e12, где c12 достаточно велико.Положим
" = [j⅛γ]- "=1 + ln 3 v'P=[c,-'F~2√^⅛ P = τ⅛r.,

где k наименьшее из чисел и, и+1, удовлетворяющее условию (23). Имеем:
и и

vk+1 < х ≤ vlc~l 1 1_1In4 K(lnln F)^2<≤fc<⅛ln3 K(lnln V) 3.Далее, при V > c12, р < 1 41 1 Р 2 11
V Į+2 χ ⅛+2>eχp (_l_ln3 ^s>expc18ln3 F(lnlnr)3.Следовательно, Р>2 при F>c12.Пусть -mИмеем

s= 2 ¾+0(n

7=0где
¾∙ = 2 e>FU,o =

r+√P≤∕<r+ (7+l)P= 2 exp(27tf ∑bvP+i-^r Y+(j+*l)p)∖,

0≤l*P ∖ v=0 Iv 2⅛ £ Г(х, Y+JP),0 ≤ θ7 < 1.В силу леммы 10
∙⅛⅛ f(x∙ у+(;+эд^,)<c*÷2Pt+2 κχ-*^2<χ-<,. Тогда Jt+ι

Si = ∑ e√p(2π>∑ b,Γ>}+O(PX-').
0≤l<P v=0
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Заметим, что при K>c12l⅛÷.l≤2π‰l)' ((fc+1) ln<⅛+(l-a)lnκ)<<

<exp(q4ln3 K-ln3 V),т. е. ∣6fc+1∣< 1.Введем обозначение: ?=[ l⅛1l ]■Имеем q > 1, _1_______Г—*—]I l sgnZ>Λ+1 Į_ I bk+11 L I bk+11 J 1ibt+ι —i— I-----------~ : < ιr ∙I bk+11Далее, в силу леммы 10
_ Г— ⅛lnfe _1/"71 >. , P ∕ ⅛ In ⅛0P-^,n*>c7-*-i(fc+l) V-'Xk+^cιk V λ+2 X *+2 >≡≈exp (ln(fc + l) + (V^fcln*-к-1) lnc7 + (-1 + +

+—j⅛τi "+-lraτ⅞⅛- *)1,1 ,j<-
(-'∙'-l M'"4 κ-<ra⅛⅛ ■ ('-f +^4>" ⅜ ln3 V{1 1 A>exp(-c16lA3 K+ln3 V—clβln8 K(lnlnF)4j>lпри K>c12.C другой стороны, тоже по лемме 109p-*+∕*m*^c-*-ι κ-ι χ*+ι (jfc+ l)c*-r*to* .

k-V~k ln⅛ 
. у к+2

(—⅛+∕⅛ln⅛)p 
к+2 <<exp (ln(fc + 1)+ (k-l∕ к) In c1-(k + 1) lncβ +

/ к- V£1п£ _ 1 1+ Į/ÄrlnÄr (к-Į/ klnk)9u \ . >
+ ∖ к+2 + Аг-1 м+ (к+2) (к-l) ∕lnpJ= exp (ln(fc÷ 1)+ (к-f/ к ) lnc7-(к + 1) lncβ ++ ^(Γ÷2)1⅛-1) (-fc + 31∕Γlnfc + 4 + (fc-]∕Tlnfc) рм +
+ (Ar + 2) (l + y*^ln*) In 3r)lnr)<
<⅞exp (c17lnβ K(lnln F)<-c18ln4 И (In In V)*)< 1.



424 И, УрбялисТаким образом, при K>c12, имеем:
pV~k \nk<q< pk-V~k In кПоэтому, к сумме Sj можно применить лемму 11:S,7<P,-P+Py-p<P1-pи 1 ₽S< ΛPp÷P<≤ jr1~c∏Γ.Тогда — А _ 1S<Xexp(-χji^- lnx)<≤Xexp(-c11ln 3 Г (In In Г) 3 lnx) , что и доказывает лемму.

Лемма 14. Пусть K>50, K00≤Z≤clβ И3, где Voo - число леммы 13,
Y — целое рациональное число,0≤ y≤ r<-∣ х+1, y≤x≤3JT.
Тогда 1 _22 e'p⅛∙"< Хехр (⅛,ln4 K-c21ln 2 V(InIn V)iIn х) .y≤∕≤r,Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 13, только вместо леммы 11 берется лемма 12.

Лемма 15. В области
_2_ _ £ σ>l-l c11ln 3 И (In In Г) 3 ,

V >50, справедлива оценка
Z '(s, λm) < exp (c22 In In F).Доказательство. В тождестве леммы 9Z(s, λm) = λm(α) ΛΓ(α)l^1 + O(l)

0<N(<x)<c, V∙оценим имеющуюся сумму при K>c23, где c23 достаточно велико. В плоскости х, у рассмотрим последовательность трапеций: 3v-1 F0≤*≤3v Fo, v=l, 2, ..., v1,
2_3v* Fo≤*≤ ⅞4 *r3 , 0≤y≤∣x,где Vo число из леммы 13,

Имеем
ς∙ х-МВД- ∑ -⅞½⅛÷∑ ∑' -¾⅛

0<ΛΓ(a)≤<⅛ И* 0<Λ≤yo v-l 3v-i K<fc≤3v V,
o≤'<¾fc 0≤,.≤∕<2∕

÷ ∑' 3

3vιFo<Λ≤ci4F2 

0≤∕1≤∕< j

λ"l(Jt, Z) 
N(k, l)s ’ (28)
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где ' обозначает, что суммирование ведется только по тем целым точкам 
(ki I), для которых N(k, I)≤cδ V3.

Первую сумму оцениваем тривиально:

Σ
0<Λ≤ и0

λm (к, /) 
N(k, Г?

< Σ
0<Λ≤ Ио

(fc2-2∕2)~σ<

2
3 И(1п1пИ) 3 <⅞ P'S'*1“

2_
3 И(1п1пИ)

1

Для оценки остальных слагаемых в формуле (28) берем одну сумму 
и при помощи формулы (3) записываем

где

и

⅛ — ∑
X<k≤X,≤3X 
o≤ιl≤ι<=z

λm(ki I) 2 
N(k, l)s ~

jr=3v-1P0 при

3_

JΓ = c24 V2

Σ'

Ar<fc≤X'≤3Ar
O≤Z1≤∕<y

v=l, 2,

при V = v1 + 1.

eiF{k, I) 

N (к, l)a '

v1 + 1,

Преобразуя эту сумму по Абелю, получаем:

$,= ∑'

X<k⅛X,≤3X 
9к 

0≤∕1≤∕ < j

eiF(k,l) 

N (kt l)a
< X~2a 2 max

X<Xl <k≤Xt≤3X 0≤y≤F<∣*+l

eiF(⅛,∕)

y≤∕≤y,

3^
Если F00≤Ar≤clβ И2, где Foo∙ число лемм 13 и 14, то по лемме 14 

имеем: *
£ _1

Sv<X2<1-°>∙exp (ca,ln4 V— ⅛ln 2 Г (In In K)3lnxj≤

1 1 s*, 1
≤exp(⅛>ln4 r+c11lnl2 K(lnln ∏3-¾ln4 K(lnltιK)5)< 1

при K>c28, где c23 достаточно велико.
Если K0≤Ar≤ F0θ, то по лемме 13 имеем:

_ _2 _ _1_
5v<⅞X20-σ, exp (-cu In 3K(lnlnF) 3 lnx)≤

_ _ 1 _ 2 _
≤exp(c11ln 3 Г (In In ∏ 3lnX-c11ln 3 r(lnlnK) 3 lnx)≤l.

Так как число трапеций, имеющих хотя бы одну точку (к, Г), для 
которой N (к, I) ≤ cs К3, есть < In V, из полученных оценок выводим 
лемму.

Из леммы 15 посредством методов [4] выводятся следующие утверж­
дения.
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Лемма 16. Функция Z (s, λm) не имеет нулей в области_2 — i.σ>l-⅛ln 3 ΛfT(lnlnΛ∕Γ) 3.
Лемма 17. При х>3

Σ* = +
O<N(π)≤x 2+ θ∕xexp ( - -1-----------'c8,11°λ г----------- r) lnsΛ∕x∖ ,∖ ln3 MUnlnΛf)3+ln5 x(lnlnx)3 /

где сумма берется по простым числам π поля К (]/ 2).
Теорема. Пусть х>3,

*w=π√⅛yTj^ ln I Я’ { "w }=«'(“)-[»’(«)]•
Число простых чисел π поля K(↑∕ 2), удовлетворяющих условиям0< N(π)≤x, 0≤w1≤∣ w(π) j<w2≤ 1,
выражается формулой

∑* 1=(h⅛-m⅛) f -Д-+ О (xe×p ( -c27ln5 x(lnlnx) 3)∖ .
0<ΛT(π)≤x 

h>1≤{ H'(π)}<H-,
2 \ k /
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REALIOJO KVADRATINIO KŪNO К (V 2) PIRMINIŲ SKAIČIŲ 
PASISKIRSTYMASJ. URBELIS

(Režiu m ė)Darbe įrodoma ši teorema:Tegul x>3, a — kūno K(]/ 2) sveikas skaičius, Λζ(α) — skaičiaus norma, ιvw≈4ln(l1+yτ)ιp I ÷ I’ !ww
Kūno H(]∕ 2) neasocijuotų pirminių skaičių π, tenkinančių sąlygas0<2V(π)≤x,skaičius Q yra išreiškiamas formule

X

2kur c teigiama konstanta.

0≤w1≤ I H>(π) ∣<h-2≤1,

^xexp (-cln5 x(lnlnx)

DIE VERTEILUNG DER PRIMZAHLEN DES REELL-QUADRATISCHEN 
ZAHLKÖRPERS К (l/T)J. URBELIS
(Zusammenfassung)Im vorliegenden Artikel wird der folgende Satz bewiesen:Es sei x>3, α — eine ganze Zahl in Körper κ(^∣∕2), 7V(α) — Norma dieser Zahl, W(a) = 41n(!+V2) 1П I Ž I• { H“) } = "(«)-[ H«)] •

Die Anzahl Q der nicht-assoziierten Primzahlen in Körper κ(]∕ 2), welche die Bedingungen 0<Λr(π)≤x, 0≤w1≤ j w(π) }<w8≤l
erfüllen, wird mit folgender Formel

Xe=(«’.-*■) f ⅛+°

2darstellen, wo c positive Konstante ist.




