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Введение

Структура многообразия Vπ задается при помощи совокупности ло­
кальных карт, которые удовлетворяют аксиомам атласа, причем класс 
атласа определяет и класс многообразия. Будем рассматривать многообра­
зия только класса ω (аналитические многообразия), если специально не 
указан класс многообразия. Структура дифференцируемого многообразия 
класса Cω определяется отношением эквивалентности между атласами [8].

Рассмотрим совокупность координатных систем { xi } класса Cω в точ­
ке (xi0) аналитического многообразия Vn. Если { xi } и {xi'} две координат- 

* ные системы многообразия Vπ, то

S: xi' = xi'(xi)∖ i, j, k=∖, 2, .. ., n (1)

d"l⅛ll*0
в окрестности точки (x⅛). Множество преобразований {5} образуют псев­
догруппу G. Множество дифференциальных продолжений порядка р всех 
пребразований псевдогруппы G является псевдогруппой регулярных пре­
образований в п (р+ 1)-мерном пространстве переменных (x', dxi, d2xi,..., dpx*) 
и называется дифференциальным продолжением порядка р данной псевдо­
группы [4]. *

С данной точкой (xj>) аналитического многообразия Vn можно ассо­
циировать специальные группы: и2-параметрическую группу центро-аффинных 
преобразований, п (п + 1)-параметрическую группу дробно-линейных пре­
образований и др. Если выбрана какая-нибудь ассоциированная группа g, 
то с каждой точкой (x,0) многообразия Vn можно связать некоторое новое 
пространство W, фундаментальная группа которого изоморфна группе g. 
При построении теории римановых пространств, пространств аффинной связ­
ности и пространств проективной связности в качестве пространств W 
берутся чаще всего центро-аффинные и центро-проективные пространства 
и только в отдельных случаях — пространства пункторов или копункторов-

Система функций ξy4 класса дифференцируемости Cr, определенных 
в точке (xθ) многообразия Vnt называется дифференциально-геометрическим
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объектом класса р, если его компоненты при преобразованиях продолжен­
ной псевдогруппы G преобразуются по транзитивному закону

ел'_рл' (ъа ∂χi &х1
ζ -ζ ∖ζ ’ ∂χi ’ ∂x'>∂x'>'

∂Pχi'
∂xi' . . . ∂χtp

(А, В, C=l, 2, . . ., N).

Если на многообразии Vn задано поле некоторого дифференциально-гео­
метрического объекта ξ, то этим в многообразии Vn будет определена некоторая 
специальная структура, т. е. будет установлена некоторая геометрия в смысле 
наличия инвариантов и инвариантных операций, присоединенных к объекту ξ 
относительно преобразований псевдогруппы G. Два объекта ξ и ξ опреде­
ляют одну и ту же геометрию многообразия Vπ в том и только в том 
случае, когда они эквивалентны. Например, геометрия пространства аффин­
ной связности определяется при помощи объекта Г%:

r,∙' ∂txk ∂xl' l ∂xi' ∂χj ∂xk р/ .
j k ∂χj'∂xk' ∂xk ∂xi ∂χj' ∂xk" jk’ * '

проективное пространство Веблена-Уайтхеда — объектом ∏J√

∏i- _ J*L ∏( . . 2____ ⅛L aindetll II .

j k’ ∂xi ∂x∙, ∂xk^ jk ∂xi ∂χi' ∂xk' п + 1 ∂χJ' ∂xk, ’ ' ' 

пространство центро-проективной связности [7] — объектом (Г%, Г/7):

I‰ =

∂χJ ∂xk

∂*xi ∂xi' ∂x*' ∂χi ∂xk
∂×* ∂xi ∂χj, ∂xk' I¼∂χj' ∂xk'

∂i In det
II ∂xr' ∣r⅛ . 1 1 ∂xr'1∣-⅛Γ∣∣ iβln<Jet∣ 1 ∂xr

∂χP

и т. д. В первых двух примерах объект ξ имеет класс р = 2, а в третьем - 
Р = з.

Если на многообразии Vn задано поле дифференциально-геометриче­
ского объекта ξ класса p(p<v, где я —класс многообразия Ил), то каждой 
точке (λj0) пространства Vrf можно ассоциировать пространство значений 
объекта ξ, которое гомоморфное TV-мерной области евклидова пространства 
(TV-число существенных компонент объекта ξ). Таким образом получается 
многообразие n + N измерений Vπ+n, которое называется пространством 
опорных элементов [6]. Это пространство является топологическим произ­
ведением пространства Vn и пространства значений объекта ξ.

При помощи поля дифференциально-геометрического объекта Ξ, задан­
ного на Vn+N, определяется внутренняя геометрия многообразия Kn+2v. 
При том или ином выборе опорного объекта ξ и фундаментального объекта 
Ξ получаются различные геометрии. Приведем некоторые примеры таких 
геометрий:
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a) пространство линейных элементов аффинной связности. В этом случае:β'' = p ⅛- °i (₽>0)-
Г«' - dχi dχi dχk Г'

j j'k' ∂xi ∂χj' ∂xk" jk ’
Гг - d*χi- . j⅛L dxj_įj^_ r,∙ , ∂ixk ∂xl' ,ri Į (5)
1∕A'- ∂χJ'∂xk' ∂xi + ∂χi ∂χj' l ∂xk' 1'* + ∂xk'∂χt' ∂χl υ c'*J ’где

Cjk(x, P*>) = P"1 Cijk (xt v)∖
b) пространство гиперплоских элементов аффинной связности. В этом случае: ξ-псевдо-ковектор и

где
ri,r- dχi' dχk dχj' ей
^k' ~ ∂χi ∂xk' ∂χj ^k>

TV — ∂a√ ∂xi' ∂χj ( ∂xk ri ∂iχ4
Jk, ∂χi, ∂xk' ∂xl ∂χj' Į ∂xk' jk ∂xk" ∂χP'

*
∂χP, 

υ9 дхР
(6)с?}.

G*(*, ρ*>)=ρ 1 Cjc(χ, ®);с) билинейно-метрическое пространство линейных элементов евклидовой 
связности [2]. В этом случае роль опорного объекта играет псевдо-вектор, а роль фундаментального объекта — объект (hu, Γ⅛, Cljk):

(
а — dχi dχi А

/7' “ ∂x*' ∂χj' "u,

ri' - dχi dχj dχk ГЧ
j'k'~ ∂x* ∂χj, ∂xk"

Γ-- d,χl d*' I dx^'' dχi f dχlc ТУ l δ"x* dχl∖,'r- I (7)
,fc' ∂χjt ∂xfe ∂xi дх* ∂χj' Į ∂xk, jk ∂xk, ∂xl' ∂xl jk J ’

∂jCi'

причем предполагается, что тензор hu ковариантно постоянен относительно объекта связности (ΓJa, C⅛). Частными случаями этого пространства явля­ются метрические пространства линейных элементов [1], симплектическое пространство линейных элементов [2], пространство обобщенной евклидовой связности и другие;
d) пространство опорных тензорных элементов аффинной связности.Опорный объект - относительный тензор веса г:

фундаментальный с’?Г”^ = 
J Jι ∙Jq

rq a . II ∂x* ∣∣-r дхК √=det ∣∣-‰r∣∣ a√r объект:
∂x*, ∂×iι
∂xi ∂xiι

∂x'p ∂xi

a½r τl∙-J'
∂χ,p '1 ■ ∙ ∙ ip ’

∂x⅛ i‘i ∙p
Qχjq Hi ∙. ■ jq ’

(8)

⅛<2 ".∙∙∙⅛ ∖ a√- t ∂>xh j⅛-<, 
∂xi9 ”* ⅛-l*∕ ∂xk ∖ ∂×1' ∂xk' ih - jq, a∙Λ r"∙ ∙ ⅛-1*∖l -r1' "1« I

+ ∂x∣'∂xk∙ ji∙-'i9 ∕J i∙ ∙ ⅛ J’

+ (9)
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причем
^ι7.⅛(χ, pn=p-1<1J.∙. ⅛ (χ.n

C,", *” 'p γjl "'⅛ =о 
ciz1∙∙∙y9 1h ∙∙ip •

Аппарат ковариантного дифференцирования хорошо разработан во всех 
перечисленных пространствах, но для пространств опорных элементов вве­
дено только понятие производной Ли для произвольного дифференциаль­
но-геометрического объекта этого пространства [5]. В этой статье рас­
сматривается частный случай пространств опорных элементов, вводится 
понятие инвариантного дифференцирования и строится теория кривизны. 
Основные результаты этой статьи доложены автором на Первой Прибал­
тийской геометрической конференции по вопросам дифференциальной гео­
метрии [3].

§ 1. Многообразие центральных копункторов
1. Пространство пункторов и копункторов. С каждой точкой (λj0) мно­

гообразия V„ ассоциируем «-мерное центро-проективное пространство Pn(x). 
Каждому преобразованию (1) псевдогруппы G можно однозначно сопоста­
вить центро-проективное преобразование

ui' =
∂xi' i 
∂xi u

п

I ∂xr' I

1 ∂ln det I ∂xr
uJ + 1— ----г

(10)

координат в пространстве Pn(x). Эта формула определяет гомоморфное 
отображение псевдогруппы G, которое действует на Vn, на группу дробно- 
линейных преобразований, действующих в Рп (х).

Геометрический объект ui (ι=l, 2, . . ., «), заданный на Fn, называется 
«-мерным пунктором, если при преобразованиях псевдогруппы G его ком­
поненты преобразуются по транзитивному закону (10).

Если ^-линейное пространство « измерений, то с псевдогруппой G 
можно однозначно ассоциировать группу линейных преобразований 

_ dχi 1∂xi' u, п + 1
d,ndet II

∂x>∙ (11)

координат (ui) пространства Qn. Псевдогруппа G гомоморфно отображается 
на общую линейную группу. Геометрический объект ui (i= 1, 2,. . ., «), за­
данный на Vn, называется «-мерным копунктором, если при преобразовании 
(1) псевдогруппы G его компоненты преобразуются по транзитивному за­
кону (11). Копунктор является частным случаем квазитензора второго класса, 
т. е. линейного дифференциально-геометрического объекта второго класса.

Пространства Рп и Qn двойственны друг другу.
2. Многообразия центральных пункторов и центральных копункторов. 

Пусть на Pn класса р задано поле пункторов ui. Таким образом получаем 
некоторое новое многообразие 2« измерений Γ2b, которое назовем много­
образием центральных пункторов Wn. Пространство центральных пункторов
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является топологическим произведением многообразия Vn и пространства 
значений объекта м', т. е. «-мерного центро-проективного пространства. 
Объект ui будем называть опорным пунктором, а совокупность точки и 
опорного пунктора — центральным пунктором. Допустимые преобразова­
ния координат центрального пунктора (xi, ui) определяются формулами:

x''=√' W,

ui' =
__ 1_
и+ 1

∂χi' i 
∂xi u

I ∂xr'
∂ln det 1 ∂xr

- √ + 1

(12)

Если на многообразии Vn класса р рассматривается поле копункторов 
ui, то каждой точке (x,) можно отнести пространство значений копункто- 
ра ui, и получить новое многообразие 2« измерений, которое назовем мно­
гообразием центральных копункторов W„ . В этом случае объект w, будем 
называть опорным копунктором, а (xi, ui) — центральным копунктором. До­
пустимые преобразования координат центрального копунктора (xi, ui) опре­
деляются формулами:

xi' = xi' (х),
I! ∂xr II

_ ∂√ i aindet II ~δ^r у 
u<-- ⅛.∙ л+1 dχi∙ (13)

Многообразия Wn и W„ являются частными случаями пространства 
опорных элементов Б. Л. Лаптева [5].

Если на многообразии центральных копункторов задано поле диффе­
ренциально-геометрического объекта, то этим в многообразии W„ будет 
установлена некоторая геометрия, инвариантная относительно преобразова­
ний (13).

§ 2. Полный объект центро-проективной связности пространства

3. Перенесение пункторов и копункторов. Перенесение копункторов на 
многообразии Vn определяется объектом центро-проективной связности, 
икон преобразования которого определяется формулами (4), следующим 
эбразом [7]:

^ = ⅛Γfc + Γ,t. (14)

Дифференциальный оператор 8:
^ul = dui-upΓζldxk-Vikdxk (15)

юреводит поле копункторов ui в тензорную пфаффовую форму 8wtr ибо 

δ"<'=-Jτrδ"'∙∙ (16)

Очевидно, что из (14) и (15) следует (16), а из (15) и (16) следует (14).
Параллельное перенесение пункторов на определяется следующей 

:истемой дифференциальных уравнений [7]:
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где (Γjfc, Г#)-объект центро-проективной связности. Дифференциальный оператор δ* : 8* ui = dui + (us Γ'sk — ui us Γsk) dxkотображает пунктор ui в проективно-релятивную пфаффовую форму 8* ui, т. е.
8* ui' =

∂χ*'( 1 ∂xr' l2į j ∂ln det ∂xr
up+∖ 1

Теперь построим теорию перенесения копункторов и векторов на мно­гообразии W„ .

Теорема 1. Система 2n2(w+l) функции

^j∣c(x, и), Γy(x, и), Cj*(x. и), С‘(х, и),

заданных на многообразии W„ , определяют инвариантный дифференциальный 
оператор

δTi = dTi - Tp (Γg∙ dχJ + С? duj) - (Γij dχj + C{ ⅜), (17)
переводящий произвольное поле копункторов Tt в тензорную пфаффовую фор­
му 3Ti, тогда и только тогда, когда эти функции образуют дифференциаль­
но-геометрический объект следующей структуры’.

____1□i j Л dχr' II "+1 dlndet II ~∂xr II
∂χP

pj' _ ∂ixk ∂xi' ∂xi'
j k' ∂χj' ∂xk' ∂xk ∂xi

dχj f dχk г. + ( 

∂χj, į ∂×fc' jk-⅛)∂tχP ∂χP, 1 

∂xk' ∂χP' ∂xk +
*1ndet∣l a<jj

∂xk ∂χP

1 
л+1 (18)р _ ∂x∣

ki'j'- dxi' Ur ∕rH∣⅛I
дхГ Į 1° ∖ ∂xi∂χi

1 
л+1 Г?1 V

+

и

+

+

∂xi
~∂xir ∂xk ∂χP

∂xp
∂χΓ +

∂*χi 
∂χj' ∂xk'

∂xk' 
∂xk

'j,

Cg' ∂xi' 
∂xi

∂xj' ∂xk rU 
∂χj ∂xk' ^k

(19)
(20)
(21)
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Доказательство. Если при преобразовании координат (13) много­
образия W„ система функций Γ}jfc, Γiz∙, Cjk и Cij преобразуются по 
формулам (18), (19), (20) и (21), то выполняя соответствующие вычисле­
ния получим

δ7}=-^δTj, (22)

а это и означает инвариантность дифференциального оператора δ. 
Если оператор, определенный формулой (17), является инвариантным,

т. е. преобразуется по закону (22), то, подставляя в (22) выражение для
δ7> и δ7}, мы получим

d≡lndet II J⅛ζ-
_____ II ∂xr'

∂xi' ∂xk'

' . 1 ∂2lndet II 4⅛ II a jr, \

+ ∂χj, duj Т+Т ∂χj' ∂xk' ∂xk dx / c,'

n ^,χj Λ~Jc I ∂2χj ∂χk' J k I ∂χj JΓv dχk dxk dχj, dχk, dχk uj dx + dχj, duj 

findet H 4⅞- 
_____ i II ∂xr' 

л + 1

= -£■ (dΓl-T, Γξkdxt-Tp CįJ duj-Γt∣cdxk-CĮdu1).

Эти соотношения выполняются тождественно при любом выборе 
и Тр тогда и только тогда, когда

∂2xp ∂xk' ∂xp ∂χj' ∂xp ∂2χj ∂xk'
∂xi' ∂xk' ∂xk ∂χP, ∂xk ,j' ∂χP' ∂χi' ∂xk' ∂xk Uj t'

1 ∂χP d lndet II ∂xτ' II ∂xk' cfj'+∂*- Гд -Q

+ л+1 ∂χP' ∂χf ∂xk' ∂xk c'' + ∂xi' 1'*-υ*

^χp . ÖXL r⅛j' _ ∂χt (J?J — 0
∂χP, дхГ c' ∂xi' _U’

. aι"det∣∣>∣∣ a√ a√ z,<,. n

л + 1

∂χj' ∂xk'

∂iχj

∂χj' ∂xk'

∂χP,
и

_ 1 
л + 1

∂χj' 
∂xk

1 
п+ 1

∂alndet II -⅛⅛- 
II ∂xr

∂χj' ∂xk'

⅛^dxk) =

∂xi' ∂xk'

1 lγ

∂χP,

dxk, duj

(23)

(24)

(25)

(26)
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как

(27)

то, решая уравнения (23), (24), (25) и (26) относительно Γ)√, С£*', Γrz 
и Cj>, получим законы преобразования (18), (19), (20) и (21). Инвариантный 
диффенциальный оператор 8 не является линейным, ибо множество копунк- 
торов не образует линейной системы функций.

Дифференциально-геометрический объект { Γjt, г l7∙, С/, C,j}t компонен­
ты которого преобразуются при всяком невырожденном и достаточное 
число раз дифференцируемом преобразовании (13) по закону, определенному 
формулами (18), (19), (20) и (21), будем называть полным объектом центро­
проективной связности пространства W„. Этот объект имеет следующие 
подобъекты:

{cf}, {Γjt, cf}, {cli, Cf}, {r⅛, су, cj}.

Очевидно, что из dxi и dul можно составить такую пфаффовую фор­
му Θ1∙, которая при преобразовании (13) преобразовалась бы по тензорному 
закону. В частности, можно положить:

8«, = ©,-,
т. е.

Ql = EIdui-EljdχJ, (28)
где

Eį = 8į—upCf—Cį, ⅞ = u,Γg+Γ,7. (29)

Величины EJ, Eij образуют объект (подобъект полного объекта центро­
проективной связности), закон преобразования которого имеет вид:

г«' — —^χj Fi. 
j'~ ∂x* ∂χj' (30)

)
∂χP, 

∂χj

∂iχP 

∂χP' ∂x9'
дхЛ’ 
дхЯ

Из (17) и (28)

∂χP

следует, что

δη = dΓi-Tp (Г* dχj + Čf Θ7∙) - (Γ0∙ dxi + Cji Θ7∙),

(31)

(32)
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где
j⅛=ΓJ + <⅛sra∙, (33)

ς0=CξsEj,, (34)
f у = Гц + ČJ Er∣, (35)

⅛=CfE',, Eu≈E,iE,i, (36)

Ą'£? = 8‘ E>kEi^,j. (37)

Величины Eil образуют тензор, равенство нулю которого означает, 
что объект (C^, С-) инвариантно присоединен к тензору Cį следующим
образом:

Cj = δ) + u, С?. (38)

Система 2n2(n+l) функций

f⅛, ⅛ fu, Cį

бразует дифференциально-геометрический объект со следующим законом 
преобразования:

i⅜-=

д _  ⅜c,*
lι-j- - dxr

д*х* ∂xk' ∂xk, ∂√ ∂χj pfc
∂√' ∂χi, ij, (39)∂xi' ∂χj' ∂xk ∂xk

ci]∙k' = ∂x*' ∂xfc" 
∂xi ∂xk

⅛cit∙ (40)

∂χi 1 *lndet∣∣^∣∣
∂χJ, I дх* ∂χj

∂ln det II -¾≤-
II ∂xr 

∂χP (41)

rr = dχi dχi { ri 1

i' ∂xi ∂χi, I j л + 1

Этот объект 

(42)

{f'jk, ča, Гц, Ф

будем называть расщепленным объектом центро-проективной связности. 
Расщепленный объект центро-проективной связности характерен тем, что 
его компоненты образованны из объекта { r⅛, Cj^, Г,7, Cij} и что он со­
держит в качестве подобъектов объект аффинной связности Г% и объект 
центро-проективной связности { f⅛, Г/у-}.

Объект { f ijk, Γzz } будем называть усеченным объектом центро-проек­
тивной связности, Vijk-усеченным объектом аффинной связности, объект 
{ Vljk,Cl}-полным усеченным объектом аффинной связности.

Теорема 2. Дифференциально-геометрический объект { Γ⅛, C jį} опреде­
ляет на многообразии W„ инвариантный дифференциал:

D*% = Jξ' + ? (Viki dχJ + Cl du]), (43)

где ξ' = ξ'(x, и) — произвольное векторное поле на W* .
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1. 
Так как инвариантный дифференциал D* ζi в силу (28), (33) и (34) можно 
представить в следующей форме:

0*ξ'=^'+ς*(⅛Λ>+⅛Θ>), (44)

то инвариантный дифференциал

5 веса 
,p

т7?'
«1 • Р, определенного на

произвольного относительного

W*, имеет вид
тензора

k-ip
ω4 + <а

⅞ zjt , ω*> 
р

(45)

где
^÷⅛kdxk + C~*Θk. (46)

4. Производные линейного объекта по опорному 
в W* задано поле квазитензора Qi(x, и) класса т:

копунктору. Пусть

где

0<'-Ai' -^χk- dmχk ∖ OJ +
’ ∂xK∂x*.> •••’ dxk'l...dxktn)V +

1 Di, Į ∂xk ∂2xk ∂mxk ∖
+ U√fl * ∂x*>∂xk∙ ’ ∂Z-..∂λΛ '

∂ixk (47)

4 (⅛, о.........0)=В‘- о;.... 0)=о.

Если функции Qi являются дифференцируемыми, то

Так как 

и

то

∂Qi' _ ∂Qi' дик 
∂uk' ∂uk ∂u∣c,

∂uk _ ∂xk' 
∂uk' ~ ∂xk

½f, _ д& 
дик j дик ’

∂Q∣, i, ∂xk, ∂Q*
∂uk' j ∂xk дик (48)

Таким образом, частные производные линейного объекта класса т образуют 
линейный и однородный дифференциально-геометрический объект класса 

∂Qimr (m, ≤m), т. е. образуют обобщенный тензор. Класс объекта пони­
кл» λj

жается только в том случае, когда Aj не зависит от j-ξ----- . Напри­

мер, класс объекта { f%, fv } — три, а { , J — два.
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§ 3. Полный объект кручения-кривизны пространства W*

5. Полный объект кручения. Тензор кручения усеченного объекта 
аффинной связности имеет вид:

⅛= ? (⅛-¾), (49)

а полный объект кручения 
ности - (J¾k,⅞z∙), где

усеченного объекта центро-проективной связ-

А/ = 2^ (Γ∕y-⅛ • (50)

Из (39) и (41) следует, что

Rk dχk' 
∂xk

d×i j⅛L Rk 
∂χi' дхГ

„ ∂χi ∂χj
*i'j'~ ∂χi' 'д^Г (51)

Тензор Čį будем называть первым тензором кручения расщепленного объекта 
центро-проективной связности*\ а объект (Čk, — первым полным объек­
том кручения этой связности. Тензор кручения усеченного объекта аффин­
ной связности будем называть вторым тензором кручения расщепленного 
объекта центро-проективной связности, а объект (¾, Rų)~ вторым полным 
объектом кручения этой связности. Объект (¾, Ru, Č'į, Č]) естественно 
назвать полным объектом кручения расщепленной центро-проективной 
связности.

6. Инвариантные производные. Так как

то 87} можно представить в следующем виде: 

δTi=SkTidxk + 8kTiQk, (52)
где

⅛ r<=⅛+-⅛ e^-t> (53)

δ^17< = 4√ ei-τ" Čf-Čį. (54)

Теорема 3. Если Ti — копунктор, то величины 8kTi и 3kTi являются 
тензорами.

Доказательство. Подставляя

δTf = δjt, Ti. dxk' + δ*' Tr Θv

Кососимметрическую часть величин С% будем обозначать через .
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и 87} в (22), мы получим

+ 8k Т, Θ* = δ*- Ti, A*' + 8t' Т, &„■.

Так как dxk и Θλ преобразуются по тензорным законам, то, сравнивая 
коэффициенты при dxk и Θfc, будем иметь

∂xi s rr, ∂xF 
∂xi' olcιi- dχk

δ*' Tr.
Отсюда следует, что

т. е. δjt Ti и δfc Ti — тензоры.

Величины δ⅛ Ti и δfc Ti будем называть, соответственно, инвариантными 
производными первого и второго рода копунктора Ti. Следует заметить, 
что повторное инвариантное дифференцирование при помощи операторов δjt 
и δfc не имеет смысла.

Формулу (45) можно переписать так:

Теорема 4. Если T,f' -р раз ковариантное и q раз контравариант- 
? ^ rrJ1 —

ное относительное тензорное поле веса Р, то величины y∣cTil...ip и 

∖7kT,' образуют тензоры.
1' ∙ ⅛
Доказательство этой теоремы аналогичное доказательству теоремы 3. 

Величины ykTi'i∖∖∖i* и будем называть инвариантными произ-
** ' ,P ” ,P jι ... J

водными, соответственно, первого и второго рода тензорного поля 5
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Частные производные рассматриваемого тензорного поля, как это следует 
из (56) и (57), можно представить в виде:

р

(58)

7. Альтернированные производные и тензоры кривизны. Альтернирование 
инвариантных производных второго порядка первого рода vjfc vr Th Jq 

,l ’ ’ ‘ ,p 
приводит к следующим тождествам (Р = 0):

2vuvd<:::į=∑ - į r;;:::
α=l ’ α=l

l -j9 √a• ⅛ Rlkr

<√-∙> . .
- -⅛Γl ‰+2v∕<i.^ ⅛, (61)

⅛ = ⅜ - ⅜ - 2f⅛ ‰ + 2‰ <∣rl
∂us (62)

d ∂Eik ∂Eir n ff ∂Ell∙lrj
jiikr- dχr dχk zj⅛lk dus . (63)

Тензор будем называть первым тензором кривизны пространства 
W*, а Rikr- первым тензором дополнительной кривизны. Тождества (61) 
будем называть обобщенными тождествами Риччи для альтернирования 
инвариантных производных первого рода. Этим тождеством можно придать 

,√1 “JQ
∂τ. t ... ∙

другой вид, если ——⅛∙ выразить через vs ... ? c помощью (58) и

ввести новые тензоры
Kjll, = Rllkr-CilRltr (64)

2. Литовский математический сборник, IV
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И
Kikr = E,i Rlkr. (65)Тензор Kijkr будем называть первым картановым тензором кривизны пространства WJt, а Klkr-первым картановым тензором дополнительной 

кривизны. Тогда (61) принимает вид
2v(*VH<:.:į=∑

α= 1

- ∑ rt~', 4⅛■ v'rt∙∙i<6θ)
a= 1_ Вторую группу обобщенных тождеств Риччи мы получим, рассматри­вая инвариантные производные второго рода V*Vr7^, Применяя (57) *1 " 'р дважды, альтернируя полученное выражение и пользуясь (60), находим

2 v1* v" τi∙ =-∑τιt∖ s“;+∑ г2::: 'p"j< ⅛if -
a=l a=l

∂T1' "'* . . (67)где
s∙a,=^ ⅛ - ε>^-+2^μt δΨ', (68)и

(≈⅛r-f,r file ∂Eri (69)Тензор Φikr будем называть вторым тензором кривизны рассматриваемого пространства, а ∈>fr — вторым тензором дополнительной кривизны. Тож­дества (67) будем называть обобщенными тождествами Риччи для альтер­нирования инвариантных производных второго рода. Если выразим частные производные тензора T71 J? через инвариантные производные второго рода согласно (58), то тождества (69) примут вид

гдеи S(*'∙=6(*'-C{'Sfr

S↑r=E∖ 6∕r-2Λfr. (72)
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Тензор Sjikr назовем вторым картановым тензором кривизны пространства 
W*, а Skr — вторым картановым тензором дополнительной кривизны.

Третью группу обобщенных тождеств Риччи мы получим, рассматривая 
изменения порядка инвариантного дифференцирования первого рода и част­
ного дифференцирования по uk.

Тензор Ljir будем называть третьим простейшим тензором кривизны про­
странства W*, a Lįk — третьим простейшим тензором дополнительной кри­
визны.

Другой вид третьей группы обобщенных тождеств Риччи мы получим, 
рассматривая изменения инвариантных дифференцирований первого и вто­
рого родов:

V*VrTi''.'.∖jl,1 - 7,7*τJ^'∙ = 2 τt...il'..∣ Q'∣kr- 
Р Р а=1 Р

— 2 Tiil d*t ^1 ip Ok ττ Til jq Clk
(75)

где

(76)
и

Qj∣c=Vktf-El∣,Lfk. (77)

Тензор Q* будем называть третьим тензором кривизны пространства И?, 
а 2⅛ — третьим тензором дополнительной кривизны. Тождества (75) молено 
представить в другой форме, если выразить частные производные тензора

через инвариантные производные второго рода. В этом случае (75) 
принимает вид:

где
(79)

(80)
и

n=⅛∙
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Тензор Р* назовем третьим картановым тензором кривизны пространства 
W*f а Pijk-третьим картановым тензором дополнительной кривизны.Из (62)-(65), (68), (69), (71) и (72) следует, чтоA∕(⅛Γ) - θ> Ri(kr) = Q, (81)‰=o, -K∕(Ar) = θ, (82)e∕<M=ot (S{m = 0 (83)

sji^=o, s∕*')=o. (84)8. Обобщенные тождества Бианки. Рассмотрим вывод аналогов тож­деств Бианки для рассмотренных тензоров кривизны. Воспользуемся тем методом, который Э. Картан применил для вывода тождеств Бианки, для тензоров кривизны пространства Финслера [9], а затем Б. Л. Лаптев - в пространстве тензорных опорных элементов с аффинной связностью [6].Построим карту [пространства центральных копункторов с объектом центро-проективной связности, определяя развертку любого однопарамет­рического множества центральных копункторов
xt~xi(t), ul = ul(t') (85)на аффинное пространство следующими дифференциальными уравнениями 

d А = dxi ei, dei = ω{c ek, (86)где {A, ei} — подвижный репер аффинного пространства, а формы ωj опре­делены равенством (46). Если вектор αf, определенный на W*, отображает­ся в вектор aiei аффинного пространства, то
d (ai ei) = dai+coį αft) el∙, (87)т. е. бесконечно малое геометрическое изменение вектора aiei является изображением инвариантного дифференциала этого вектора.Рассмотрим двумерное многообразие центральных копункторов 

xi=xi(t1, t2), ui = ui(t1, z2)икна нем бесконечно малое однопараметрическое многообразие центральных копункторов, определенное следующими центральными копункторами: 
xi(*ι, ⅛)> uι(h> h) { √(∕ι + ∆∕1, t2), w,∙⅛ + ∆∕1, ∕2) ∣√(∕1 + ∆r1, r2 + ∆z2), ui-(z1 + ∆z1, ∕2 + Δ∕2)∣, ∣x∙ (r1, z2 + ∆r2), ui(t1, z2+∆⅛)∣.Пусть сторонам этого бесконечно малого параллелограмма центральных копункторов (цикла) соответствуют два символа ⅛ и d2 переместимых диф­ференцирований. При развертывании этого цикла мы придем к численным ; значениям внешних форм второго порядка[coį, dxk], -DΘj∙-[Θft, cof], Dω}-[ω{c, coį].Эти внешние формы характеризуют кручение, кривизну и дополнительную кривизну исходного пространства, за меру которых мы принимаем беско­нечно малые преобразования, которым нужно подвергнуть начальный репер
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развертки цикла и начальное положение ковариантного опорного элемента, координаты которого являются решением системы<∕x' = 0, Θ1∙ = 0, (88)чтобы перевести их в конечные положения. Мерой кручения, как и в слу­чае пространств тензорных опорных элементов, служит трансляция, необ­ходимая для замыкания геометрического места точек развертки цикла; мерой кривизны — те бесконечно малы изменения координатных векторов, которые нужно совершить, чтобы получить из начального репера конечный, а мерой дополнительной кривизны — то бесконечно малое изменение ко­ординат опорного ковектора, которое нужно совершить, чтобы получить из начального опорного ковектора конечный. Выполнив вычисления мы получим
где

(89)(90)(91)(92)(93)(94)получим,
Ω' = Rkr ∖dxk, dxr} + Cζ [dxk, Θr],∩J = 4 Kljpg[dx<∙, dxf>}+Piii[dx", Θ,]+4 sp [Θp, ΘJ,

Ω, = I K,m [dχf, dx*∖+P<ll, [dxf, Θ,] + у Sf’[Θ,, Θ,].Тождества, которые являются аналогами тождеств Бианки, мыдифференцируя внешним образом уравнения (89) —(91). Обобщенные тож­дества Бианки пространства W* имеют вид:DΩ' = [ωj,, Ω^]-[^, Ω'], (95)Z)Ωj=[ωf, Ω']-[Ωf, ωy, (96)PΩi∙ = [Θ7,, Ωfl + [Ω,, ωf]. (97)Если в (95) выполнить вычисления, введя выражения форм Ω' из (92), ΩJ из (93) и ωj из (46) и расположить полученный результат по независи­мым внешним кубическим формам
[dxk, dxτ, dxs], [dxk, dxτ, ΘJ, ∖dxk, Θr, ΘJ то, приравнивая нулю проальтернированные коэффициенты при мах, получим (71) и следующие соотношения:
κ{pqτ} + 2 v∣> R'qry - 4Rlm+ Č'įį Rlmlqr] = 0

I⅛ + V'⅛,+2<¾'⅛,1 + V(⅛ Č^-ČS < + ⅛⅛∣γ) = 0∙Аналогичные соотношения, которые следуют из (64), (65), (98), и (99), справедливы и для тензоров Rjkr, Rijk » Qjk Qjk •Преобразования тождеств (96) дает:V[σι *∣ j!p?1 — 2 Kjs[m Rpq] ÷Riim ^∣s∣Ml = θ>
VK∙jm-2Ki,ip <⅛-SV" ⅞, + 2vι, ∕‰-2Py∙ J‰+2∕%,J‰ = 0,P);1” - y Pi,kSγ-± Sįį = 0

этих фор-
И

(98)(99) (79), (80),
(ЮО) '(101)(102)
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И
v[m 5j*∣MJ _ 5j7[m spq} = θ (ЮЗ)

Из (97), в силу (93) и (94), следуют следующие тождества:V[m ⅞p9] +Λ⅛m K∣l∣Pq] = θ,J¾-vm ⅞<,+ 2⅞b, ⅛+∙s!m κ,n-o. - 2V(p Pn∣, + 2PS Rln - 2P'ilp 7‰ = θ.
Ptf+Ptf c}l,", + 4 ⅛ S?-vlp∙Pζ1 + 4 V; SF+S⅛> Kff∖ = 0,

(104)

, 5jmpρ]-y[m S^ + 2Sli^m Spl^≈Q.

(105)

(106)

(107)
Тождества (98)-(107) аналогичны тождествам Бианки пространства тен­
зорных опорных элементов [6].
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CENTRINIŲ KOPUNKTORIŲ ERDVĖS CENTROPROJEKTYVINIO SĄRYŠIO 
PILNAS OBJEKTAS IR SUKIMOSI—KREIVUMO OBJEKTAS

V. BLIZNIKAS

(Reziumė)

Darbe yra nagrinėjamas specialus atraminių elementų ^erdvės [5] atvejis, t. y. kada 
atraminis elementas yra kopunktorius [7]. Tokia speciali atraminių elementų erdvė yra vadi­
nama centrinių kopunktorių erdve W* [3].

Pilno centroprojektyvinio sąryšio objekto (18), (19), (20) ir (21) pagalba yra įvedamos 
tenzorinių laukų invariantinių išvestinių sąvokos (56) ir (57). Surastos apibendrintos Riči 
tapatybės (61), (66), (67), (70), (73), (75) ir (78). Rasti erdvės W* kreivumo ir papildomo 
kreivumo tenzoriai, ir apibendrintos Bianki tapatybės.

Darbas atliktas tenzorinių metodu.
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DAS VOLLSTÄNDIGE ZENTRAL-PROJEKTIVE ZUSAMMENHANGSOBJEKT 
UND DAS TORSION-KRÜMMUNGSOBJEKT DER MANNIGFALTIGKEITEN 

VON ZENTRALKOPUNKTOREN

V. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)

Es seien xi die Koordinaten eines Punktes einer л-dimmensionalen Mannigfaltigkeit 
Vn der Klasse p, in der eine Pseudogruppe G von Punkttransformationen mit Formeln (1) 

gegeben ist. Ein Kopunktor u∣ ist das differentialgeometrische Objekt, dessen Komponenten 
bei Koordinatentransformationen (1) dem Transformationsgesetz (11) genügen.

Ein Punkt samt einem Kopunktor (oder kurz Zentralkopunktor) soll mit (xi, щ) bezi­
ehen werden. Der Mannigfaltigkeit Wz* von Zentralkopunktoren (√, κ∣∙) ist 2n-dimmensionale 
Mannigfaltigkeit. Ist in einem Bereich unserer Mannigfaltigkeit IP* ein differenzierbares Ko- 
punktorfeld 7} (x, u) vorgegeben, so soll sein invariantes Differential δT1∙ durch Formel (17) 
bestimmt sein. Ausserdem wird man fordern, dass für das invariante Differential die Relatio­
nen (22) bestehen. Aus (17) und (22) folgt, dass die Γjjfc, Cik, Г,; und CJ bei der Transfor­
mationen (12) die Transformationsgezetzten (18) —(21) genügen. Dieses Objekt nennt man das 
vallständige Objekt von Zentral-projektivem Zusammenhang.

Das invariante Differential eines differenzierbaren Vektorfeldes ξ' (x, u) hat die Form 
(43). Bezeichnen wir das invariante Differential von Stützkopunktor щ mit Θj∙, dann ist (28) 
Wenn

det∣∣E'∣∣≠0,

so kann man die invarianten Ableitungen von ersten und zweiten Gattung des Tensorfeldes 
л ’ ’ ’ 4

Ti . . (x, u) mit Hilfe der Formeln (56) und (57) bestimmen. Die Torsions-, Erganzungs-
1 p

torsions-, Krümmungs- und die Ergänzungskrümmungstensoren der Mannigfaltigkeit W* kann 
mann durch den Formeln (34), (49), (62)-(65), (68), (69), (71), (72), (74), (76), (77), 7 
und (80) einführen.

Die Identitäten (61), (66), (67), (70), (73), (75) und (78) für . (x, u) sind die
1 p 

verallgemeinerten Identitäten von Ricci. Die verallgemeinerten Bianchischen Identitäten (98) — 
(107) für Krümmungs- und Ergänzungskrümmungstensoren des Raumes W* sind mit Hilfe 
der Cartanschen Methode abgeleitet.




