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К ТЕОРИИ КРИВИЗНЫ ПРОСТРАНСТВА ОПОРНЫХ 
' ЭЛЕМЕНТОВ

В. И. БЛИЗНИКАС
Ковариантное дифференцирование, начало которого разработано ещё в 

работах Риччи и Леви—Чивита, послужило основой в развитии тензорных 
методов дифференциальной геометрии. В начале эти методы применялись 
только в римановых пространствах, а затем в пространствах аффинной, про­
ективной, конформной и иных связностей.

Аппарат ковариантного дифференцирования для пространств линейных 
элементов, пространств Финслера, пространств Схоутена—Хантьеса и про­
странств Картана был построен в работах Тейлора, Синга, Бервальда, 
Э. Картана, В. В. Вагнера, А. Кавагути и др.

В 1946 г. Б. Л. Лаптев ввёл понятие пространства опорных элемен­
тов [3], частными случаями которого являются пространства Финслера, 
Э. Картана, Кавагути и др. Б. Л. Лаптев построил операцию дифференци­
рования Ли в общем пространстве опорных элементов и изучил основные 
свойства этой операции [3], [4], [5]. В работах Б. Л. Лаптева введена аф­
финная связность в пространстве тензорных опорных элементов (см. 
[4], [5]).

В заметке [1] введена центро-проективная связность в пространство 
центральных копункторов.

В этой статье вводится аффинная связность в произвольное простран­
ство опорных элементов, рассматривается инвариантное дифференцирование 
для тензоров первого и второго рода, а также и различные тензоры 
кривизны.

Основные результаты этой статьи доложены автором на научно-иссле­
довательском семинаре при кафедре геометрии Казанского Государственного 
университета и на научно-исследовательском семинаре при кафедре диффе­
ренциальной геометрии Московского Государственного университета.

§ 1. Пространство опорных элементов

Пусть Vn есть некоторое «-мерное дифференцируемое многообразие 
класса Cf, которое мы будем в дальнейшем называть базой (или базисным 
пространством). Допустимые преобразования координат многообразия Vn

xi' = xi'(xi) (1)

(/, у, к = 1, 2, ..., n∖ α, β, γ = 1, 2.......... N∖ а, bt с = 1, 2, ..., р)
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образуют псевдогруппу класса Cr. С каждой точкой (xz) базы Vn мы можем 
ассоциировать касательное пространство р-го порядка Tπp(x), где r-p>0 и 
dimTfa,(x) = np. Координаты элементов пространства 7*  (х), т. е. простран­
ства, дуального к Trφ (х), или пространства дифференциалов (dxl, d2xi, ...» 
dpxl), преобразуются следующим образом [2]:*χ,' = a'∑-⅛-⅛-'s Σ α,∣.^.α,l (2)

s=l (α, + α1+.. .+βt=α)
где

χi, = d°χi' χi = d°χi

il∙∙^ia ∂^...∂xla, i>∙∙∙ia ∂x⅛ . . . ∂χia '

Фундаментальная группа пространства Tπp(x) является Rp = n 

раметрической группой Ли, т. е. дифференциальной группой порядка р.
Каждой точке (xi) пространства Vn ассоциируем пространство значений 

дифференциально-геометрического объекта
Ja'=Ja'(ja, .... <...// (3)

гомеоморфное N-мерной области евклидова пространства. Множество всех 
этих пространств Vn, ассоциированных точкам пространства Vn, называ­
ется пространством опорных элементов Vn N [4]. Пространство V„tN можно 
рассматривать и как составное многообразие Fλγ(K>) в смысле В. В. Вагне­
ра [2], допустимые преобразования координат которого имеют вид (1) и (2), 
т. е. псевдогруппа преобразований координат пространства V„tN содержит 
в качестве псевдоподгруппы псевдогруппу преобразований координат 
базы Vn.

С каждым опорным элементом (х, j), т. e. с каждой точкой простран­
ства V„N, ассоциируются два векторные пространства:

1. Касательное векторное пространство Tn+N(x, у), изоморфное про­
странству операторов { Xi, Ya }, гдеX = -⅛r. r. = ⅛∙ _ 0)

2. Касательное дуальное векторное пространство T* +n(x, у), натураль" 
ный корепер (или натуральный дуальный базис) которого {dxi, dyet}. 

Введем следующие обозначения:
∂aya'

Уъ...*  = ∂ylι ... ∂y0tfl ’ tti"'a∙a ∂ya* . . . ∂yaa

χ4...^
a=l *,, ∙, 'а

*-∑ ,rι,

β=l 'ι∙∙∙,a

a' ∂3j>a

β=ι дУ dx>l.
. V∙∙√c'

• ∙ ,a

V» У 5*y^ х‘
yβ'k' Zλ ∂yβ'∂χ∙., i'∙lak'

Оказывается, что
xj'4=δj, A⅞'4 = 8b

xu = ’-j⅛'xfxf⅛∙,

(5)

(6)
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y⅛r= >,0V= -J⅞'⅛Λr'Λ^.
yį-i------4 O⅞'β∙Λ*'+ jJ∙j⅛1⅛)∙

Группа g(x, j) преобразований пространства T* +n(x, у) является под­
группой группы GL(n+N), т. е. прямому и обратному преобразованию со­
ответствуют матрицы А и A~1'.

II x*, 0 IIII z® j≡' II ■ (7)

Если (ei. еа) - натуральный репер пространства T„+N(x, у), то его векторы 
при преобразованиях группы g(x, у) преобразуются по закону:

ei' = χi'ei+yf'ea, ea,=y⅛ea, (8)
т. е. векторы еа образуют натуральный репер инвариантного подпространст­
ва Tn(x, у) пространства Tπ+n(x, у). Подпространство Т*  (х, у), натураль­
ный корепер которого имеет вид (dxi), является инвариантным подпростран­
ством пространства T* +n(x, у).

Пространство опорных элементов можно рассматривать как расслоенное 
многообразие E(Vn, F, G*,  p, Н) в смысле А. Лихнеровича [7] (или как 
произведение в смысле Эресмана—Фельдбау [9]), где Vn-база, F— стан­
дартный слой (F= VN\x=Xe), (7*  — структурная псевдогруппа слоя F, преобра­
зования которой имеют вид

Z=Z(∕,. 4. ∙.∙. <...⅛)lx-x,,.

р — каноническая проекция: 

и Я-семейство гомеоморфизмов:

heHt h'.F<→Fxι, Fx = Vn∖x=xι.

Пространство Tn(x, у) является касательным пространством слоя Fx 
расслоенного пространства Е, т. е. Я-мерным инволютивным распределе­
нием касательного пространства Tn+N(x, у). Через Tn(x) и Т*  (х) обозначим 
касательное векторное пространство и дуальное касательное векторное про­
странство точки (xi) базы Vn.

§ 2. Линейная дифференциально-геометрическая связность 
составного многообразия Vn(Vπ)

Касательное пространство Tπ+λγ(x, у) будем называть оснащенным, если 
в нем задано подпространство Т„(х, у), инвариантное относительно преоб­
разований группы g(x, у). Пространство Tπ+n(x, у) является оснащенным 
тогда и только тогда,- когда систему линейных дифференциальных опера­
торов {yα} можно дополнить такими п линейно независимыми дифферен­
циальными операторами zf=χ-ιγya,
чтобы коммутаторы [Z1∙, yj разлагались только по операторам Zt. Век­
торы Е,: 

. (9)£(=е(-17ев,
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соответствующие операторам Z,∙, образуют базис «-мерного инвариантного 
подпространства Tn(x, у) пространства Tπ+n(x, у) тогда и только тогда, 
когда функции ∑Y(x, у) при преобразованиях группы g(x, у) преобразуются 
по транзитивному закону

Π' = ⅛(-yΓ'+y≡'Γr). (10)
Очевидно, что

Tn+N(x, y) = Tn(x, y)+TN(x, у). (11)

Таким образом касательные пространства {Tπ+n(x, у)} являются оснащен­
ными тогда и только тогда, когда на многообразии VnN задано поле диф­
ференциально-геометрического объекта Г?, компоненты которого при преоб­
разованиях (1) и (3) преобразуются по закону (10). Этот объект является 
объектом линейной дифференциально-геометрической связности [2] состав­
ного многообразия Vn(Vπ), а также и объектом инфинитезимальной связ­
ности на расслоенном пространстве [7].

Если Tn+Λ√x, у) — оснащенное пространство, то дуальное пространство 
T* +n(x, у) также является оснащенным, т. е. в нем существует линейно 
независимая система пфаффовых форм

Θ*=dy*+Γ%dx k, (12)

которая и определяет базис пространства T⅛(x, у). Таким образом оснаще­
ние пространства Tπ+n(x, у) индуцирует вполне определенное оснащение 
дуального пространства T* +n(x, у) и наоборот. Это оснащение так же 
индуцирует вполне определенные оснащения и в произвольные тензорные 
степени касательных пространств Tπ+n(x, у) и T* +n(x, у). В этом случае 
вектор первого рода в смысле Б. Л. Лаптева [5] является горизонтальным 
вектором, т. е. вектором горизонтального касательного пространства Tn (х, у), 
а вектор второго рода — вертикальным вектором, т. е. вектором вертикаль­
ного пространства Tn(x, у).

Так как pi(x, y) = xi, то каноническая проекция р определяет линейное 
отображение (изоморфизм) пространства 7τ,,(x, у) на Tπ(x).

§ 3. Горизонтальные и вертикальные связности пространства 
опорных элементов ✓

Если пространства {Tπ+n(x, у)} оснащенны, то составное многообра­
зие T„+N(V„tN) является прямой суммой составных многообразий Tn(V„tN) 
и TN(VntN):'

Tn+N(Vn,N)=Tn(VntN) + T„(V„fN)t (13)
Составное многообразие будем называть горизонтальным состав­
ным многообразием пространства опорных элементов V„iN, а Tn(Vπ^n)-вер­
тикальным составным многообразием этого же пространства. Многообразия 
Т*(У Л>ЛГ) и T$(VntN) являются расслоенными дифференциальными структу­
рами, присоединенными к пространству опорных элементов VntN в смысле 
Г. Ф. Лаптева [6].

Б. Л. Лаптев доказал [5], что в случае пространства тензорных опор­
ных элементов отображение касательного пространства бесконечно близкого 
опорного элемента (x+dx, y + dy), на касательное пространство исходного 
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элемента (х, у), т. е. аффинная связность в пространстве опорных тензор­
ных элементов, может быть установлена, если построить ковариантный 
дифференциал поля тензора первого рода. Такая связность определяется 
при помощи объекта аффинной связности Γ⅛(x, у) и тензора Cj∕1'.. js, если 
опорный объект является r-раз ковариантным и s-раз контравариантным 
тензором. В этом случае связность, определяемая объектами ¾ И 
С"1 ' ^,jr, порождает оснащение пространства дифференциалов {dx, dy), где 
у —тензор. Если у — произвольный дифференциально-геометрический объект, то 
векторы второго рода не являются тензорами первого рода и задание ото­
бражении касательного пространства Tπ+n{x, у) не индуцирует оснащения 
пространств Tπ+n(x, у).

Определим инвариантное дифференцирование векторных полей, опреде­
ленных на Vπ,n> таким образом, чтобы инвариантный дифференциал гори­
зонтального (вертикального) векторного поля был бы горизонтальным (вер­
тикальным) вектором. Дифференциально-геометрический ^объект Γ⅛(x, у) и 
Qα(χ, у), ПРИ помощи которого определяется инвариантный дифференциал 
горизонтального векторного поля ξ'(x, у) следующим образом

Z)ξ' = <∕ξ*+ ξ* (Γ⅝p <fr'+ ⅛ 0“), (14)
будем называть объектом горизонтальной аффинной связности пространства 
опорных элементов V„tN. Если ξ'(x, у) горизонтальное векторное [поле, то 
Z>ξ*  является горизонтальным вектором тогда и только тогда, когда

D%=xi∕DV, (15)
т. е., когда дифференциально-геометрический объект Γ‰(x, у) и Clh,(x, у) 
имеет следующую структуру:rj⅛-=xtt (4t∙+xj- ⅛ Γ⅛) (16)
и q√=χi'4>⅛C∙. (17)
т.е. Γ⅛ — объект аффинной связности и <⅞ -обобщенный тензор.

Инвариантный дифференциал вертикального векторного поля ξa(x, у) 
определим следующим образом:

Pξa=<∕ξa+ξ0(Γgjtd⅛* + CgγΘη. (18)
Величины Dζa являются вертикальным вектором тогда и только тогда, 
когда

Dξ*=yt'Dζ*, (19)
т.е., когда система величин I¾(x, у) и <¾,(x, у) преобразуется по следую­
щему закону: a+y≡>5γ4 w-< ∏) (20)

Q√=^'‰+⅛^Qγ). (21)
Дифференциально-геометрический объект Γfa (х, у), ¾ (х, у) и Cgγ (х, у) будем 
называть объектом вертикальной аффинной связности пространства V„tN. Диф­
ференциально-геометрический объект Г? (х, у), Γ⅛ (х, у), Γ‰ (х, у), Cja (х, у) и 
Cgγ(x, у) будем называть объектом расщепленной аффинной связности про­
странства Vntff. Если Cja = O, то объект расщепленной аффинной связно­
сти будем называть объектом усеченной связности пространства
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Если ввести формы
ωj=Γlikd^+CjζlΘf,

ωg=Γ⅛d⅛*+(¾Θ γ, (23)
то инвариантный дифференциал любого тензорного поля Tl'"'β*"⅛ s(x, у) 
можно представить в виде

D7j.' ∙∙⅛',∙∙∙^ = <ζr!, ∙∙⅛^,∙∙
Λ..∙√ρ0ι∙.∙βr Λ-∙√ρβι∙÷∙∙∙-Σ^

а=)

⅛+Σγλ
α= 1

.√ρβι

Если Jpβll.'.β5(*>  j) является относительным тензором двойного 
т. е. его компоненты преобразуются по закону

τt: ⅛⅛.I = <det и x⅛' и >p <det ∣∣ ⅛ ∣∣ )β × 

×√∙ χt∙P Xz, X⅛ у“1 y0r 741∙∙∙⅛≡1∙∙∙% 
X Λ∙1 . . . x,p xj, . . . Jαι . . . *j l...jtιfil'..fir ,

где Р и Q — целые числа, то инвариантный дифференциал имеет вид
Р

yl.. ∙^βι∙∙∙βf √ι.→9βι...β, Λ...∙Λ7βι∙∙∙βr
a=I

г
+ • ■ • - ∑ ^"^β1∕'⅛'..βrωβ+(^+0ω9 К.'. 

β-ι ’ °
Дифференцируя (10), в силу (5) и (6) мы получим,

(⅞ = ^∂^"β , ∂j∙ = -^r) преобразуются по закону (20), т. е.

(22)

(24)

веса,

(24')

что величины ⅞ Г? 
Γf и ∂βΓy обра­

зуют такой же дифференциально-геометрический объект как и величины 
Г? и Γβl. Объект Г? и ∂β Г? будем называть объектом индуцированной 
вертикальной аффинной связности пространства Vπ,n-

и

§ 4. Лифты и геодезические кривые

Так как между касательными пространствами Tn(x) и Tn(xi у) канони­
ческая проекция р устанавливает изоморфизм, то любому векторному полю 
Xi(x) многообразия Tπ(Fπ) соответствует единственное векторное поле 
*Xi(xy у) многообразия Tn(V„tN). В этом случае векторное поле *X i(x, у) 
называется лифтом векторного поля Xi(x). Лифтом кривой Kιxi=xi(t), 
t)≤r≤l, базы Vn называется такая кривая К* :√=xi(t), ya=ya(t), 0≤∕≤l, 
пространства*  V„tNi касательный вектор которой горизонтальный [8]. Так 
как касательный вектор τ произвольной кривой Ky'.xi=xi(f), ya=ya(t), 
0 ≤ t ≤ 1, пространства Vrh n (однопараметрического семейства опорных эле­
ментов многообразия V„tN) имеет вид

τ = √E,∙ + τβea,

Z__ _ '=4-∙ —* Пространство Vn, n рассматривается как расслоенное многообразие Е. В. В. Вагнер лифт называет постоянным полем локальных точек [2]. 
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то кривая Ку будет горизонтальной тогда и только тогда, когда 

-⅞-+r*̂^⅜^  = 0> (25) 

т.е., когда функции у® (г) являются решением системы (25) (считаем, что функ­
ции xi(t) известны). Таким образом, любая кривая K≈Vn имеет единствен­
ный лифт К*,  проходящий через данный опорный элемент (j⅛, yδ), где 
⅛ = xf(0), yg=yα(0).

Кривую Ку пространства опорных элементов V„tN назовем вертикаль­
ной геодезической кривой пространства Vπ,n> если инвариантный дифферен­
циал вертикальной части касательного вектора равен нулю, т. е.

-⅛- + Γgfτ3-⅛-+qγτβτv=0. (26)

Вертикальным геодезическим лифтом кривой K<≡Vn назовем такую кривую 
Х*<=Р„ >ЛГ, инвариантный дифференциал вертикальной части касательного 
вектора которой равен нулю. Систему дифференциальных уравненью (26) 
можно записать в следующем виде:

d'ya Į W ./д г®4-Г® + г® ГП dy^ dχk I
Λ≡ + c(βγ)-Λ аГ + 1 k +1Р*  + c<0γ>1 k> ~~dt dΓ +

+(‰I¾+ΓfoI¾+<‰ΓgΓp⅛ -f∙+Π⅛-O. (27)

Отсюда следует, что для любой кривой базы Vn, принадлежащей классу 
С3, существует единственный вертикальный геодезический лифт К}, про­
ходящий через опорный элемент (xį, у§) в вертикальном направлении τg. 
Очевидно, что вертикальный геодезический лифт точки x⅞ (предполагается, 
что базисная кривая стягивается в точку) является геодезической кривой 
слоя Vn, проходящей через опорный элемент (x⅞, yg) в направлении 

dVx, I =τg. Любой лифт кривой К является ее вертикальным геодезиче­
ским лифтом, ибо уравнения (26) имеют и нулевое решение.

Кривую Ку пространства V„tN будем называть горизонтальной геодези­
ческой кривой, если она горизонтальна и если её касательный вектор ин­
вариантно постоянный. Эти кривые являются аналогами квазивеодезических 
кривых пространства Финслера [10]. Очевидно, что геодезические кривые 
пространства являются решением системы

dχP 
dt = 0,

(28)

di*i - Г/ d*k 
Λa +1(*P> dt

Отсюда следует, что через данный опорный элемент (x,0, yg) по данному 
горизонтальному направлению ⅛ проходит единственная геодезическая 
кривая. Отметим, что система дифференциальных уравнений (28) зависит 
только от симметрической части объекта аффинной связности a и не за­
висит от тензора Cja. Кроме того, эта система инвариантна относительно 
преобразований (1), (3) и относительно линейного преобразования параметра 
t с постоянными коэффициентами а и Ь\

t = at+b.
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Если все рассматриваемые функции класса С", то решение системы 
(28), подчиненное начальным условиям

t=0, x∣≈xl0, У=>«, 4τ^ = τ°'
можно представить в виде степенных рядов. Для получения этих рядов, 
мы постепенно продифференцируем по t уравнения (28). Тогда получим 
следующую последовательность уравнений:

где

Таким

где

dxil dx'a p
ia dt dt ^υ,

,a d⅛* 1

'ι∙∙∙ia-ι dt
dx'a~17,---- 0- (≡ = 3, 4, ...),

(29)

rZ...,β+1=⅛rZ.-β+Λar^...<.-1r''o+1)-¾C...,rL1)∙
образом, решение системы (28) имеет вид:

(30)

√ = ⅛ + τi√-∑ -^-(fJι .fl√θ ... ⅛)rfl, 

α=2 a
∞

^=^-∑4r(Γ°...ιo⅛∙∙∙ τ'o>t°∙
α=0fι! . =г; .1 , f; . =г; .1ιx...lfl *ι...* β∣r≡0, 'ι.∙∙* o 'ι∙∙∙'a∣r=0

базисном пространстве Vn выполним следующее преобразование ко­
ординат X→X'.

(31)

x∙ = ⅛ + 5∙-2⅛fjι .λx'∙
а=2

В новой системе координат х конечные уравнения (31) примут следующий 
простой вид: . (33)

Итак, в области сходимости ряда (32) и ряда

(32)

^-Σ7fLΛ∙∙i'a' <34>
а= i

через заданный опорный элемент (xj0, у“) и произвольную точку (xi) базы 
Vn проходит только одна горизонтальная геодезическая кривая. Получен­
ная система координат является аналогом аффинно-нормальной системы 
координат пространства опорных тензорных элементов [5]. Систему коорди­
нат, в которой решение системы (28) имеет вид (33) и (34), назовем гори­
зонтальной аффинно-нормальной системой координат, соответствующей ис­
ходной системе координат и данному опорному элементу. В горизонтальной 
аффинно-нормальной системе координат компоненты симметрической части 
объекта равны нулю. При этих координат можно ввести понятие гори­
зонтально-аффинных расширений и горизонтально-аффинных тензоров про­
странства VnN.

В

i 
Xa .
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Кривую Ку пространства V„tN- будем называть геодезической кривой, 

если её касательный вектор τ обладает свойствами
Dτi = 0, Dτa = О,

т. е. 

и
-^- + I‰τβ-^ + C⅛r)τβττ=0.

Таким образом, любая горизонтальная геодезическая кривая является гео­
дезической кривой. Уравнения (36) и (37) можно переписать в следующем 
виде: ⅛+{‰+‰lrζ,}⅛<+ςi^-⅛=o (38)^+{⅞rζ+α+‰∏-rjc⅛}⅛

+ {⅜Γ⅞+‰Γ⅛+‰∏ΓJ-Γ,≈‰-ΓJ¾llilΓ⅛}^ -^- = 0. (39) 

Отсюда следует, что через заданный опорный элемент (xl0, jg) по заданному 
невырожденному направлению τ0 проходит единственная геодезическая кри­
вая пространства Vn,N∙ Система дифференциальных уравнений (38) и (39) 
инвариантна относительно преобразований (1), (3) и линейной замены пара­
метра: t = at + b.

При помощи усеченного объекта индуцированной вертикальной связ­
ности можно установить инвариантное дифференцирование вертикальных 
векторных полей, определенных вдоль лифтов базисных кривых. Дифферен­
циально-геометрический объект Г?, Γgfc, Cβγ (или Г?, ∂0iγ, Cgγ) устанавли­
вает в вертикальном составном многообразии инвариантное дифференциро­
вание векторных полей, заданных вдоль произвольных кривых многбобразия 
Vn,N∙

§ 5. Пфаффовые производные

Если /(х, у) скалярная функция класса С2, определенная на V„fN, то 
коэффициенты линейного разложения дифференциала этой функции через 
формы dxi и 0“:

df=∂Jdxi+∂J'Q*,  (40)
где ⅛∕--⅞-⅛∏> ⅛∕=⅛> <41>
называются пфаффовыми производными рассматриваемой функции. Пфаффо­
вые производные (как первого, так и второго рода) скалярной функции яв­
ляются тейзорами. В нашем случае кратные пфаффовые производные вто­
рого рода всегда симметричны. Для кососимметрической части вторых 
пфаффовых производных первого рода имеет место следующая формула:¾∙⅛]∕=⅛∕^,

∕JJ=2{¾Γjj-∂βΓj}Γ⅛}.

2. Литовсиий математический сборник, V

(42)

(43)
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Из формулы (42) следует, что величины Rį образуют тензор. Этот тензор 
будем называть тензором кривизны связности Г?. Если Λg∙=O, то вторые 
пфаффовые производные первого рода симметричны (для любой скалярной 
функции). Следует заметить, что пфаффовые производные тензорных полей 
не всегда являются тензорами. Если ΛJ = O, то существует такая система 
координат, в которой Г“ = 0. В этом случае линейная дифференциально­
геометрическая связность называется плоской связностью (связностью ну­
левой кривизны).

§ 6. Инвариантные производные и тождества Риччи

Формулы (14) и (18) можно переписать следующим образом
Z>ξ, = vjt ξ,' dxk + vα ξf Θa (44)

и
Z>Ša = VfcĘ“tZxA + VpŠa00, (45)

где
wξ' = ⅞ξi+ξ'Γ⅛, v^⅛+ξ'C'a, (46)

vfcξ≡=¾ξ≡ + ξ3Γ⅛, Vβξa=¾ξa+ξγ¾. (47)
Так как Z>ξ*,  Dξa, dxi и Θa являются тензорами, то величины yfcξ*,  

Vaζ', Vfcζa и Vβξa-тоже являются тензорами, и их будем называть инва­
риантными производными первого и второго рода рассматриваемых векторов. 
Аналогично определяются и инвариантные производные тензорного поля 
(произвольной валентности и произвольного веса).

Альтернирование инвариантных производных второго порядка и первого 
рода горизонтального векторного поля приводит к следующим тождествам:

2v∣, V*ι ξ'=ξ, ‰ - д, ξ' R°kk - 2v, ξ' ¾, (48)
где

J‰=I‰ (49)
И

‰=2(⅛Γ{βt*1-Γ'ttΓftl,1). (50)
Тензор будем называть тензором горизонтального кручения про­

странства V„iN, а тензор R!qpk — первым тензором горизонтальной кривизны 
этого же пространства. Тождества (48) будем называть обобщенными тож­
дествами Риччи для альтернирования инвариантных производных первого 
рода (горизонтальных векторов). Эти тождества для горизонтального тен­
зорного поля Tj.' "'j.s имеют вид:

Г
2VtpVa^-jζ=-∑ T,i'-!l l^iιfk +

β=l r

+ ∑ (51)
о= 1

Тождества (48) можно представить в виде:

2vipVtιξi=ξ,⅛-V<jξ'¾ + 2v7ξi¾. (52)
где . ’ •

¾*-∕‰t+CjσJ‰. (53)
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Тензор ⅛*,  придерживаясь терминологии Б. Л. Лаптева для случая 

пространств тензорных опорных элементов [5], будем называть первым кар- 
тановым тензором горизонтальной кривизны пространства Vn>N.

Вторую группу обобщенных тождеств Риччи мы получим, рассматривая 
инвариантные производные Vβξ7αξ'. В этом случае мы имеем

2v∣(J V«15'= 5, + 2⅛ ξ' ¾. (54)

¾=q⅛. (55): 2 { 6(a C{9.β] + C∏a 101 + ∙Ha0 } ∙ (56)
Тензор ¾ будем называть тензором вертикального кручения пространства 
V„tN, а тензор 2⅛aβ- вторым тензором горизонтальной кривизны. Тождест­
ва (54) можно переписать в следующем виде:

2V(3 V<d ζf = & K⅛t - 2Vy ξ*  2%, (57) ’
где

‰ = ‰ + 2⅛¾ (58)
и этот тензор назовем вторым картановым тензором горизонтальной кри­
визны пространства V„tN.

Третью группу обобщенных тождеств Риччи мы получим, рассматривая 
изменения порядка инвариантного дифференцирования первого рода и част­
ного дифференцирования по опорному объекту (для горизонтальных векто­
ров или тензоров):

⅛V*ξi-V*⅛ξi= -ξ*Z⅛+0γξi⅛, (59)
где

⅛te=¾∏ft (60)

⅛ = I¾-⅛∏. (61)
Тензор L⅛k назовем простейшим тензором кручения пространства Vπ,n, а
⅛a — простейшим тензором кривизны.

Другой вид третьей группы обобщенных тождеств Риччи мы получим, 
рассматривая vav⅛ξ', т. е.

V« V*: ξ' - V* V« ξi = ξ, ‰ + V, ξ' Q. - Vσ ξ, ⅛. (62)
где ....

R'qk<l — Ltqka — C,qσ I⅛a — Vjį Cįa, (63)
Тензор ⅛a будем называть третьим картановым тензором горизонтальной 
кривизны пространства VntN, а ⅛ - тензором кручения этого про­
странства.

Аналогичные обобщенные тождества Риччи мы получим, рассматривая 
вторые инвариантные производные вертикального векторного поля ξa. Эти 
тождества имеют вид:

2 Vfp V*J ξa=ζσ ‰ - Vp ξa ⅛ + ¼ ξa R⅛, (64)
2 V(γ VβJ ξa = ξσ ‰ - 2Vσ ξa Λβγ, (65)

Vä Vβ ξa - Vβ Vλ ξa = ξσ ‰ - Vσ ξa⅛ + V9 ξa <%, (66)
где г

‰ = 2 { ¾‰r+ Γ⅛, Γ‰jtl + C⅛ R>pk }, (67) 1
γ ∕‰= 2{¾ C{xσlγl + (¾ C‰γl}, (68)

‰ = ¾ <¾ + ⅜ Γ‰ + C⅛ I¾ - Γgfc (¾ + C⅛ ¾ ∏. (69). 
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Тензор Rįpk будем называть первым тензором вертикальной кривизны про­
странства V„>Nt 7‰-вторым ‘тензором вертикальной кривизны, 7⅝e- 
третьим тензором вертикальной кривизны. Аналогичные обобщенные тож­
дества Риччи справедливы и для любого тензорного поля произвольной 
валентности и произвольного веса.

§ 7. Обобщенные тождества Бианки

Рассмотрим вывод аналогов тождеств Бианки для горизонтальных и 
вертикальных тензоров кривизны. Для этого построим карту пространства 
опорных элементов с объектом расщепленной аффинной связности, опреде­
ляя развертку однопараметрического множества опорных элементов

*, = *'(⅛ jα=JαW, (70)
т. е. кривой расслоенного пространства Е, на п + N-мерное аффинное про­
странство следующими дифференциальными уравнениями

d А = dxi Ei + Θα ea,
JE1∙ = ωfEjk, (71)
Jea = ωg eβ,

где {A, Ei, еа} — подвижный репер аффинного пространства, изоморфного 
оснащенному касательному пространству T„tN(x, у) (формы ωj и ωg опре­
делены равенствами (22) и (23)). При этом отображении горизонтальная 

часть касательного вектора кривой (71) отображается на вектор, который 
разлагается только по векторам Ei, а вертикальная часть —на вектор, ко­
торый разлагается только по векторам еа.

Если мы рассмотрим бесконечно малый параллелограм опорных эле­
ментов (цикл), определенный на двумерном многообразии опорных эле­
ментов xi = xi(t1, t2), y=y(tli t2) (72) 

следующими значениями параметров
(*ι,  t2∖ (r1 + ∆r1, z2), (r1+∆r1, r2+∆r2), (z1, ⅛+Δr2),

то при его развертывании на аффинное пространство, мы придем к числен­
ным значениям следующих внешних форм

[ω⅛, dxk], DΘa-[Θ<j, Θg],
PωJ-[ωjc, ωy, PΘg-[Θj, Θg.

Эти внешние формы хдрактеризуют кручение и кривизну пространства 
V„tN. Выполнив вычисления, мы получим структурные уравнения простран­
ства Vπ,n с расщепленным объектом аффинной связности

[dxk, c⅛] = Ω',
P0a-[0β Θg = Ωa,
Z>ωJ — [ωjc, coį] = Ω}, (73)
D⅛-[ΘJ, Θ≡] = Ωg,

ГДе Ω'=⅛p[<Z√, dE*p] +CL[<Wt, <И

Ω≈=-i-Λ⅞,[<i⅛*.  <fe',]+⅛[d⅛*,  Θ⅛] + ¾[ΘΛ ©9], (74)
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Ωj= 4- Kįkp [At, Ad + ‰ [©“, А‘] + 4- ⅛β [Θ*.  Θ0].

⅛=4-‰[a*,  Ad+⅛[θη a*j+4-∙‰[θy∙ ®‘1-

Дифференцируя уравнения (72) внешним образом, мы получим обоб­
щенные тождества Бианки:

Z)Ω' = [ωj,, Ω'] + [Ωjc*,  dxk], 
DΩα = [ΘP, Ωg-[Ωβ, 0§], 
2)Ωj=[ω*,  Ωfc]- [Ωjc, coį], (75

Z>Ωg=[Θ^, Ω≈]-[ΩJ, 0?].
Если мы вдоль цикла выполним последовательное отображение репера 

¾ пространства Tπ+n(x, у), то в этом же пространстве мы получим образ 
91 репера 91. Таким образом, бесконечно малому циклу опорных элементов, 
проходящему через опорный элемент (х, у), соответствует аффинное пере­
мещение пространства Tn+N(x, у), определенное формами кручения-кри­
визны:

Ωf, Ωα, Ω} и Ωg.
Если Ω*  = 0 (Ωa=0), то вектор, соединяющий вершины реперов Й и 91, 

является вертикальным (горизонтальным) вектором. Если Ω]=0 (Ωg = O), то 
при обходе по любому циклу не меняется оснащение пространства 
T„+N(x, j) (вертикальное пространство Tn(x, у) пространства T„+N(x, j)j.

Рассмотрим специальные циклы: цикл-лифт, т. е. цикл, образованный 
из лифта базисного цикла, и слоевой цикл, т. е. цикл, базисная часть ко­
торого состоять только из одной точки. В первом случае мы получим 
репер ⅛*,  аффинное смещение которого характеризуется следующими зна­
чениям^ форм кручения кривизны:

*Ω'=Rjtp [dxk, dxr], *Ω∙  = 4^ a⅛ Irfχt∙ <fe'l∙

*Ω∫ = 4- f⅛p [At, dx'], *Ωg  = 4- J‰ [dxk, dx>].

Таким образом, начала реперов ¾*  и 91 совпадают тогда и только тогда, 
когда ⅛p = 0, A⅛ = 0, т.е. когда объект аффинной связности объекта го­
ризонтальной аффинной связности является симметрическим, а линейная 
дифференциально-геометрическая связность — плоской. Вдоль произвольного 
цикла-лифта не меняется оснащение пространства Tn+N(x, у) тогда и толь­
ко тогда, когда первый картанов тензор горизонтальной кривизны про­
странства Р„>ЛГ равен нулю. Вертикальное пространство Tn(x, у) простран­
ства Tn+N(x, у) вдоль цикла-лифта, не меняется тогда и только тогда, 
когда первый тензор вертикальной кривизны равен нулю.

Рассматривая второй случай, т. е. слоевой цикл, мы получим репер ⅛', 
аффинное смещение которого характеризуется следующими значениями 
форм кручения - кривизны:

'Ω'=0, 'Ωa = - jRgγ[00, 04
'Ωy' = 4- K⅛ [©«, Θ⅛ 'Ωg = ± ‰ [0∖ Θd.
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Отсюда следует, что начала реперов ⅛ и 91 совпадают тогда и только 
тогда, когда тензор вертикального кручения пространства Vrtt n равен нулю. 
Вдоль слоевого цикла не меняется оснащение пространства Tπ+n(x, у) 
тогда и только тогда, когда второй картанов тензор горизонтальной кри­
визны равен нулю, а вертикальное пространство — когда второй тензор вер­
тикальной кривизны равен нулю.

Аффинное смещение репера ¾ является прямым произведением 
аффинных смещений реперов 91*  и 91' тогда и только тогда, когда 
тензор кручения, тензор простейшего кручения, третий картанов тензор 
горизонтальной кривизны и третий тензор вертикальной кривизны равны 
нулю. Если мы рассмотрим аффинное смещение как произведение парал­
лельного переноса, состоящего из горизонтальной и вертикальной части, и 
аффинного поворота, состоящего так же из горизонтальной и вертикальной 
части, то получим геометрическую интерпретацию упомянутых тензоров.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 1.VI. 1964
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ATRAMINIŲ ELEMENTŲ ERDVĖS KREIVUMO TEORIJOS KLAUSIMUV. BLIZNIKAS

(Reziumė)Diferencijuojamos и-matėš daugdaros V„ ir p-tos eilės diferencialinio geometrinio objekto y“, kurio komponenčių transformacijos dėsnis yra (3) pavidalo, reikšmių erdvės topologinė sandauga vadinama atraminių elementų erdve Кл, дг [4].Jeigu T∏+n(x, y)-daugdaros Vπ,n liečiamoji vektorinė erdvė, o Tn(x, y)-erdvės 
T∏+n(x, у) invariantinis poerdvis, tai erdvė Tπ+n(x, y) bus normalizuota tada ir tik tada, kai ant daugdaros Vπ,n yra apibrėžtas diferencialinis geometrinis objektas Γ≡, kurio kompo­
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nenčių transformacijos dėsnis yra (10) pavidalo. Jeigu Ttl (x, y)-erdves T∏+n(x, y) norma­linė erdvė (horizontalinis poerdvis), tai

Tn+N (X, y) = τπ (x. y) + TN (x, y).Erdvės Tn(x, y) vektoriai yra vadinami vertikaliniais, o Tn(x, y) — horizontaliniais vek­toriais. Struktūra diferencialinių geometrinių objektų (16), (17), (20), (21) yra tokia, kad jais naudojantis galima apibrėžti invariantinius diferencialus (14) ir (18) horizontalinių bei vertika­linių vektorių.Išnagrinėtos kai kurios daugdaros K∏, w bazinės erdvės kreivių liftų (25) bei vertikalinių liftų (27) savybės. Įvestos horizontalinių ir vertikalinių geodezinių kreivių sąvokos. Įrodyta afininių normalinių koordinačių egzistencija erdvėje Vn,N-Surastos apibendrintos Ričio tapatybės (48), (51), (54), (57), (59), (62), (64), (65), (66) • pirmos ir antros rūšies invariantinėms išvestinėms. Duotos daugdaros Vπ,n kreivumo ten- zorių (43), (50), (53), (56), (58), (60), (63), (67), (68), (69) ir sukimosi tenzorių (49), (55), (61), (62) geometrinės interpretacijos.Darbas atliktas tenzoriniu metodu ir yra ankstesnio autoriaus darbo [1] tęsinys.
ZUR KRÜMMUNGSTHEORIE IM STÜTZELEMENTENRAUMV. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)Wir legen eine л-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse m zugrunde, die wir noch zu einer Mannigfaltigkeit von Stützelementen erweitern, indem wir in jedem Punkt derselben sämtliche differentialgeometrische Objekte hinzunehmen. Die Koordinaten eines Punktes mögen mit xi bezeichnet werden, während ein differentialgeometrischer Objekt yα durch Transforma­tionsgesetz (3) bestimmt ist. Ein Punkt samt einem differentialgeometrischen Objekt (oder kurz Stützelement) soll mit (√, yα) bezeichnet werden. Die Mannigfaltigkeit V∏t n von Stütz­elementen (√, ya) ist eine (л+N)-dimensionale Mannigfaltigkeit.Der kontravariante Tangentialraum T,j+2√(x, y) des Stützelementenraumes K∏, w hat ei­nen invarianten Unterraum Tn(x, y) (oder Vertikalraum der Mannigfaltigkeit Vn,N)∙ Ein Raum Tπ+n(x, y) ist dann und nur dann normalisierbar, falls in Kπ,τv ein solches Objekt Г® existiert, dessen Komponenten bei einer zulässigen Koordinatentransformationen (1) und (3) mit Hilfe von Transformationsgesetz (10) transformiert werden. Jede Normalisierung 
Tn(x, У) von Γ∏+n(x, y), dass die Bedingung

Tn+N(x, y) = Tπ(x, y) + TN(x, y)erfühlt ist, heisst Horizontalraum von Vπ,n.Das invariante Differential eines Horizontalvektors ξ,' ist durch (14) festgelegt, wo Γjfc das Objekt von affinen Zusammenhangs und Cja das verallgemeinerte Tensor sind. Das inva­riante1 Differential eines Vertikalvektors ξα ist durch (18) eingeführt, wo Γ≈fc und die Transformationsgesetzen (20) und (21) genügen.Der Begriff der Parallelverschiebung horizontaler und vertikaler Vektoren in Stützele­mentenraum V„t n mit Zusammenhangsobjekte (Г?, Γjfc, Γ≈., Cija, C≡γ) erlaubt die Betrach­tung vertikalgeodätischer (oder horizontalgeodätischer) Kurven in diesem Stützelementenraum, deren Vertikaltangentialsvektoren (oder Horizontaltangentialsvektoren) die Gleichung (26) (oder (28) j befriedigen. Die regulären Lösungen der Gleichungen (28) werden, auf Grund dieser Gleichungen selbst, bei Beachtung von Anfangsbedingungen ∕=0, xi~x'0, yα=yθ und —=τ^j explizit durch die Reihenentwicklungen (32) und (34) dargestellt. Die durch (33) eingeführten Koordinaten xi, die durch Angabe des Stützelementes (x'0, y“) eindeutig in einer gewissen Umgebung von xi0 bestimmt sind, mögen als die zum Stützelement (x'0, yfi) gehöri­gen horizontalaffinen Normalkoordinaten bezeichnet werden. Die geodätischen Kurven in dem Stützelementenraum V„t n sind diejenige Kurven, die die Differentialgleichungen (36) und (37) befriedigen.
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Die invarianten Ableitungen erster und zweiter Gattung von horizontalen und vertikalen Vektoren sind mit Hilfe der Formeln (46) und (47) bestimmt. Die Identitäten (48), (51), (52), (54), (57), (59), (62), (64), (65) und (66) für Horizontal- und Vertikalvektoren sind die verall­gemeinerten Identitäten von Ricci. Die Horizontalkrümmungstensoren des Stützelementenrau­mes V∏,n werden durch die Formeln (43), (50), (56) und (58) eingeführt. Die Einfachrota- tions- und Einfachkrümmungstensor haben die Form (60) und (61). Die Horizontalrotations­und Vertikalrotationstensoren werden durch die Gleichungen (40) und (55) definiert. Die Vertikalkrümmungstensoren kann man durch die Formeln (67), (68) und (69) bestimmen. Die verallgemeinerten Bianchischen Identitäten (75) für Rotations- und Krümmungsformen des Stützelementenraumes V∏, n sind mit Hilfe der Cartanischen Methode abgeleitet.In diesem Artikel sind auch die geometrischen Interpretationen für alle Rotations- und Krümmungstensoren festgestellt.


