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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА УПОРЯДОЧЕННЫХ 

ПОЛУГРУППАХ С РЕГУЛЯРНОЙ НОРМИРОВКОЙ

3. юшкис

1. Известно [2], что для некоторых аддитивных арифметических функ­
ций можно получить асимптотическое разложение законов распределения 
этих функций. В настоящей работе теорема об асимптотическом разложе­
нии обобщается на упорядоченные полугруппы с регулярной нормировкой 
(см., например’ [3]). Для простоты мы рассмотрим лишь функцию ω(m), 
которая означает число различных образующих элементов, делящих т.

В дальнейшем c1, с2, ... - абсолютные положительные постоянные, 
В — число, ограниченное по модулю константой; х — большое вещественное 
число. Полугруппу, для которой

v(x)= 2 l=C⅛θ+*t θ-,
N(zn)≤x

где С, Θ, Θ1 - константы, C>0, 0≤Θ1<Θ, будем называть упорядочен­
ной полугруппой с регулярной нормировкой, или, коротко, полугруп­
пой G.

Введем еще обозначения: m, п — элементы полугруппы G\ р — образу­
ющие элементы G; Р - множество образующих элементов (7; λx {ω (m) < 
<lnlnx+y]∕ lnlnx} — частота элементов G, для которых ω(w)<lnlnx + 
+y^∣∕ In 1пх, т. е. отношение числа элементов meG, N(m)≤x, ω(m)< 
<lnlnx+yV In In х к числу v(x).

2. Для асимптотического разложения функции распределения ω(m) нам 
будут необходимы некоторые свойства функции

‰ω=∑η⅛0Γ' (1)
m£G

где s=σ + it — комплексное переменное. Как известно (см. [1]), этот ряд 
равномерно сходится для σ>Θ + δ при любом фиксированном δ>0 и, сле­
довательно, ζσ(s) является регулярной при σ>Θ.

Лемма 1. Функция определенная для σ>Θ формулой (1), анали­
тически продолжаема на полуплоскость σ>Θ1, причем в этой полуплос­
кости она однозначна и имеет единственной особенностью простой полюс 
в точке s = Θ с вычетом CΘ.

Доказательство. Оценке для v(x) придадим вид
v (х) = Cxθ + р (х) х®1,

sup∣p(x)∣≤c1.
х> 1

где
(2)
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Используя частичное суммирование, имеем:
х

∑
1 _ √*)  ■ С »(и) du

N(m)s xs J us+1 
N(m)≤x 1

C ■ P О) ■ Cs____________ Cs c 9(μ)du ,cn
χs-Θ 4- χs-Ql *̂̂  j-0 (j-0)xj-Θ -t^5 J ms+i-Θ1 ∙

1
Предполагая σ>Θ и замечая, что

I 1 I _ 1 I p(*) I < ⅜
I χ5-e I χσ-Θ , I χj-θ1 χθ-Q1 »

получаем

= (4)
i

Последний интеграл сходится равномерно для σ > 8, где 8 > Θ1 — любое 
фиксированное число. Формула (4) и дает аналитическое продолжение ζσ(j) 
на полуплоскость σ>Θ1.

Лемма 2. Для функции ζσ(s) в окрестности точки s=Q справедливы 
оценки

‰ω-⅛. (5)

√ω=^-θ)∙ (6)

Доказательство. Оценки (5) и (6) непосредственно следуют из 
формулы (4).

Лемма 3. Для σ>-i-(Θ + Θ1), 111 ≥ с2 справедлива оценка

ζc(s)=2ψ∣τ. (7)

Доказательство. При σ≥2Θ ряд ζσ(s) сходится абсолютно [1] и 
в этом случае наша лемма тривиальна. Поэтому мы будем считать, что 
σ<2Θ.

Из (4) и (3) следует, что

r ∕ ∖ V 1 - cθ___________ Р <*)  i τ f p(u)du
⅛GW 2j N(rn)s (j-Θ)xs-0 xs~^^r J ks+1~θ* * 

2V(∕n)≤x х
Следовательно,∣r ∕t,x∣^ v 1 ■ cθ l I Р (*)  I , ∣ „ ∣ f p («)du2j N(m)a + ∣j-Θ∣λ°-θ + xσ-θι J Mσ+1-θι ‘

ΛΓ0n)≤x х

В силу (2) и оценок ∣s-Θ∣≥∣f∣, ∣ s ∣ < 2Θ +111 < c3111, которые справедливы 
для -i- (Θ + Θ1) ≤ σ < 2Θ, имеем:∣r ∕cλ∣ . v 1 ■ cθ i cι i cιc>∣f∣

⅛ N (m)σ ^t^ ∣∕∣jc°-θ xo~θ^ xσ~θ' ’
N(∕n)≤x

Так как σ≥-^-(Θ + Θ1), получаем
1 ⅛(Θ-Θ1)

∣ζσ(∙s)l< У -- ------ г---------+ CΘ∣∕∣→√ +
N(m)≤x +4-(Θλ-Θ) y(Θι-θ)

+ c1x +qc3∣∕∣x

(8)
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Оценивая по формуле частичного суммирования, находим

Σ
N(m)≤x N (m)

y(Θ + Θl)

v(x) i Θ + Θ1 f v (и) du =βχ2cθ 0,)4-(θ+Θi) 2 ; 4(θ+Θi)+iX uli

Полагая x=∣r∣ 0 01, получаем (7).
Лемма 4. Для полугруппы G справедлива оценка

Σ w⅛ = cθ1dλ + ^ + ^θ'^θ∙
N (m)≤x

Доказательство. Применяя частичное суммирование, имеем

1(9)

∑ W(⅛ = ⅛λ + θi  ̂= c+Bx^ + celnx+B[u^du=
ΛΓ(m)≤x i 1

= CΘlnx + c4+Bxθ>-θ.

Лемма 5. Для σ ≥ Θ —ιn(∣ ∕i∣+2) ’ ∣11 справедлива оценка

ζc(1y)=Bln(∣ 11 + 2). (10)

Доказательство. Как показывает формула (4), ζσ(σ + it) и ζσ(σ — it) 
имеют сопряженные комплексные значения. Поэтому мы можем ограничи­
ваться верхней полуплоскостью значений t, т.е. ∕≥1. Из (8) имеем

I У / м . ∖7 N(m) Ь('+2)
∣Cσ(∙y)∣< X N(m)β

N(nf)≤x

+ CΘr1xl"α+a +

Θ1-Θ +------—
+ c1x

В силу (9) получаем, что

,D('+2) +C1C3tX
0.-0 +-------------. ‘ In (г+2)

Σ -
7V(m)≤x

1

Полагая x=r0-01, найдем

N(m) 1d <'+2> lo<'÷2> In х.

fcl+√*⅛<∙-∙⅛r>Сс(5) = Вг(0-0*)С81п(/+2) 1ПГ + ВГ 0^01 v ^ ln<'÷2>'=Blπ(r + 2).

Лемма 6. Пусть f (s) регулярна в круге ∣s-<y0∣≤r, f(so)≠O, 

I ~f(s∖ I<еМ для |$—⅞∣≤r.

Пусть, далее, f (s) ≠0 в правом полукруге ∣j-j0∣≤γ, Rely>Res0. Тогда 
1». -Re∆!⅛<^.

∕(⅞) г

2°. Если, кроме того, f (s) имеет нуль р между s0~--^-r и s0, то

-Re⅛⅛<-^--------—.
fκSo) г s0-p

Доказате ьство см. в [4].

1

N(m),'j БХ
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Лемма 7. Существует положительная константа с7 такая, что 
ζc(s)≠0 в области

Доказательство. Так как функция ζσ(s) регулярна в окрестно­
сти точки Θ, а в этой точке имеет простой полюс, то можно подобрать 
такое положительное число с8, чтобы ζc(s) не имела нулей в квадрате 
1 σ — Θ Į ≤ с8, Į t Į ≤ c8. Как и в лемме 5, мы ограничимся полуплоскостью 
t>0 и будем считать, что t>c6. Как известно [1], при σ>Θ можно за­
писать

⅛ω=Π(1-⅛)">

i ζσ(⅛) l = l ∑ ΛΓ(mX∙ ∣≤ζc<σ∙)>

meG

рер

где произведение сходится абсолютно. Следовательно, ζσ(j) не имеет нулей 
при σ>Θ и мы предполагаем, что σ<2Θ.

Пусть ζc(s) = O при s = β + γz, где γ>c8. Для краткости обозначим

¾=4 min (c>∙ т - θ*>)  ’
где*

σ°=θ+w⅛∙

Если

0 ln(cβ + 2) ’
то лемма тривиальна, так как тогда в силу (12)

Q < А — С1°_______ ?£12 < А____ £12-----
ln(γ+2) 1π(c8+2)^m ln(γ+2)∙

Поэтому будем считать, что
β>σo'-T⅛)- 

(11)

(12)

(13)

(14)

и исследуем точки ⅞ = σo + Yi^ и ⅞ = σo + 2γz.
Обозначим через μ(τw) - функцию Мёбиуса, определенную на полу­

группе G [3]. Тогда
ζσ (⅞) ‘ 2 ΛΓ(m)5o = Σ N (m)5f> ’

m∈G mεG
где

d∖m

Если е — единичный элемент полугруппы G, то [3]
fl, если ти = ё, 

∑ μ I о, если m≠e,
d∖m 1

поэтому
ζσ⅛)∙∑⅛=l∙

mεG

Отсюда получаем, что
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а в силу (5) и (12) имеем

(15)

Аналогично находим, что
^r∣<c12ln(γ+2). (16)

В силу (11) функция ζσ(1y) регулярна в круге ∣1y-ly0∣≤eβ. Так как σ0>Θ, 
то ζσ(⅞)≠0 и ζσ(j)≠O при σ>σ0. Из (7) и (16) получаем, что

I ∣<c13γ2 ln(γ+2)≤(γ+2)'.∙=<Λ∙l°fr+2>,

и, аналогично, в силу (7) и (15)

(17)

I —I < ec" to<τ+2>.
I ζσ (∙so) I (18)

Кроме того, из (13), (14) и из условий β≤Θ≤σ0 имеем

ИЛИ c9 > 2c10
2 ln(c8 + 2)

(19)

Из (17) и выше изложенных утверждений видно, что .условия леммы 6,1° 
выполнены, и мы получаем

а из (18) и (19) в силу леммы 6,2° находим

(20)

(21)

Точка s = Θ является полюсом первого порядка для функции ζ<7(j).
Как известно из теории функций комплексного переменного, при σo→Θ + O ⅛ (σ°) 1 ζσ(σ0) ~ σ0-Θ
Отсюда при достаточно малой постоянной c,10 в силу (12) следует

_ < М = ,I.lln(τ±2L . . (22)ζσ(σ0) σ0-Θ c10
Для полугруппы G введем функцию Мангольдта

{
ln N (р), если m = pa,
0, если m ≠ pa.

Очевидно, при σ>Θ
mζσ(,)= - 2 m (i - λγ(p)^i)=∑ τ7⅛5-

откуда
⅛ (-y) _ у In N (р) _ у» Λ (m)
ζσ(s) Δ N (p)as Δ N(my ’ (23)

ИЛИ
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Так как σ0>Θ, то в силу элементарного неравенства
3 + 4 cos А + cos 2А ≥ О, 

справедливого для любых вещественных А, получаем
-3⅛L-4Re-⅛⅛-Re⅛J->0∙

ζG (σo) 4G (⅞) 4G (⅞)

Подставляя (20), (21) и (22), имеем
5⅛ln(γ + 2) + -∣^-ln(γ + 2)- * >0.

Сю σ0 Р

Решая последнее неравенство относительно Θ-β и применяя (12), на­
ходим

Θ-β>Θ-σ0 + 4 /4∕e 3,3 ∖ -( e 3,3( 5c16 + —-—) In (γ + 2) ∖ 5c16 4—-—
∖ cιo ∕ MO

Если c10 — достаточно малое постоянное, то константа4_ 3 3 С1°
5c,s+-^-

c*°)  ln(γ+2) •

Не­
положительна и

P<β-h⅛)∙

Полагая c7 = min(c10, clβ), получаем лемму.
Лемма 8. Пусть f (s) удовлетворяет условиям леммы 6 и 

i f' fo) I ^L
I ∕(⅞) I r ∙

Далее, предположим, что f(s)≠Q при |s — j0∣≤r, Res≥ Re1y0- 2√, где 
0<r'<-i-r. Тогда в круге |s —s0∣≤r' будет выполнятся неравенство

I ∕zω К c∏M
I ∕ω I г •

Доказательство см. в [5].
Лемма 9. Для σ ≥ Θ — ln∩7∣+2) ’ ∣11 1 справедлива оценка

’ ∙2∏n(∣Z∣ + 2). (24)

Доказательство. Из леммы 7 мы знаем, что ζσ(∙y)≠O в области 

σ θ “ 1∏(∣ ∕7∣+2) , Введем °бозначения: s0 = σ0 + it0, где

σ0 = Θ + с?4In(r0+2) ∕0 ≥ h
clβ = -∣min(l, Θ-Θ1).

Тогда функция ζc(s) регулярна в круге ∣5-⅞∣≤clβ, ζσ(⅞)≠0 и ζc(s)≠O 
при σ > σ0.

Рассуждая как и при доказательстве (17), получаем

l^⅛⅛) ∣<c∞ln(⅛+2), (25)

■ I ‰W∣<e⅛io(<.+s>,
I Cg (∙so) I
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В силу (23) и (22)

Į ζ(j (⅞) I Л (m) ⅛g (σo) caa 1 tI ζσ(j0) ∣≤Σ N{m)o∙ “ "ζσ(σ0) < σ0-Θ <c∞ln(⅛ + 2).
m≡σ

Так как t0≥l, то ζσ(1y) не имеет нулей в части круга, где
с7О>® 21n(⅛+2) •

Следовательно, мы можем применить лемму 8сr = cιa∙ r = 81∏(r0+2) ’ ∙Λ^=max(c21, C23) ln (∕0 ÷ 2),
откуда следует, что 

для

Далее, для

имеем, что

ζc(σ+^o) 
ζσ(σ + ι7o) =Pln(⅛ + 2)

® 81n⅛+2) ≤σ≤θ+ 41n(⅛ + 2) ,
σ≥Θ- С78In(Z+2)ln_r?^r=_Reln^w=

Q i______ с?
4 In (г+2)

= - Re In ζc (θ + -4fn-γJ+-2j ∙+'') + f
• σ

⅞ <" + i7) ζG (« + Й) du ≤

ljl (,θ + ^ThΓ7⅛2j-) ln 2) * = ln (^ln ÷ 2))+ B.

Таким образом,
-ξ^-=jBln(∕ + 2) для &—8⅛r⅜σ⅜θ+ 41п^+2) .

Оценка леммы при σ>Θ+ 41n^+2)~ получается из (25).
3. Докажем еще несколько вспомогательных лемм.
Лемма 10. Пусть τk(m) — число представлений meG в виде произведе­

ния k множителей, причем порядок множителей учитывается. Тогда 
Θ-1(Θ-Θ1)

2 τ⅛(m) = xθPa (lnx)+Bx lnfc~2x,
N(m)≤x

где Pk(и) - полиномы степени к—1, не зависящие от х. 
Доказательство. Обозначим

N(m)≤x

Сначала мы докажем лемму для к = 2. Нетрудно заметить, что

AW= ∑ 1 = 2' Σ j(⅛H(Vχ) =
N(m1)N(m1)≤x W(m)≤∕ х

= 2c*θ Σ -Λ⅛r+2*θ, Σ ,-w⅛--{αJθ+ΛJθ,}a.

ΛΓ(m)≤∕ х N(m)≤V х 

12. Литовский математический сборник, V
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В силу (9), применяя частичное суммирование, получаем 
j ( . ) θx+4(θ-θ1)

Dz (х) = 2Сх® < CΘ In ]/ х +∙c4 + Вх 2 |+Вх 2 —

θ-l(θ-θl) , 1 θ 1(0-θi)
-C2xq+Bx 2 = xθ∣ C2Θlnx + 2Cc4-C2 | + Вх 2

Предположим, что лемма верна для k-∖, т.е.
Θ-1Λr(Θ-Θ1)

Z>jfc-ι(x) = xθΛ-ι(lnx)+Bx a~1 lnfc^3x (fc = 3, 4, ...). (26)
Выполняя некоторые преобразования и применяя (9), имеем, чтоAk(*)=  ∑ 1= Σ τ*-ιM  =7V(λπ1)... 7V(^)≤x N(m)2V(π)≤x= Σ Σ τ*-ι(∞)  + ∑ ∑ ¾.1(m) =

N(n)≤x^ λ,,,"^W00 Λ<N<n)≤x "'"’‘ЖΣ β*→(⅛)+ Σ
— 1 —-N(λ)≤xλ W(m)≤x k= Σ p*- 1(^N⅜γ)+ Σ

-L 1
ΛΓ(n)≤xfc JV(m)≤x

τ*-ι (m) ∑

*t<,vw¾

T θ-Cxk +

1 =

f Cxθ Į ΛΓ(m)θ
k

+ -j%^+Bχk β,∣τfc.1(m) = S1 + CxθS2-Cx* ® Dk.1(x' k) + Bx^S3 + 

1 Θ1 1-l∣

+Bxk Dk~1(x Aj,

где ¾= Σ ^→(τ⅛-)'>
N(n)≤x*

⅞= Σ τ⅛-ι (m) 
N(m)& ,

1-T 
N(m)≤x kc _ V τfc-ι (w)d≡- Zj ^W(mjθΓ,

1—į- 
N(m)≤x k 

į 1—L
Теперь оценим ⅛ S2, S3 и Dk.1∖x J. ПриТоценке этих выражений 

мы используем частичное суммирование, формулы^)), (26) и следующие 

интегралы
«
∫ zβ ln'z dz = Bwα+1 ln, и + (- 1 y+1 (0t+∖y+r >
1

'∫⅛*⅛ 1"'* ,"∙

1 
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где I — целое положительное число, α < — 1 — вещественное число. Кроме 
того, через Pk (м) будем обозначать полиномы степени k — 1, не обращая 
внимания на их коэффициенты. Имеем:

У ln'jv<m) =1 nιli У 1—J N(m)θ m “ Zι N(m)β
N(m)*ζu  N(m~)≤u

-I / 2 ^iv⅛jβ 1°' 1zzdz = С& ln'+1" + %ln'u + -Smθ∙^θ In' и -

1 N(m)≤z

-ICΘ ∫ ln ẑ - ~fci f lπ zzdz +B f z0*_0_1ln/_1zf/z=P/+2(lnw) + BM®»"®In/w. 
i i i

Отсюда следует, что

_1_
N(n)≤xfc®—tΛγ(Θ-θi) 

+Bx λ"i

= *sΛ-ι(ln*){

lnfc"3x У -------------- j------------ =. ®—γlt (Θ-Θ1)
1 ЛГ(л) *- 1

N(π)≤xλ

CΘlnxfc + ci + Bxk } — xθPa(1πx) +

1(Θ1-Θ) 1 Θ Θ-1(Θ-Θ1)

+Bxk ]nk~2x+Bxk ]nk~3 x = x®Pk(lnx)+Bx k ↑nk~2x.
Далее,

1-2 j',*̂̂

s≈=⅛→-P)÷e į ¾-⅛=

1-2-I(θ-θ,) x .k d
=Pk.1(∖nx)+Bx k ln*- 3x + Θ f Pk.1(lnu)-^-+

1
1-2

χ 1 1r -l-τ-r(Θ-Θ1) -±(Θ-01)
+B J и ∖nk~2 udu = Pk-1(∖n.x) + Bx ln*~ 3x +

1
—rΛr(θ-θ,) -lt®-®,)

+Pjt(lnx)+Bx t^l lnt-3x=Pi(lnx) + 5x * In*-’*;
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Λk-ι(* l k) = χ(' fc^θΛ-l(lnJc)+^l *̂ β 4^l*θ~ β°∖nt-3x= 

=χ(,-^βpi.1(tax)+√,-÷>β÷β-β⅛-.χ

, l~τ∖
Подставляя ⅛ S2, S8 и Dk-1∖x j в Dk(x), получаем

Θ-l(θ-θx)

Dk (х) = х® Pk (In х) + Вх In k~2 х.
По принципу математической индукции имеем, что лемма справедлива для 
* = 2, 3, ...

Лемма 11. Пусть y>x>0, y≥N(p^, где р0 — образующий элемент с 
наименьшей нормой, z — комплексное число, ∣z∣≤c24. Тогда

Q Q-θι
2 zω('n>=B(yθ-xθ)(lny)∣*∣+By tμιl+1 (lnj)∏-1.

x<N(m)≤y
Доказательство. Пусть fc = [∣z∣]+1. Как и в случае натураль­

ных чисел имеем, что
∣z^>≤∏⅛=∏(i∖a^,)=τt(√

In* -2 y =

В силу леммы ДО

Į 2 z"0",∣≤' 2 τ*( m) = ∑ τ*("≈)-  ∑ τ*(m)  =
х< N (m)≤y x<N(m)^y N (m)≤y N(m)≤×

Θ-1(Θ-Θl) 
=yθPk(lny)-xθPk(lnx)+By

Θ-1(Θ-Θ1)
' =В(у& — xe)(∖ny)k~1+By (]ny)k~2.

Подставляя k=[ ∣ z | ] + 1, получаем лемму.
Лемма 12. Для комплексного z, ∣z∣≤c24, x'≥N(pJ)

∑ z“0-> = c(φ (z) + ⅛) xθ (Inxy→, 
N(m)≤x

где Γ(z) Π(1 N(p)β ) (1 + N(p)θ-1 )
jäP

целая функция от z, Г (z) — гамма-функция. 
Доказательство. В силу леммы 11 ряд

Σ-ω (т\

mεG

сходится абсолютно при σ>Θ. Функция ω(m) является аддитивной, 
ω(e) = 0, ω(pα)=l (a=l, 2, ...), поэтому при σ>Θ имеем

(27)

Полагая
A(j) = Z(z)ζS2(z).
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при σ>Θ получаем 

Λ(∙*)=∏( 1 (1 + n(py-t)∙
PGP

Если N (р) > N (p') = N (у (z)j, σ>-i-Θ, то

(1-^w⅛j*)  (1+ N(pγ-1 )≠0∙

2 {zln(1 -W⅛r) + ln(1 + w⅛r-ι)}

N(P)>N(P')
реР

равномерно при любом ЬОв области σ>-i-Θ + δ. Следователь- 

является регулярной при σ>-i-Θj кроме того, в области

Ряд

СХОДИТСЯ

но, *A( j) 
σ>-i-Θ + 5 имеет место оценка∣∕ψ)l≤<⅛δ(8). (28)
Обозначим через Lj(j=∖, ...1, 7) следующие линии:

L1 j=Θ-1-In (∣r∣+2)+z^ ∞<t< δ,

l2 1y = σ- iδ, ® Um+2)≤*≤ θ'

L3 s = 8eiφ, 1 1-τπ<φ<-2-π,

Ц s = σ + ιδ, θ ln(8+2) ≤σ≤θ>

l5 s~θ ln('+2) +"’ δ<'<∞-

L6 s = σ-i8, ∞<σ<θ ln(δ+2) ’

L, s = σ + iδ, °°<<т<® ln(δ+2) ’

где 8 = ^ffΓ и с” <-∣-Θln2. Согласно выше доказанным свойствам функ- 
Z(j) = 
справа

ции ζσ(s) константу c2β можно подобрать так, чтобы функция 
=h(s)ζzc(s) была регулярной на контуре L=L1U £2U L3U Γ4U £5 и 
от него. Применяя (5), (6), (10) и (24), получаем оценки

при ∣r∣>l,
при ∣r∣≤l.

p{in(∏+2)}∣

Как известно, при a>Q
a+ico į fj1 f z± J

2πi J λ≡ I

Rez∣

(29)

при 0<j>≤ 1,

при у> 1.fl-∕00 ^ ( Шу

Так как ряд (27) при σ=2Θ сходится равномерно, то

2θ+i∞
Г(х)= ς ^<≡>ta⅛ = ⅛- f 

tf(m)<x 2θ-∕∞
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В силу оценок (29) мы можем контур последнего интеграла заменить кон­
туром L. Согласно (29) будем иметь:

Cι∙, <∙'∙,√.,'∙ i ^1 ■ Си exp∕lnx c⅛
-5ip f -į-Z(s)ck = B f х Г l0<,+2> dt+B [ х к,(, + 2) 

Li 8 i

dt =

= B c2β in xIn (2 + exp V lnx) ) J (ta(∕+2))l
1

dt +

dt -Bxθ exp(-C27V l∏x)∙

Очевидно, что

а тогда

—■ f -^-Z(s)<ls = Bxβexp(-c2,]∕ lnx), 
£1

Полагая

rW = ^2⅛" f ⅞Z(s)^ + Bxθexp(-c27]∕ lnx). 

LtULtULt
(30)

имеем, что

S (х) = 2 z“(m)’

W(m)≤x

T(x)= f~⅛.
1

x+Δ
Γ(x+Δ)-Γ(x)_________1 f SM-S(X) .

λ(x>- /, Δ \ ∕ Δ \ J у y'ln(1+taτ) ь(1+ткт) x

Согласно лемме И

(31)

+ Х

Так как

x+Δ
S(y)-S(x) 

у
dy=B^ ((x + ∆)θ-xθ) (lnx)1*∣ +

(lnx)∣'∣-11 ln(l + y)=∙8 I xθ^1∆(lnx)l2l +

Θ--Θ-Θ1
ll2ll+1 (Inx)∣2H1 j In(1 + 4) = Bχβ (In*) Re 2'21° (1 + T)•

(х + ∆)s - xs = sx*~ 1 Δ+Bxa~2 Δ2,

1H1+I)÷5'

/

X

Θ —■ 
+ X

(3?)
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то из (30) имеем, чтоT(x+Δ)-T(x) _ 1/1, , Δ ∖ 2πi ln(1+τ)∙ f. ≤Z(1)Λ+z,sulsul4

+ B∆ [ xσ~11Z (5) I I ds I + jg*θ + exp (- c27 V l∏ x). ■ 
l1ulsul4

В силу оценок (29) получаем

[ x∙>-1∣Z(s)∣ |<й|=5х®-181-«'г=вхв-‘(1пх)к'2-1.z1ul3∪l4
Подставляя (32), (33) и (34) в (31), находим, что.

SW = -⅛- ∫ -7- Z(s)ds+Bx9 (1hx)r'2-2.
L,UL3∪L<

Введем функцию 
trz^-zω CΛ(Θ)
h^~ s (s-Q)z ~

Λω{(ζσlω(*-θ)) 1-ce} cθ(aw-λ(θ>) са
~ , j(i-Θ)z s (j—Θ)z s (s — Θ)z-1

Из (28) и свойств ζσ(1y) следует, что

(33)

(34)

(35)

а по формуле Коши, получаем, что для контура L2 и L3 и Li
Н (s)=B∖s-Θ∖1~rcz.

Применяя эту оценку, имеем 
θ JL_±Rez

-ji÷ ∫ xsH (s)ds=B ∫ x~°{(σ-Θ)s+82)2 2 '2<Zσ +
L,UL,UL4 _______ Сц

* In (8 + 2)

c⅜β 
ln(δ + 2) 

+ Bxθ + δδ2-Re^ = Bxθ ∫ 

о

χ-°(σ2+δ2)2 2 Re2A+Äx®(lnx)R”-2 =

δ оо
= Bxθδ1~κez J x~adσ+Bxθ J x~a<sl-~* azdσ+BxP (lnx)Rez“2 =

o δ

Подставляя Z (s) и последнюю оценку в (35), найдем:

S(x) = -¾M f 7-⅛s7*+Bxθ(lnx)-2-2.
LtULtULt

Теперь покажем, что справедлива оценка

÷ f -⅛⅛*- b*θ^c∙,∙
L.4L, - .

(36)

(37)
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В самом деле, при Rez≥0
∞ ∞

~SiΓ f f f x*-°<fσ,
LįULf cil cli

откуда и следует (37). Если же Rez<0, то
® 2θ

~StΓ f 1^ds=B f x*-° a-*'>dc=B  f χe-°<h+
L>t∖)L∣ ctt cm

∞ αo
+ I*  xQ~aG~Rc2dG = Bxe~CM + B I*  xe~a+ina dσ≈

2*θ 2*θ

∞ Θ-lσ

=≈Bx9~e∙∙+B I x 2 dσ=Bxc", c29<Θ.
2Θ

Из (3β) ввиду (37) имеем, что

sW=.τ ∕ l⅛r+5χβ(∣°*) r~-2.

где L'=Lβu Γ2U L3U £4 U L1. Воспользовавшись представлением Г-функции 
через контурный интеграл Ганкеля, заключаем, что

S(x) = c(≡- + ⅛)xθ(lnxχ-1.

4. Положим
2'-(z)=τ⅛ Σ e2ω'm,∙

' N(m)≤x

Функция Rx(z) является, очевидно, целой. Кроме того, в силу леммы 12 

Λt(z) = {φ∏+-jf7 } (taxr-> (38)

в области Rez≤c30. Функция φ(ez) — также целая, и она равна нулю в 
точках

lnfc + (2Z+l)πι (fc=l, 2, Z=0, ± 1, ±2, ...).

Следовательно, при Rez≤c30, ∣Imz∣≤c31<π, и функция

F(z) = lnφ∏=∑ { erln(l —s⅛δ-) + ln(l +^^rr)∣-lnΓM 

реР

является аналитической, причем имеет место оценка
F(z) = B. (39)

Тогда при Rez≤c30, ∣Imz∣≤c31
Rx(z) = A<'>(l+⅛),

где
Нх (z) = (е* - 1) In In х + F(z). (40)

Кроме тЬго, функция
Gx(z) = ln⅛(z)=¾(z) + -jf7 (41)

аналитична для выше указанных z.
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Применяя формулу Коши, имеем, что в области ∣z∣≤l для fc = 0, 

1, 2, ... ∕wω=-*L  f
r w 2πi J (ζ-⅛*+>  ,

∣ι∣-2

G<*>(z)-fl<*>(z)  = -^- f ¾ff,<0 rfζ.
IS 1=2

Отсюда согласно (39) и (41) при ∣z∣≤ 1

FW(z) = Bkl,
. G't>(z) = ff<t>(z) + ^.

(42)

(43)

Очевидно, F(0) = 0 и в окрестности точки z≈0

f<z)=∑-⅞τ-- (44)
k=l

где ряд сходится при ∣z∣<π. В силу (42)
∣αfc∣≤⅛Λf (fc=l, 2, ...). (45)

Положим σ = ^∣∕ lnlnx и введем полиномы Pjt(z), определяемые разло­
жением

∞p{¾(v)-zσ-τzt}=-^!∑⅛(<t÷.w÷¾ ÷4}-∑j⅜i- «
Λ=l . Jt=O

Обозначим еще через Ek(u) (k=l, 2, ...) периодические функции с перио­
дом 1, выражаемые тригонометрическими рядами ¾ω=(-i)

а = — оо 
α≠0

β2πiau 
(2πia)kΣ

Теорема. Пусть

/=0 (In In х)2

E0(w)= — 1.

(fc=≥O, 1, 2, ...),

(47)

φw=i⅛ Λ~λ> .
где Pι(-Φ) получается из Pl(-z) путем замены всех степеней zj 
(√=0, 1, 2, ...) на Φco(y). Тогда для всякого фиксированного целого поло­
жительного s ______

λje{ω(m)<ln lnx+y У lnlnx} =

3 -⅛-l)(fc-2)= Σ —----i-------ft(tatax+jrlΓtata^) V<⅛c(y)+ jlnln1ln*
й ∩ 4a ÷<*+ 1>*=0 (lnlnx)2 (lhlhx)2

равномерно по x>c33uy.
Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 9.1 

И. П. Кубилюса [2], стр. 178—183,поэтому на этом мы не будем останав­
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ливаться. Отметим, что характеристическая функция закона распределения 
λje { ω (т) <σ2 + σy} равна

ψ,(<) = Λx(4)e-"<-.

Нетрудно видеть, что наша теорема доказывается на основании фор­
мул (38), (40), (41); (43)-(47) при помощи лемм, доказательства которых 
не зависят от полугруппы G (см. [2], стр. 169-170, 174-177).

Из теоремы следует, в частности, что

λx { ω (т) < In In х+у ]∕ In In х } = Ф (у) +

λx{ ω(wι)<lnlnx÷j ]∕ lnlnx} = Φ(j) +

y*. *2 fV 2πlnlnx Į 6 ∕2+ 6 aι + B1(lnlnx+jV lnlnx)∣+ lnlnj

+ V⅛⅛≡T {^ ÷ y*+ ÷ - 01+E1 (ln ln x+y y ln ln }+

+ V⅛inln*  {-72^ + (f8-'6'aι)j3∙+(24+'2^αι-^2^αι-^2'α2)j,+ 

+ -E,1 (lnlnx+y V lnlnx) y,+ (a1 --∣∙)^)- 

-yζ,2(lnlnx+y]∕ In In у) j + Blnktnx
(In In x)2

В заключение пользуюсь случаем выразить сердечную благодарность 
И. П. Кубилюсу за постоянное внимание к работе и советы.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 30. V. 1964
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KAI KURIŲ FUNKCIJŲ, APIBRĖŽTŲ SUTVARKYTUOSE PUSGRUPIUOSE 

SU REGULIARIU NORMAVIMU, 
PASISKIRSTYMO DĖSNIŲ ASIMPTOTINĖS FORMULĖS

'∙', i ■. >.■ » t - V.∙, ■— ■ . iZ. JŪŠKYS / .
(Reziumė)Sakysime, kad funkcija ω (m), apibrėžta sutvarkytame pusgrupyje su reguliariu normavi­mu [3], reiškia elemento m skirtingų generuojančių daliklių skaičių. Šiame darbe gautas funk­cijos ω (m) pasiskirstymo dėsnio simptotinis išdėstymas.

ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNG DER VERTEILUNGSGESETZE 
EINIGER FUNKTIONEN AUF DEN GEORDNETEN HALBGRUPPEN 

MIT REGULÄRER NORMIERUNGZ. JUŠKYS
(Zusajn.m enfassung)Es sei ω (m) die Anzahl der voneinander verschiedenen erzeugenden Teiler von m, wo Funktion ω (m) auf die geordnete Halbgruppe mit regulärer Normierung [3] definiert ist. In dieser Arbeit ist die asymptotische Entwicklung für den Verteilungssatz der Funktion ω (m) erhalten.


