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БОЛЬШИЕ УКЛОНЕНИЯ ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ЦЕПЕЙ МАРКОВАА. АЛЕШКЯВИЧЕНЕ
1. Определения и вспомогательные результатыПусть имеется однородная цепь Маркова {ξ(z), f=l, 2, ...} с про­извольным множеством состояний Ω с выделеной на нем о-алгеброй F-подмножеств, переходными вероятностными функциями p(ω, Л), где ω∈Ω, 

AeF, и начальным распределением вероятностей π(Λ), AeF.Пусть p(ω, А) удовлетворяет следующему условию: существует целое положительное к0 такое, чтоsup ∣pw⅛∖ω, A)-pik°y(ω', Λ)∣ = 8<l, AeF, ω, ω'∈Ω, (1)
ω, ω', А

т№ ∕*∙ ,(ω, Л)-функция вероятностей перехода за kQ шагов.При выполнении условия (1) существует стационарное распределение 
р(А) такое, что

τ^~1sup∣pω(ω, Λ)-p(Λ)l≤δ * = γpn, ω∈Ω, AeF,
ω, А

_1_ где γ-δ^1 и p = δ* 0.Пусть, далее,
X1, У2, ... , Х„, ...последовательность случайных величин, связанных в нашу однородную цепь Маркова, т. е. Λr∕=Ar(ξ(Z)j, Z=l, 2, ... , где действительная функция JV(ω) определена на Ω и F— измерима. В дальнейшем мы будем предпола­гать, что π(Λ)=p(Λ), AeF. Тогда все Xh 1=\, 2, ... , будут одинаково распределены.Пусть F(x) = P{J1( ∙)<x} и 23+ означает множество всех тех неотри­цательных значений Л, для которыхsup J* еМСЛ<^ р(ωy dω)<∞. (2)

ω {ω≡X1(ω)≥0}Тогда для тех же самых h и
f ehx dF(х) = ( ehxd<a) р (6∕ω) < 00

Ö {ω : Xι^(ω)>0}Это множество содержит по крайней мере одну точку А = 0. ПоложимB = sup23+.
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Пусть, далее, оператор P(h) определяется следующим образом 
P(h)g = f g(^)ekxι^p(ω,dω),∩ где g(ω), ω∈Ω,-ограниченная комплексная функция, измеримая относи­тельно F с нормой ∣∣g(ω)∣∣ = sup ∣g(ω) |. Обозначим Р(0) через Р. Тогда

ω∈Ω∣∣P(Λ)-P∣∣ = sup f ∣e^<ω)-l∣p(ω, dω),ω 6 и, как нетрудно видеть, если выполнено (2), то равномерно относительно ω- lim j∣P(A)-Р|| = 0.
Λ→0Поступая аналогично как и при доказательстве аналогичной леммы С. В. На­гаева (см. [1], лемма 1.1, стр. 393) получаем, что для 0≤∕z<P1P"(A) = λ"(A)P1(A) + P"(A)P2(A), (3}где B1 ≤ В — некоторое постоянное,ΛOT = ⅛- ∕ ∙r(u> p2<λ)= 2SΓ f r(u∙ h^du<

h lt
(p(h)P1(h)i∕,p∖
-----Л-

(АИФ, p jP (u, h) — резольвента оператора P (A), ∕1 и ∕2 — окружности с центрами со­ответственно в точках 1 и 0 и радиусами p1 = -⅛-^- и p2 = -∣∙ + -∣- p, ψ-функ­ция тождественно равная 1, а через (g, р) обозначен функционал 
f g(ω)p(dω). Из условия (2) следует, что функции (p(A)P1(A)ψ, р) и (p1(A)ψ, pj являются аналитическими при 0≤ReA1<P1 и w∈E, где Е— об­ласть, внешняя по отношению к кругам, ограниченным Z1 и Z2, а функция (pn(n)ψ, π) аналитична в полосе 0≤ReA<P1 при любом п. Поскольку ∣λ(A)∣>l-p1 для 0<Reλ<P1 (см. [2], стр. 81), то lnλ(A) для этих z зна­чений также является аналитической функцией. Возьмем в качестве lnλ(A} его главное значение, стремящееся к нулю при A→0 и для 0<A<P1∙ положим ,,λ <∕lnλ(A) 9z.λ dm (h)---------0Γj- li σ,W=-⅛2∙Далее нетрудно видеть, чтоMe* w+"∙+⅛+>> = (∕>"(A)ψ, p(A)] = λ-(A)(p1(A)ψ, p(h)] + O(h⅛), (5>где

p(h, A)= f ehx^ p(dω).
А Из определений P1(∕ι) и p(h), а также из (2) следует, что имеет место соотношение (см. [2], стр. 75)(Pι(Λ)ψ, p(h))=l+Θ1h, (6>
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гдеΘ1 — конечное постоянное. Подберем B2≤B1 такое, что если 0<h<B2, то lθιA∣≤4∙ (?)

Лемма 1. Пусть В>0. Тогда справедливы следующие утверждения: (I) 0<σ2(A)<+∞ при 0<h<B2.(И) Функция m(h) строго возрастает и непрерывна в интервале 
О < h < B2.(III) -oo≤M2r1<+ оо; w(0) = MY1.(IV) Существует предел lim, m(h) = A0. (8)

lι→B1(V) Каково бы ни было у из интервала MX1<y<A0, уравнение m(h)=y имеет единственный действительный корень h*.  При этом 0<h*<B 2.Доказательство. Пусть x(ω) ≥0, ω∈Ω, ограничена и F— измеримая функция. Так как в области { z: 0 < Re z < B2, ∣ Im z ∣ < L } (L — постоянное число) J x(ω) I ezx>(ω)∣p(ω, √ω)≤ [ x(ω) eRezXl(-“) p(ω, dω),Ω Ωто в этой же самой области ∣ λ(z) ∣ ≤λ(Rez) (9)(см. [5], стр. 97).Покажем, что λ(Λ) в интервале 0<h<B2 не получает максимума. В самом деле, допустим, что существует такой Ao∈(0, В2), чтоλ(Λ0)= max λ(A). (10)0<Λ<BsТогда λ(A)<λ(A0) для h≠hQi 0<h<B2. Построим прямоугольникΓ = [Λ0-ε1≤Rez≤A0 + ε2j -L≤Imz≤+LJ,где ε1 и ε2 подобраны так, чтоA0-ε1, Λo + ε2∈(0, В2). (И)На отрезках [∕z0-ε1 ≤Rez≤Λ0 + ε2, Imz= —L] и [h0-ε1≤ Rez≤Λ0 + ε2, Imz = L] ∣λ(z)∣<λ(Λ0), ибо согласно (9) для любого 0<h<B2max ∣λ(z) ∣ = λ(Λ)<λ(A0). Rez=A, ∣Imz∣≤LТогда, по той же самой причине,∣λ(z)∣≤λ(A0 + ε2)<λ(Λ0)j Rez = A0 + ε2, Imz= +L
и Į λ(z) ≤ λ(Λ0-ε1) < λ(A0)j Rez = A0-ε1, Imz= + L. Следовательно, для всех z∈Γ ∣λ(z)∣<λ(Λ0).С другой стороны, так как λ(z) аналитична в Г, она не может достиг­нуть максимума во внутренней точке области Г. Полученное противоречие и то, что в пределах (11) ε1 и ε2 мы можем подобрать произвольно, пока­зывает, что допущение (10) неверно.Теперь покажем, что в интервале (0, В2)О<λ"(А) < со.
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Опять допустим, что λ"(A)≤O в какой нибудь точке ∕⅛∈(0, В2). Введем функцию
w(h) = eahλ(h), 0<h<B2,где постоянное а подобрано так, чтобы w'(Λo) = O. Следовательно,

w (Λ0) = aeah> λ (А„) + e°l" λ' (Л.) = <-*  λ (Λ0) (а ≠ = 0 (12}И (13}Далее из (12)-(13) имеем>v" (Ао) = аг ef^∙ λ (A0) + 2∞-*∙  λ' (A0) + e""∙ λ" (A,) = e⅛ (^y- - 2 (λ'M,. λ(⅛) +λ (А.)) =

ибо мы допустили, что λ"(∕zo)≤O.Покажем, что w(h) является собственным значением оператора P(h)r который определяется следующим образомP(A)λ(∙) = [ x(ω)e÷+*< srt)p(ω, dω). (14}ΩВ самом деле, пусть y(∙)-собственный вектор оператора Р(А), соотв етству ющий собственному значению λ(A). ТогдаP(A)>>(∙) = f y(ζ1)ekx^p(ω, dω) = λ(h)y(-)ΩИ
P(h)y(-) = e^ ∫y(5>)e* x<^p(ω, d⅛)*=e°*λ(h)y(-),Ωа отсюда видно, что w(h)-собственное значение оператора Р(Л).Далее, сравнивая определения операторов Р(А) и Р(А) из того, что λ(A) не достигает максимума в интервале (0, B2)t получаем, что и w(h) тоже не может достичь максимума в (0, В2). Но это противоречит тому, что w'(h) = 0 и w"(h)<0. Следовательно, не найдется ни одной такой точки Ao∈(O, P2), чтобы было λ"(⅞)≤0. Но тогда для всех 0<h<B2λ',(h)>0.Утверждение, что λ"(A)<∞ для 0<h<B2, очевидно.(II) часть леммы является следствием (I).Утверждение 0≤MJ1<∞ следует из условия (2), а m(0) = MI1 сле­дует из работ С. В. Нагаева (см. [1], стр. 394). (IV) и (V) доказываются таким же самым образом, как и аналогичные утверждения для независи­мых случайных величин.

2. Интегральные предельные теоремы для случая нерешетчатого 
распределенияБудем считать, что выполнено условие (Л), если существует C∈F та­кое, что p(C)>0 и O<m<po(ω, ω)<Λf<∞ для ω, ω'∈C, где p0(ω, ω)- плотность абсолютно непрерывной относительно p(∙) компоненты p(ω, •), причем p0(ω, ω) измерима относительно F×F.
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Теорема 1. Пусть случайные величины {Xl} связаны в такую цепь 
Маркова, что В>0 и выполнено условие (А). Пусть, далее,MΛf1 > - ∞, Ao < + со,

где Ао определено равенством (8). Тогда при n→∞In[lnλ(⅛)-⅜,x÷θ(⅛)]}^ *ехр
P{X1+ . . . +Xn+1≥nx} =----- Ao σ (A0) V 2гсл 

равномерно относительно х в области+ ε ≤ х ≤ √4θ — £,

(15)

(16)
где ε — произвольно малое положительное постоянное. Здесь h0- единственный 
действительный корень уравнения m(h0) = x.

Замечание. Если вместо условия (15) выполняется одно из условий
М Xι = — ∞, Ao< + ∞, (17)MJ1= — со, Ao = + оо, (18)MAr1 > — со, Ao= + оо, (19)то теорема 1 имеет место с заменной области (16) областью 

— Cι ≤ X ≤ Aq — £,

— Cl ≤ X ≤ C* 2,MI1 + ε≤x≤C2
(20)(21)(22)соответственно, где C1 и С2 — произвольно большие положительные по­стоянные.Из теоремы 1 вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть с — произвольное 
постоянное из интервала MXι<c<A0 и δ(и) — произвольная функция, удов­
летворяющая условию lim δ(w) = 0. Тогда при n→∞

n→ao.

P{Ar1 + . . . + Xπ+ι≥ n(c + а„)}

2σa(Λ0)
где члены o(l), O(a^ и О (—)

(l + θ⅛)) + θ(⅛)]}, (23)
равномерны по с и ап в областях (24)

и ε — произвольно малое положительное постоянное. Здесь h0-единственный 
действительный корень уравнения m(h) = c.Если вместо (15) выполнено одно из условий (17)-(19), то (24) сле­дует заменить соответствующей областью из (20) —(22).В свою очередь, из теоремы 2 получаем следующее следствие. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть с —любое по­
стоянное, удовлетворяющее условию MAr1<c<Λ0. Тогда при n→∞ eχpLI^inλ(Λ0)-Λ0c+θ(-⅛-)]} , χ

plz,÷...+¾.,>.t)---- Ll '∙⅞(,÷.lll).
Здесь h0- единственный действительный корень уравнения m(h0) = c.
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Доказательство теоремы 1. Характеристическая функция для Ar1+ ... +Arn+1 выражается следующим образом:
fn(,t) = (p"(it)ψ, Р(И)) ■ (25)Соответствующую функцию распределения обозначим Wπ(x). Пусть Wnh(x)- функция распределения, соответствующая характеристической функции

/,»«= (P"(Λ+tt)ψ, π(A+∕Z))(P"(Λ)ψ, π(A)) (26)(А — действительное число и 0<A<2J2)∙ Имеет место следующее равенство
X ^(x)=^ω = (P"(A)ψ. pW)) f e-"ydWnll(y)и, следовательно,

00

P{X1+...+X,+1>nx} = (p-(A)ψ, jp(A)) ∫ e^hy dWnh(y). (27)
пхВыберем параметр Ао из уравнения m(h0) = x и положим

Bnho = nσ2 (∕z0), Аπha = пщ (h0), 
F∏h0 W = ∏z∏a0 (ЛлЛо + х 1/ Bπho).Тогда из (27) следует

00

P{X1+...+‰l>7u} = (pφ,)ψ,p(A0)) f e-^m^-h'yv^∙ dFπh,(y). (28)
О

Лемма' 2. Пусть Ф (х) — функция нормального распределения. Если выпол­
нено условие (Л), то для 0<h<B2

X*

где равномерно по х
fz-w=0(⅛)- (29) 

α Q (х) - квадратичный полином.Доказательство леммы 2. Пусть /лА#(г)-характеристическая функция, соответствующая функции распределения Fnho(x). Тогда

1πλ^∙w= ≡(Ao)+ln (^(a<-+t⅛^)Ψ∙ ⅛+^⅛))--ln(p∙(A,)ψr p(A0)) = ≡(A0) + ln[λ"(A0 + -^)×
×(p÷+^)Ma°+^))+oH-

, - In [λ" (А.) (P1 (h) ψ, р (А)) + О (⅛J) ] =
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= - nm {h°}+n ln λ ("»+ 7⅛) - "ln λ <Аз)+

, т я\+ П_ _ (A(∕⅛)Ψ. ∕>(⅛,)) + /р2 'Далее при ∣∕∣<∆pn, Δ — положительное постоянное, имеемin √A0 + ,-"-7=) = In λ (A0) + λ' (∕>0) l'-7= + ( z, ",τ-7=Y +∖ σ (Λ0) V n J σ (Λ0) ]/ n 2 ∖ σ (∕ι0) ]/ n /..........  λ<4√A0+91-----⅛')— α(⅛0)VJ /_<L\\ o < θ1 ≤:24 ∖ σ (h∆ 1/ л /ι λ<3>(⅛) / it у ι6 U(⅛)Vn∕ +и H,"+77⅛)ψ∙÷+7 + (л (Ao) ψ. Р (A,)) + (а (а. + »2×(^⅛),' °<8 Следовательно, х(4) (h0+----- i÷--∖∖ σ(Λ0)]∕ и/ ∕ it V24 ∖ σ (A0) 1/ п /

(30)

i 7 ι.∖ ti , Х(3)<Л») ∕ it ∖3 ι

+ In Г1 + р(/,с)У I it \ ++ [ + (Pχ (⅞) Ψ, Р (^o)) ∖ σ (Λl,) 1/ п )

(,'("∙+,'Λ⅛r)ψ-,(*∙ t∙∙„ v] „

Далее, рассуждая как и при доказательстве аналогичной леммы С. В. На­гаева (см. [1], лемма 3.2), получаемI, /А -⅛Γ. ∕ λω<A∙>,∙4, (A(Λo)ψ, p(Λo))' \ 1 1∣ Л».(0 - е 2 1 + ( fi zt, (⅞)3+А——--------τ- " ≤I L ∖ 6σ(Ao) (P.(A)ψ, р (h,,)) ∕VλJ∣≤⅛⅛(l *l 2+l ∣Vτ + 0(<⅛V пгде lim δ(n) = 0.
n→∞Из (30), условия (А) и леммы С. В. Нагаева (см. [2], лемма 1.5), при­меняя теорему Эссена (см., например, [7], стр. 211), получаем утверждение леммы.В силу леммы 2 имеем

f n dFnha(y) = ^^- Į exp I - у Ao σ (∕z0) ]∕ и - γ I dy +о " π о '
00+ y⅛7-fexp{~yh,1 σ(z,°)n~⅜} Q,(y'>d>'+

00

+ f exP { - У/’о σ (Ao) V «} U а (⅛,)∙

2. Литовский математический сборник, V-2

(31)
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Используя замену переменных, находим, что
00

f exp∣-j>∕⅛σ(⅞)l∕Λ-⅜ I dy = о l f
оо

=^⅛w∕exp{-u- ___Иа Į 1 _ Į +о (1)2∕ισ2(Λu)A0 J U~ A0σ(A0)l∕πи
f exp∣-J,Aoσ(⅛)l∕"-⅜∣ β'0')⅛'=θ(y^-)∙Интегрируя третье слагаемое в (31) по частям, в силу (29) получаем f exp∣-Λσ(A0)l∕n∣ Un(dy)= Un(0) ++ ⅛σ(⅛)l∕n ∕ ^nWexp{-⅛<Λ⅛) V">J<P = o(-y=^)∙Из соотношений (28), (31) —(34) следует

P{λr1 + X2 + ... ÷Arn+ι ≥пх} =

(\ o~nham{h0) i \j*< ,∙>i- '<*∙ l) τ⅛≡≡r(,+-l")∙
Наконец, из (5)-(7) и (35) и!иеемPfY+ +Y >nx∣- “p{''[,n"(A»)-A”x+0(v)]} (l+o(l)),

P{y1+ ... +Xn+1>nx}-------------------- Λ, σ(Λ,)i∕2ro-----------------1 ]

(32)
(33)

(34)

(35)

что и требовалось доказать.Перейдем к доказательству теоремы 2. Поступая также, как и при доказательстве теоремы 1, получаем, что равномерно по параметру c + an, изменяющемуся в пределах (24),
P{yl+...+r,+1>n(c + ¾)} = 

{41nX(⅜,)-⅛ff,<∕^+0(⅛)]} 
hn σ (hn) ]∕ 2πn \ /где параметр hn — действительный корень уравненияW72(¼l) = w(c + flπ).Пусть h(ni)-функция, обратная к функции m(h) и h0-действительный ко­рень уравнения m(h0) = c. Тогда

d [lnλ(Λ(m))-Λ(m) m]---------------⅛J------------= -a("i)∙

(36)= exp

(37)
dmz (38)
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и существует также третья непрерывная производная этой функции. Поэтому lnλ(∕ιπ)-Anm(Λn) = lnλ(Λ(c + αn)j-Λ(c + α.)(c + απ) == Inλ(A0)-h<,m(Λ0)-haan- 2⅛m (1 + 0(α.)j. (39)Из (36), (39) и того, что Aπσ(ΛJ→Λ0σ(Λ0) при n→∞ вытекает искомое со­отношение (23).Доказательство теоремы 3 теперь уже очевидно.

3. Локальная и интегральная предельные теоремы для случая 
решетчатого распределения

Теорема 4. Пусть X∣ принимают с положительными вероятностями 
только значения вида a + kd, (k = 0, ±1, +2, ...), где а — фиксированное 
действительное число и d—максимальный шаг распределения. Пусть, далее, 
выполнены условия (15), 2?>0 и коэффициент эргодичности цепи α*>0.  
Если пх принимает лишь значения вида na + kd, то справедливы следующие 
утверждения'.

(I) P{X1+...+Xn+1 = (n+l)x} = <Λexp{n[lnλ(A0)-A0x + θ(∣)]j _
σ (Ао) 1/ 2πn \ /

(40)
при n→∞ равномерно относительно х в областиMAr1 + ε≤x≤√40- ε; (41)

(И) P{ Ar1+ .. . + Xn+1 ≥(w+ l)x} =rfexp(n[lnλ(A.)-Λ0x + θ(∙⅛)]} z<
σ(Au) ]∕2πΛ(l-e-^) ∖ Ч

(42)
равномерно относительно х в области (41). Здесь ε- произвольно малое поло­
жительное постоянное, а h0- действительный корень уравнения m(h0) = x.Доказательство. Проделав те же построения, что и при выводе теоремы 1, воспользуемся леммой С. В. Нагаева (см. [2], лемма 2.1, стр. 82), по которой для O<h<B2

Λ√,W=<≠,W + o(ψ=-).Используя этот факт, аналогично тому, как была использована лемма 2 при выводе теоремы 1, получаемP{X1+...+* n+1>(n+l)x} = θ(y=-)×× ехр ( п [ In λ (∕⅛) - ∕⅛ т (А„) + О (½. (43)Пусть Ar1, Aγ2, ...—случайные величины, абсолютное распределение которых дается формулой
= f ^>p(dω),

{ωιX1(ω)<x}
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где
R(h)= [ ehxdω>р (dω),Ωа сумма Ar1+... + Arn+1 распределена по закону РКлА(х). Тогда по локаль­ной предельной теореме (см. [1], теорема 3.1, стр. 410)P{X1+...+‰1 = (n+l)x} = τ^⅜^-(l + o(D). (44)Из (27), (43) и (44) имеем

P{Λ1+...+X,+1 = (n+l)*}  = = τSτS^ еХР { "[1→o) ⅛(⅛) + О (⅛)]). 
Отсюда следует искомое утверждение (40).Далее заметим, что при ∣A∣≤n4, где fc —целое, применимо равенство (40), которое показывает, что равномерно по k

P{Ar1+ ... + X,+1>(h+ ∖)x + kd} =

^41σ+(S⅛n' “Р {"[1ПХ<А°) ~h<∙x+ °(l)]}∙ <45>
Из (43) и (45) получаем

Р { ΛT1 + ... + +1 > (л + 1) х + Лй } =

= θ(n 2 exp{π[lnλ(∕⅛)-A0x + θ(^)]∣). (46)
Наконец, из (45) и (46) выводим, чтоP{Y1+ ...+Xπ+1≥(∕7+l)x} = P{Ar1+...+yπ+1≥(∕2+l)x + ⅛4} ++ У P{X1 + . .. +Xj+1 = (h+ l)x + A√} =

O≤At<λ4
° σ(⅛)√2^ exp{n[lnλ(⅞0)-⅞0x + θ(∣)]}( 2 , e→")(l+θ(l)),

0≤Λ<λ αоткуда, суммируя геометрическую прогрессию, получаем (42).В заключение заметим, что таким же образом формулируются резуль­таты, касающиеся асимптотического поведения вероятности Р{X1 +... + 
+ Xn+1<nx}. При этом вместо условия В>0 следует налагать условие Z><0, где Z> = sup23^, а 93 ^- множество всех тех неположительных значений оА, для которых f ehxdV(x')<∞.

Институт физики и математики АН Литовской ССР Поступило в редакцию6.Х. 1964
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DIDELI ATSILENKIMAI HOMOGENINĖMS MARKOVO GRANDINĖMSA. ALEŠKEVIČIENĖ
(Reziumė)Šiame darbe V. V. Petrovo rezultatai [4], gauti nepriklausomiems atsitiktiniams dy- džiams, apibendrinami homogeninėms Markovo grandinėms.

DIE GROSSE ABWEICHUNGEN FÜR DIE HOMOGENEN 
MARKOFFSCHEN KETTENA. ALEŠKEVIČIENĖ

(Zusammenfassung)In dieser Arbeit werden die von W. W. Petrow für die unabhängigen Zufallsgrößen erhaltenen Resultate [4] für die homogenen Markoffschen Ketten verallgemeinert.




