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СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХ КОПУНКТОРОВВ. И. БЛИЗНИКАССимметрические пространства аффинной связности без кручения были подробно изучены Э. Картаном [3], а с кручением— П. К- Рашевским [4]. Различные вопросы геометрии симметрических пространств подробно осве­щены в монографии [5].В этой заметке рассматриваются симметрические пространства цен­тральных копункторов [1].
§ 1. Канонический объект центро-проективной связности. Топологи­ческое произведение «-мерного дифференцируемого многообразия и пространства значений копунктора называется пространством центральных копункторов W*.  Допустимые копунктора (xi, ui) имеют вид: преобразования координат центрального

xi' = xi'(xi),i dtodetll⅛'
и‘'~дх>'и‘ n+l ∂x∣'(ι, j,. fc=l, 2, ...» и; α, β, γ≈l, 2, ..., г).В работе автора [2] было доказано, что на многообразии W*  можно определить операции инвариантного дифференцирования для копункторных и для векторных полей при помощи полного объекта центро-проективной связности Γjfc, Г,у, Cjci С]. Если ограничиться только операцией инвариант­ного дифференцирования для тензорных величин, то такую операцию можно определить при помощи объекта полной усеченной аффинной связ­ности Γ⅛, Cį и объекта линейной дифференциально-геометрической связ­ности E}, Eij, законы преобразования компонент которых имеют вид [2]:
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rifj, _ dχi' dχj' dχk r‘j
k' ∂xi ∂χj ∂xk' k'

pi' d*χi dχi' ■ dχi dχj dχk f1’
√, k' — Qχj' βχk, Qχi Qχi Qχj' Qχk' jk‘Приведем различные тензоры кручения и кривизны этого пространства.

Тензоры кручения пространства И>*:
1. Первый тензор кручения Cjį, причем-RΖ = ⅛A

(4)(5)

гдеи

2. Второй тензор кручения
&jk = Γ"[√fc]∙

Тензоры дополнительной кривизны пространства W*:
1. Первый тензор дополнительной кривизны
2. Первый картанов тензор дополнительной кривизны 

Kikr = Esi Rskr∙Второй тензор дополнительной кривизны⅛'=2⅛<∙Второй картанов тензор дополнительной кривизны 
Skr=Eli &[r-2Rįr.Третий простейший тензор дополнительной кривизны r i _ ∂Ejk -pi

bjk~∂Ei----- 1^ft∙Третий тензор дополнительной кривизны
Q'jk = V⅛ Elj — Els Ljk∙Третий картанов тензор дополнительной кривизны7¾ = E∕0L

E}EtI = %
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Тензоры кривизны пространства Первый тензор кривизны
Rjkr =2 ( Гу Ik ff s I r ] + Es [ÄПервый картанов тензор кривизны

К j kr = Rjkr — Cjs Rskr∙ Второй тензор кривизныS{4r=2 £!'+ CPtCHl'∣).Второй картанов тензор кривизны 
Sjikr=Qjikr-Cjil^r.
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5. Третий простейший тензор кривизны

∂Γi.T ik _ Jr
jr~ ∂uk ∙ (20)6. Третий тензор кривизны (21)7. Третий картанов тензор кривизны

PlJtr=Qllcr-qlQtr. (22)Оказывается, что первый тензор дополнительной кривизны простран­ства W*  совпадает с первым картановым тензором дополнительной кривизны тогда и только тогда, когда Ej = 8j. Если объект линейной диф­ференциально-геометрической связности Eij пространства W*  рассматривается как подобъект полного объекта центро-проективной связности, то EJ = δ∕ тогда и только тогда, когда (см. [2], стр. 464):
C} + ukCki=0.В этом случае второй тензор дополнительной кривизны ∈>fr, как это сле­дует из (9), равен нулю и ^=-2¾

⅛j=Eij, cii=ci siik=<3ik.Так как lJjk- тензор, то величины преобразуются так как компо­ненты объекта Если третий простейший тензор дополнительнойкривизны L'k пространства W*  равен нулю, то такой специальный объект центро-проективной связности будем называть каноническим объектом центро-проективной связности. Таким образом, полный объект центро-про­ективной связности является каноническим, если
E,i S≥f ^Γ,i ∂Ejk γjk=~∂⅛-'В этом случае

Kijk = Rijk, = S"=-2Rijk,
L}k = Q, Q⅛ = 0, Pjk = 0, (24)

S"k = Qi'k, P∣'p = Q%p.Если тензоры кручения Q, Rjk, первый картанов тензор дополнитель­ной кривизны Kijk и картановые тензоры кривизны Kįkp, S'įk и P%p канонической центро-проективной связности являются инвариантно посто­янными, то и все остальные тензоры дополнительной кривизны и кривизны являются инвариантно постоянными.Если считать переменные xi первыми интегралами вполне интегрируе­мой системы ω' = 0, то структурные уравнения пространства W*  с канонической центро-проективной связностью можно записать в виде [2]:
Dωi- [ω*,  ωj = Ω', Z>ω)-[ω,∖ ω)] = Ω', Z>Θi + [Θt, ωf] = Ω,∙, (24)
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где Ω'=-⅛[ωo, ω*]-C⅛[ω',  ΘJ,Ω>∣ ⅛,[ωp. ωη+⅛[ωP, Θ,] + l ^[Θ,, Θ,], (25)
⅛ = -1 ‰,[ω', ω<>]-l Sf*[Θ i,, ΘJ

И Θj∙ = dui — Eij ωj.Следует заметить, что величины Ripq, Ciq, Kijpq, P‰ Sifq1 κip, и Sfq при 
ωi=dxi имеют такой же вид, как и раньше, и поэтому мы их будем назы­вать тензорами кручения и кривизны пространства JF*.

§ 2. Симметрическое пространство центральных копункторов. Прост­ранство центральных копункторов с канонической центро-проективной связностью мы будем называть симметрическим, если все тензоры кривиз­ны и кручения имеют равные нулю инвариантные производные (первого и второго рода), т. е.2)*⅛  = 0, P*C⅛  = 0, 2)*⅛  = 0, D*P ijq = Q, D*Sį pq = 0, D*K ipq = 0, (26) где D*  — символ неголономного инвариантного дифференцирования про­странства W*  и при ωi=dxi совпадает с инвариантным дифференциальным оператором (для дифференцирования тензорных величин), определенном в работе [2].Центральный копунктор и п линейно независимых векторов будем называть локальным репером пространства W*.  Множество локальных реперов пространства W*  зависит от и (и+ 2) параметров. Если в про­странстве W*  произвольно выбран репер, то в нем компоненты всех тензоров кручения и кривизны имеют определенные численные значения. Будем понимать под допустимыми реперами те реперы, в которых компо­ненты упомянутых тензоров ймеют одни и те же численные значения. Для любого центрального копунктора пространства W*  существует по крайней мере один допустимый репер, так как при параллельном перене­сении исходного репера, соответствующего центральному копунктору (j⅛, м?), по любой кривой пространства W*  (имеется в виду однопараметри­ческое семейство центральных копункторов) численные значения компонент тензоров кручения и кривизны не меняются (по определению симметри­ческого пространства). Мы будем предполагать, что пространство W*  односвязно, т. е., что любые два центральных копунктора из данной окрестности можно связать гладкой кривой пространства W*.  Кроме того, мы будем рассматривать только такие допустимые реперы, которые можно связать с исходным репером непрерывной последовательностью допустимых реперов.Если (e1, ..., eπ) — допустимая система линейно независимых векторов, соответствующая центральному копунктору (x,0t «?), то все остальные допустимые системы векторов получаются из данной при помощи линейных преобразований
e,i=Alfek, (27>
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при которых компоненты тензоров кручения и кривизны не меняют своих численных значений. Таким образом элементы матрицы ∣∣4J∣∣ связаны условиями:

R!pq = AisAtpArqR'tr,

Ciq = Ai Aq At Csr ^s ^r ^p t >
Kjpq≈AisAj AtpAqKsrtυ, (28)
Sjpq = AisAprAqAJS5ort, 

Kipq = AfArpAtqKsrttгде И А} И — обратная матрица матрицы ∣∣√⅜∙∣∣*∖  Совокупность всех невы­рожденных матриц П4/Ц, элементы которых являются решением алгебраи­ческой системы (28), образует группу, которую назовем группой изотропии Н пространства центральных копункторов РК*  с канонической центро-проективной связностью. Так как группа Н является подгруппой группы Ли GL(n), то она тоже является группой Ли. Пусть г —число пара­метров группы изотропии, И ⅛ И-линейно независимые матрицы, соответ­ствующие инфинитезимальным преобразованиям группы Н и Cgγ — структур­ные константы группы Я, т. е. имеют место следующие тождества:⅛⅛-⅛4 = ⅛⅛∙ (29)Рассмотрим матрицу ∣∣ωj∣∣, которая определяет инфинитезимальное преобразование допустимых векторов репера следующим образом:
dei = ω{ ej.Так как это инфинитезимальное преобразование должно ^принадлежать множеству инфинитезимальных преобразований группы Н, то матрицы ∣∣ωj∙∣∣ являются линейными комбинациями матриц ||aja||:ωJ = ⅛<Pa, (30)где φa — линейно независимые пфаффовые формы.§ 3. Группа 'изоморфии. На основании равенств (30) и структурных уравнений (24) мы можем определить структуру форм φa, ωf и Θ1∙. Считая, что внешние дифференциалы форм φa, ω,' и Θ,∙ разлагаются только по этим формам, выполнив вычисления, мы получим:2)φa=qγ[φP, φγl + Λ‰[ω^, ω*]  + P≡^[Θ,, ΘJ + C^[ω^, ΘJ,Z>ω, = ⅛a[ωfc, φa]-2⅛9[ωp, c^] + Cj,9[Θ9, ω<∣, (31)Z>Θi=-⅛t[Θb φ∙]-l K1mW, SW[Θp, ΘJ,где

Kjpq = 2ajaA%q,
S^q = 2ajaBaPqf (32)

Очевидно, что величины A%q, Bapq и C%1 являются постоянными и косо­симметрическими по тем же индексам как и величины Kljpq, Sjpq и Pjq.♦> Одна система уравнений пропущена, ибо S%q= -2c∖pq∖



386 В. И. Близникас

Таким образом, в 2и + г-мерном связном многообразии допустимых реперов, присоединенном к симметрическому пространству РГ*,  заданы 
2n + r линейно независимых пфаффовых форм φα, ω,' и Θl, связанных структурными уравнениями с постоянными коэффициентами. Эти формы определяют некоторую просто транзитивную группу Ли со структурными константами Qγ, A* qt BaPeι, alka, Ripq, Cį и Kipq. Полученную группу Ли будем называть группой изоморфии G симметрического пространства W* r ибо ее можно рассматривать как группу преобразований в себе многообра­зия допустимых реперов, сохраняющую формы φα, ω' и Θ,∙ инвариантными.Так как опорный центральный копунктор симметрического простран­ства W*  можно задавать совокупностью допустимых реперов, присоединен­ных к этому центральному копунктору, то такая совокупность реперов представляет собою в 2л + г-мерном многообразии всех допустимых реперов r-мерную интегральную поверхность пфаффовой системы дифференциальных уравнений ωf = 0, Θi∙ = 0.В силу инвариантности форм ω' и Θj∙ эта интегральная поверхность всегда преобразуется в интегральную поверхность. Отсюда следует, что преобра­зование группы изоморфии G индуцирует преобразование центральных копункторов в симметрическом пространстве Wr*,  ибо инвариантность форм FPr следует из инвариантности форм φα (величины oja являются постоянными). Оказывается, что группа, преобразующая центральные копункторы симме­трического пространства W*,  индуцирует группу изоморфии в многообразии допустимых реперов, так как из инвариантности форм ω', Θj∙ и ωj следует инвариантность форм φa. Отсюда следует, что группа изоморфии G всегда изоморфна группе движений симметрического пространства W*.

§ 4. Алгебраические зависимости между структурными константами 
группы изоморфии. Если Xh Xi и Ara базисные операторы группы изомор­фии G, соответствующие инвариантным формам ω', Θ1∙ и φ0t этой группы,то структурные уравнения Маурера имеют вид[⅝IJ=¾‰ (33)

[Xi Х>] = Ха - у S%Xk, (34)
[XaX'] = ⅛aX∖ (35)

[Xt XJ = - Rį Xk -1 Kplj Xp + Aį X., (36)
[X.XJ] = Cf>Xa-C^Xk, (37)

[X,XJ=<⅛X*∙ (38)Структурные константы любой группы Ли связаны тождествами Якоби. В нашем случае эти тождества разбиваются на 10 групп, в зависимости от того, какие операторы войдут в тождество.
1. Рассмотрим тождество:

[[Xl Ху] Xt] + [[Xy Xi] Xi] + [[Xt χj Ху] = 0. (39)
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Пользуясь дважды формулой (36), мы получим[[¾xz]¾]=(λjzj%-1 Λ,f,CJ*-4<⅛)  X,+∣ ⅛KpλX'+ 

+ (∣ KlljCF-I⅛A⅛} X,.Циклируя по индексам f, j, k и приравнивая нулю коэффициенты прилинейно независимых операторах Xp, Хр и Ха, получимÄf» ‰+1 Kp w C% + 4& ⅛ β = 0, (40)
Kspvι Rg, = 0, (41)

KpωC^-A^kRg> = 0. (42)2. Если тождество имеет вид[[X. X,] Х‘] + [[Xz Х‘] Xi] + [(Х‘ Xi] X,.] = 0, (43)то, пользуясь уравнениями Маурера и приравнивая коэффициенты при линейно независимых операторах, мы получимcjNb+∙R5∣iςit+4 *⅛c5t = 0> (44)
A į I. Czf + RJ- Cgk +1 κq,j B^ = 0, (45)
A⅛⅛ + Kpqv qlt + ∣ K,ijSf= 0. (46)3. Тождество([Xi xη Xt] + [ [X> Xt] Xi ] + [ [X* Х‘] Х>] = 0 (47)дает следующие соотношения:• RWa‰ -2Cqk l,' С/1 л + у S'į Ck, = 0, (48)

sl'CF = 0, (49)CΖ∣,α⅛ = 0. (50)
4. Если в тождество Якоби входят три оператора Xi, Xj, Xk, тоб^(/5А) = 0, (51)

В* w apl -1 S« Sį>“ = 0. (52)
5. Если в тождество Якоби входят три оператора JV3c, Xβ, Xγt тополучим тождество Якоби для структурных констант группы изотопии Я, которая является подгруппой группы изоморфии G (это следует из струк­турных уравнений (33)): Q(βC⅛ = 0. (53)
6. Тождество[[X∕ XJ X.] + [[X7 XJ х,.] + [(Xα X,] X,] = О (54)
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дает <⅛∕⅛+β⅛J⅛-<⅛,*5=0, (55)X⅛ "t^ X>√∕ + X>V = O> (56)⅛<-⅛<=C⅞α< (57)7. Из тождества Якоби для операторов Xi,Xj и Ха следуют соотно­шения: (58)(59)8. Если в тождество Якоби входят операторы Xi,X1 то получим
⅛ ср+⅛ ср -<⅛cp=o, 

aifaCp-CV<⅛ = C°fCp.
(60)(61)9. Тождества Якоби[[X« Xst] х]+[[Xe X] х]+[[X X] Xfl] - 0 (62)[[X XI х] + [(X X] Xa] + [[X χj χj] = 0 (63)дают одно и то же соотношение (29).С точки зрения исходного симметрического пространства W*  формулы (40) —(42), (44) —(46), (48) —(52) эквивалентны тождествам Бианки этого пространства [2]. Так как инфинитезимальное преобразование группы изо­тропии Н имеет вид

δii + tajia (а фиксированно !), где /-параметр, то соотношения (55), (56), (58) и (60) выражают тот факт, что при упомянутом преобразовании допустимого репера компоненты тен. зоров кручения Rjk, Cijk и компоненты первого картанова тензора допол­нительной кривизны Kijp, а также и тензора C⅛y,, остаются инвариантными. Таким же свойством обладает и тензор кручения симметрического про­странства аффинной связности [4J.Из формул (57) и (59) следует, что ковариантные бивекторы A}j, 
Aį, ..., Arij и контровариантные бивекторы Blij, B2ij, ..., В'» при инфи­нитезимальном преобразовании группы изотропии Н получают инфинитези­мальные приращения в виде линейных комбинаций этих же бивекторов с коэффициентами ⅛ Инфинитезимальные приращения каждой из матриц ∣C^∣∣, ∣∣C>7∣∣, ...» II Cpσ∣∣, соответствующие инфинитезимальному преобра­зованию группы изотропии Я, как это следует из формулы (61), разла­гаются через эти же матрицы с коэффициентами c⅛.Į Из третьей теоремы Ли —Картана [3] следует, что мы получили алге­браический эквивалент симметрического пространства W*  с канонической центро-проективной связностью, ибо структурные константы однозначно определяют просто транзитивную группу G (с точностью до изоморфизма), которую можно принять за группу изоморфии симметрического простран­ства Wλ*.  Группа G имеет две подгруппы: группу изоморфии слоя (опера­торы Xi и Ха) и группу изотропии (операторы Ха). Тензоры кривизны образуются из структурных констант группы G по формулам (32).Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 12.1.1965
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SIMETRINĖS CENTRINIŲ KOPUNKTORIŲ ERDVĖSV. BLIZNIKAS
(Reziumė)Šis straipsnis yra autoriaus [1] ir [2] straipsnių tęsinys. Jame nagrinėjamos specialios centrinių kopunktorių erdvės W*,  kurių sukimosi, kreivumo ir papildomo kreivumo tenzoriai yra invariantiškai pastovūs (simetrinės centrinių kopunktorių erdvės). Įrodoma, kad simetrinė erdvė W*  yra vienareikšmiškai apibrėžiama izomorfijos grupe G (izomorfinės erdvės ir grupės yra skaitomos ekvivalentiškomis).

DIE SYMMETRISCHEN MANNIGFALTIGKEITEN VON ZENTRALKOPUNKTORENV. BLIZNIKAS
(Zusammenfassung). In diesem Artikel, das als Fortsetzung der Artikel [1] und [2] betrachtet werden soll, werden spezielle Mannigfaltigkeiten W*  der Zentralkopunktoren untersucht, d.h. solche Mannigfaltigkeiten W* t daren Torsions-, Ergänzungstorsions-, Krümmungs- und Ergänzungs­krümmungstensoren invariantisch konstant bleiben (symmetrische Mannigfaltigkeit der Zen­tralkopunktoren). Wir beweisen, dass die symmetrische Mannigfaltigkeit W*  durch die Gruppe G der Isomorphie eindeutig definiert wird (isomorphische Mannigfaltigkeiten und Gruppen werden als identisch betrachtet).

3. Литовский математический сборник, V-3




