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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ^-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

В. В. ПЕТРОВ

§ 1. ВведениеПусть к—произвольное фиксированное натуральное число.Последовательность случайных величин X1, X<2ι, ...» определенных на одном и том же вероятностном пространстве, будем называть к-после- 
дователъностью случайных величин, если число различных функций рас­пределения в соответствующей последовательности функций распределения 
V1 W» V2. W» • • • равно к.Понятие ^-последовательности случайных величин является естествен­ным и наиболее простым обобщением понятия последовательности одинаково распределенных случайных величин, для которой Vj (х) ≡ V(х) (у=1, 2, ...) и fc=l. Среди последовательностей неодинаково распреде­ленных случайных величин ^-последовательности образуют достаточно интересный класс. В частности, формулировки предельных теорем для сумм неодинаково распределенных случайных величин становятся значи­тельно более простыми и прозрачными, если ограничиться рассмотрением ^-последовательностей.В настоящей работе содержится ряд предельных теорем для сумм независимых случайных величин, образующих ^-последовательность и об­ладающих конечными дисперсиями.Пусть

X1, ‰ ... (1)^-последовательность независимых случайных величин с конечными дисперсиями. Всюду в дальнейшем будем предполагать, что последова­тельность (1) содержит бесконечную подпоследовательность случайных величин с невырожденными распределениями. Таким образом, мы исклю­чаем из рассмотрения тот случай, когда последовательность (1) содержит лишь конечное число случайных величин с невырожденными распределе­ниями.Введем следующие обозначения:
Vj(x)=P (Xl<x), ∙υj(t') = Eel'xJ, of = £(^)-(£Ä})4j=l, 2, ...),

n n
⅛-∑<tf, Zn = ^- 2 (×i-EX1), Fn(x)≈P(Zn<x).

;=i n j≈ι
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В силу сделанных предположений имеемlim5π=∞. (2)
n→∞Из (2) и теоремы Линдеберга получаемlim sup∣F, (x)-ψU į e~ dt ∣ = 0. (3)

Для любой ^-последовательности независимых случайных величин с ко­нечными дисперсиями имеем
-----  Snlim — < оо. (4)
n→∞ nСодержащиеся в последовательности функций распределения (ф.р.)МД МД ... (5)

к различных ф.р. будем обозначать через*МД ...» Wk(x).Через nq обозначим число ф.р., равных Wq(x), среди п первых членов K1(x), ..., Vn(x) последовательности (5). Здесь q=l, ..., к. Далее, че­рез wq(t) будет обозначена характеристическая функция (χ.φ.), соответ­ствующая, ф. р. Wq(x).Через И7(Д ..., Wf(x)обозначим те из ф.р. W1(x), ..., Wk(x), которые не вырождены и встре­чаются в последовательности (5) бесконечное число раз. Очевидно, имеем 1 ≤Z≤Aτ.Буквы c,.c1, с2, .’. означают некоторые положительные постоянные. Введенными здесь обозначениями мы будем пользоваться на всем протяжении статьи. ∙∣
§ 2. Локальная предельная теорема для решетчатых распределенийРассмотрим ^-последовательность (1) независимых случайных величин, принимающих лишь целочисленные значения и имеющих' конечные диспер­сии. В дополнение к введенным ранее обозначениям положим

4,=  ∑ EXj,- Pn(N)=P{∑ X) = n)-

7=1 7=1Через Hr обозначим максимальный шаг распределения W*  (х) (r = 1, ..., /).Будем говорить, что последовательность (1) удовлеторяет локальной 
теореме в усиленной форме (л.т.у.), если соотношение ^τk"p"w-y⅛exp!-1τi}l=0 (6> 
имеет место как для исходной последовательности, так и для любой последовательности, полученной из исходной изменением распределений конечного числа членов (с сохранением условия целочисленности и усло­вия конечности дисперсий).
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Теорема 1. Для того чтобы последовательность (1) удовлетворяла 
л.т.у., необходимо и достаточно условие*)о. н. д. (Ях, Я,)=1. (7)При доказательстве этой теоремы мы можем без ограничения общности считать, что

P(Xj = 0) ≥P(Xj = ιri) для всех / и т. (8)Доказательство необходимости. Предположим, что рассма­триваемая последовательность случайных величин удовлетворяет л.т.у. Пусть о.н.д. (H1, ..., Ht) = d. Случайная величина с ф.р. W*  (х) при­нимает лишь значения ar + mHr (w = 0, ±1, ±2, ...). Поскольку значе­нию, равному нулю, соответствует положительная вероятность, имеем 
ar = mrHr, где ^ — некоторое' целое число. Таким образом, все возможные значения случайной величины с ф.р. W*(x)  (r=l, ...,/) можно записать в виде sHr, где s = 0, +1, ±2, ... В силул.т.у. соотношение (6) выполнено для суммы ∑∣π случайных величин с конечными дисперсиями, полученной из Ar1 + ... +Xn при таком изменении распределений конечного числа слагаемых, что ∑π принимает лишь значе­ния вида sd, где s целое. С другой стороны, при d≥2 соотношение (6) для такой суммы случайных величин не может выполняться, так как 
Р (∑77 = N) = 0 для всякого N=md+∖, где т целое. Поэтому d=l.Доказательство достаточности. Обозначим через fn{t) ха­рактеристическую функцию случайной величины Z„, определенной в § 1. Имеем w

Λw=eχp{-⅜}∏¾(⅛)∙

N—AПоложим z =-------- — . По формуле обращенияSn ■ 
z* π n

j"p"w~v⅛e 2=⅛U f e^,'f, ΓMλ^
V —π j=∖

4 ∞ . tt πsn ∞ t*
- f e "Z 2 λ} = ⅛{ f f e"*  2 <ft|.

— ∞ — πsn — ∞Отсюда 2»
sup I s„P„(N)--^e 2 I ≤∕1 + Z2 + ∕s + Λ,

N I y 2π Iгде 21
Λ= f !fn(t)-e 2 I Л,

I f l<L
h= f lfn(t)∣dt, ∕3= f ∣ΛW∣<*,  Ą= f e 2 dt,

L<∣r∣<εszj ∞n<∣∕∣<πjzj | t | >LL и ε — некоторые положительные постоянные. За счет выбора достаточно большого L интеграл Ц можно сделать сколь угодно малым. Из (3) и прямой предельной теоремы для характеристических функций следует, что lim∕1 = 0 при любом фиксированном L.
n→∞

♦) Символ о. н. д. (Hl...............  Я/) означает общий наибольший делитель чисел

Hl...............Hl-
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Оценим интеграл I2. Имеем∣∕.<<)∣-∏ ∣'.(÷)r∙-
9=1Из формулы Тейлора вытекает, что при 111<εsπ и достаточно малом ε>0

для каждого g⅛=l, к). Здесь b2q - дисперсия распределения Wq(x),а ε можно выбрать не зависящим от q, поскольку множество значений q конечно. Итак, существует такое ε>0, что
к.∣Λ(0l≤exp 2 *,⅛j  = * 4 (9)

" <7=1при Į11 < εsn. Поэтому
∕2≤ f е 4 dt,11 i>lтак что интеграл 7a может быть сделан сколь угодно малым за счет выбора достаточно большого значения L.Осталось оценить интеграл I3. Обозначим через d общий наибольший делитель всех целых значений m, которым соответствует положительная вероятность хотя бы в одном из распределений JVf (х), ..., W*  (х). Об­щий наибольший делитель значений, принимаемых с положительными вероятностями случайной величиной с ф. р. W*  (х), очевидно, кратен d при каждом г (r=l, ..., I). Так как Hr — максимальный шаг распреде­ления, в котором значению, равному нулю, соответствует положительная вероятность, то каждое из чисел H1, ..., Hl делится на d. Отсюда и из (7) следует, что d=∖. Поэтому общий наибольший делитель всех целых /и, для которых

OD

∑ P(Xj=m} = ∞, (10)
7=1равен единице.Из последнего утверждения вытекает существование такого положи­тельного числа Мо, что общий наибольший делитель всех целых m, 

m∖<M0, для которых выполнено условие (10), равен 1. Положим 
М = maxp∏o,~), где ε - та же положительная постоянная, что и в инте­грале Z2. Имеем

" I

A=⅛ Г П ¾(0l<*≤⅛(¾+¾),
ε<∣ r∣<π j=lгде π пA= f ∏ l¾(0l⅛

1 7=1 
2Ма Л2 отличается от интеграла R1 лишь заменой области интегрирования [^2λ∕ ’ π] на [-π, ”“2лг]‘
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Интеграл Λ1 оценим с помощью метода, использованного в [1]. Из неравенства x≤e*̂ ^ 1, справедливого при всех действительных х, получаем 
л л∏ ∣t>,(')∣≤exp{4- ∑ (∣¾WI,-1)∣.

7=1 l j=l 1Далее, положим ‰ = -P(Λ∕ = n,)∙ Pjm=,∑ Pi,m+sPj,s-
sИмеем I vj (t) ∣2 - 1 = X Pjm (cos mt - 1).Обозначим лежащие на сегменте [-gį-, π] точки вида (г и m взаим­но просты, l≤',≤[-y] , 2≤τw<Λfj, взятые в порядке возрастания абсцисс, через r1, ..., tyr Очевидно, ∕v = π, tι>~2M~- Полагая

Л _ Г 1 *l  + ⅛ 1 Л _Г rμ∙-l + ⅛∙ rμ+⅛∙+l 1 δi-L^2λΓ' ~2~J’ z^-I 2 ’ 2 Jпри μ = 2, . . ., v - 1 M2=≠t∙ -]представим интеграл R1 в виде суммы интегралов по ∆μ.Рассмотрим фиксированный сегмент ∆μ, содержащий точку tll. Пусть Λ=-^2-. Очевидно,
h, r∏o l¾WI2-!≤ -2χ'‰si"i ^5~-22^∕⅛nsin2где Σ'- сумма по всем целым ти, ∣ m | < М, τn≠0 (modm0), а Σ"- сумма по всем целым m, ∣m∣<Λf, m≡0 (modτw0), τn≠0. Минимальное расстояние между точками ιtl не меньше поэтому при любом ∕∈∆μ, m≠0(modm0), ∣∕n∣<Λf и любом целом 5 имеем ∣mt- 2π1y∣>ε1∙, отсюда sin2 > ε2 (по­стоянные ε1, ε2, ... положительны и зависят только от М). При f∈∆μ, .m≡0(modm0), ∖m∖<M, m≠0 получаем sin2 -у-> ε8 (/- ∕μ)2. Поэтому

лг ∑ (l¾∙w∣2-1)≤ -gn-h, (t-Q∖
7=1где

л л&л = е2 Pjm> hπ = ε3 Pjm∙
7=1 7=1Для рассматриваемой последовательности случайных величин имеем 

pjo≥c>O (7=1, 2, ...). Отсюда и из замечания, сделанного в связи с (10), следует, что limgπ=∞. Из (4) получаем ⅛ = O (gn + hn). Для тех и, 
n→∞для которых gn≥hn, находим

s. ∫ fl ∣2>WI<*≤e^ f"⅛ f exp {-An(r-∕μ)2}Λ≤
δ11 J-1 _ ∆μ≤e-⅛O(]∕g,) = o(l) (n→ro).
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Если же gπ<hn, то 
п ®

⅛ ∫ ∏ ∖vj(t)∖dt≤e-⅛s, f exp {-hn(t-tv)2} dt≤
∆μ j=l -∞≤e-⅛Of∣∕Aπ) y^- = o(l) (n→∞).

Интеграл R2, очевидно, допускает такую же оценку, что и R1. Таким образом, lim73 = 0. Теорема 1 доказана.
π→oo

Замечания. 1. Как было обнаружено автором уже после получения теоремы 1, эту теорему можно получить также из одного общего резуль­тата Ю. А. Розанова [2].2. Условия применимости локальной предельной теоремы для A>πo- следовательности ранее изучались по предложению автора в дипломной работе Чэнь Хань-фу (ЛГУ, 1961); в этой работе предполагалось выполненным дополнительное условие lim > 0 (q = 1, ..., к) для некоторого 8 > 0.
n→∞3. Условие (7) не является необходимым для применимости к после­довательности (1) локальной теоремы в слабой форме, т. е. для выпол­нения соотношения (6) для этой последовательности. В справедливости сделанного утверждения легко убедиться с помощью рассмотренного в [3]. примера последовательности независимых случайных величин X1, Х2, • • •, таких, что X1 принимает значения 0 и 1 с вероятностями, равными у, а 

Xj при y≥2 принимает значения 0 и 2 с вероятностями, также равными -i-. Для этой последовательности, не удовлетворяющей л.т.у., соотно­шение (6) имеет место, а условие (7) не выполнено.
§ 3. Локальная предельная теорема для плотностейЕсли ф. р. Fn(x) абсолютно непрерывна, то ее производная будет, обозначаться через pn(x). Таким образом, pπ(x) есть плотность распределе­ния нормированной суммы случайных величин Zπ.

Условие А. Существует такое N, что плотность распределения pλ√x) ограничена.
Теорема 2. Для того чтобы

X1Jim sup I Λ∙W-y⅛r e 2 ∣ = °∙ <11>'
необходимо условие А. Еслиlim⅛>0 ⅛=lt •••, к) для некоторого δ>0, (12>

n→∞ sn

то условие А достаточно для (11).Доказательство. Необходимость условия , А для соотноше­ния (11) очевидна. Покажем, что это условие и условие (12) достаточны Для (11).
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Обозначив через fn(t) х.ф. случайной величины Zn, покажем, что 
fπ(t) абсолютно интегрируема на действительной прямой при всех доста- 

Nточно больших п. Случайная величина ‰= £ Xj имеет х.ф.
n k j-'∏ ¾ (0 =∏ <’(/). (13)

7=1 9=1где Nq — число случайных величин с ф.р. Wq (х) среди X1, ..., Xn. Разность Sn-Sn двух независимых одинаково распределенных случайных
Nвеличин Sn и Sn имеет х.ф. J-I ∣ vj (t) ∣2 ≥ 0 и ограниченную плотность рас- , >∙≡1пределения. По одной теореме о преобразованиях Фурье (см., например, J4], стр. 20-21) получаем

∞ N∫∏ι¾ω∣2Λ<∞∙ (И)
— ∞ √=1Любому ε>0 отвечает такое с>0, что при 111 > ε имеем

к∏ ∣H⅛(r)∣2''⅛≤e-.
9=1Поэтому для любого ε>0 найдется такое c1>0, что в области ∣r∣>ε-справедливы неравенства

П9
* Jc 2 max N _

∏ ι⅝(0∣"o≤∏ (∣H⅛ωι274 ’ ≤e^"

<7=1 д=1при достаточно больших п. (При этом Из (13) —(15) находим
9=1мы использовали условие
П I "⅛ (01 2n"

f ∏ ∖vi(t)∖dt = O(e^c's*)  (n->∞). (16)
I t ∣>ε √=1В ходе доказательства теоремы 1 было установлено (см. (9)j, что из условия конечности дисперсий вытекает существование такого ε>0, что ∣∕n(∕)∣≤ _ /*≤e 4 при Į t Į < εsn. Полагая 1= ∣ ∖fn(t)∖dt, получаем lim 7=0 в си-

I I n→∞I t ∣>eVлу (16). Поэтому fn (t)eL1 (— ∞, оо) при всех достаточно больших п.Из доказанного следует, что ф.р. Fn(x) имеет при всех достаточно больших п непрерывную при всех х производную F,n(x)=pn(x) и что при всех х имеет место формула обращения
pn(x)-^- е 2 =-^- ] e-<∙4fn(t)-e~ 2]dt.

Отсюда sup∣∕>n(x)-γ=- е 2 I ≤7l + 72 + 74 + ∕.
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Здесь I1, I2 и Ii- интегралы, определенные в § 2. Мы можем использо­вать полученные в § 2 оценки этих интегралов. Из них и равенства lim Z=0 вытекает (И). Теорема 4 доказана.
n→∞ Укажем более общие, чем в теореме 2, достаточные условия для соотношения (11).

Теорема 3. Пусть существуют целые положительные числа pr 
m1, ..., тр, удовлетворяющие условиям∖≤p≤tk, 1 ≤w1< ... <rap≤fc, (17)lim—у-> 0 (ι=l, •.., р) для некоторого δ > 0, (18)-

n→oo sn
и такие целые положительные числа M1, ..., Мр, что свертка

Wmt{x) *...*JF ffll(x)*...*Ψ fflp(x)*...*  Wmp(x)
' AĄ ' Λζ '

абсолютно непрерывна и ее производная ограничена. Тогда имеет место 
соотношение (11).Доказательство. Тем же способом, который был использован: для доказательства (14), получаем в силу условий теоремы

∞ р
f ∏ ∣h⅛(oi2λ''<*<∞-

— ∞ ι=lДалее, с помощью (18) находим
∏ i ¾ w i ≤ ∏ i ‰,∙ ω Г” ≤ c2 e^c, s" n i < (о ∣2m'

7=1 i=l i=lпри достаточно больших п и ∣∕∣>ε>0. Поэтому выполнено соотноше­ние (16). Оставшаяся часть доказательства такова же, что и для тео­ремы 2.Если ^-последовательность (1) удовлетворяет условию (12), то условие А равносильно любому из следующих условий:
м

A1) ∏ vj(t)eL1( - ∞, оо) при некотором М \
j=ι

п∕ ∏ i¾w∣λ=o(į-) <n→∞)

∣r∣>ε J-1при любом фиксированном ε>0.В ходе доказательства теоремы 2 уже было установлено утверждение о том, что из (12) и условия А вытекают условия A1 и А2 (и даже более сильное условие (16)). Тот факт, что при выполнении какого-либо из усло­вий A1 и А2 будет выполнено и условие А, легко обнаружить с помощью формулы обращения.Таким образом, справедливо следующее утверждение: если выполнено 
условие (12), то любое из условий А, A1 и А2 является необходимым и до­
статочным для выполнения соотношения (11).
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Условие типа А2 было введено в статье [5]; там было показано, что при выполнении некоторых ограничений на поведение моментов подобное условие является достаточным для применимости к последовательности неодинаково распределенных независимых случайных величин локальной теоремы для плотностей и ряда ее уточнений. Для ^-последовательности, удовлетворяющей условию (12), такое условие оказывается необходимым и достаточным для выполнения (11).
§ 4. Уточнение локальной предельной теоремы для решетчатых 

распределенийРассмотрим ^-последовательность (1) независимых случайных величин, принимающих лишь целочисленные значения и удовлетворяющих усло­вию (8). Обозначим через m*( γ=1, ..., Z) число случайных величин с ф. р. 
W*  (х) среди п первых величин Ar1, ...» Хп последовательности (1).

Теорема 4. Пусть выполнены условия (7),

Тогда

£| A}∣μ< ∞ (√=1, 2, ...) при некотором целом μ≥3,lim — > О,----- п ’
Π→0O

п*lim -£- > 0 (г = 1, ..., Z) для некоторого 8 > 0.
------- 5°n→∞ п

_ 2* μ. —2 z .∖

(19)(20)
(21)

при n→ ∞ равномерно относительно N(-∞<N<∞).Здесь 
z=n~a* 

sn 
An и Pn (N) — те же, что и в § 2, 

z2 
Рю (-φ(z)) = ⅛ pv» (-φ(z)) = w3v,n(z)e 2j, 

m3v. п (z) — известный полином*)  степени 3v относительно z с коэффициентами, зависящими только от моментов случайных величин 2r1, ..., Хп до порядка v + 2 включительно. Коэффициенты полинома w3v,π(z) в силу условий (19) и (20) ограничены равномерно по всем достаточно большим значениям п.Для доказательства теоремы 4 достаточно обнаружить, что при вы­полнении условий этой теоремы будут выполнены условия теоремы из работы [7]. Условия (19) и (20) вместе с тем фактом, что последователь­ность (1) есть ^-последовательность, обеспечивают выполнение условий B1 и 
В2 последней теоремы. Поэтому нам достаточно показать, что выполнено условие А из [7], состоящее в том, что общий наибольший делитель всех целых /и, для которых

л 
⅛tob ∑ P(^=0)P(xj=m) = ∞, 

_______________ J=ι
♦) В работе [6] указаны явные формулы для функций Pvn(-φ) и Pvπ(-Φ) гф» 

любом V.



452 В. В. Петровравен 1. Из (4) и (20) вытекает, что условие' (21) равносильно условию 
п*lim 0 (r=l, ∙.., Z) для некоторого δ>0. (22)

n→αo(в общем случае, когда условие (20) не предполагается выполненным, условие (21) может выполняться и при невыполнении (22).) В ходе дока­зательства теоремы 1 было установлено, в качестве следствия условия (7), что общий наибольший делитель всех целых значений m, которым соот­ветствует положительная вероятность хотя бы в одном из распределений 
W*  (х), ..., W*  (х), равен единице. Отсюда и из (22) вытекает требуемое утверждение. Теорема 4 доказана.

§ 5. Уточнения локальной предельной теоремы для плотностейМы будем пользоваться здесь обозначениями §§ 1 и 3. Введем наряду с условием А следующее более сильное условие:
Условие В. Существует такое N, что случайная величина X1 + ... + Xn имеет плотность распределения с ограниченной полной вариацией.
Теорема 5. Пусть k-последовательность независимых случайных вели­

чин (1) удовлетворяет условиям (19), (20) и (12). Тогда1) если выполнено условие А, то 
при

v v=l „2 „2п п
n→ ∞ равномерно относительно х (— оо < х < оо); 2) если выполнено условие В, то

X1

(23)
i ’■«>=£ [⅛ z'+Σ 2=⅛a]+° ⅛) 

v=l „2 j „2и пп2
(24)

для любого целого s≥ 1 при n→ ∞ равномерно относительно x(-∞< <x<∞).Здесь Pvn(-φ)=Pvπ φ(x)) — те же функции, что и в теореме 4.Доказательство. В силу результатов работы [8] достаточно показать, что справедливы следующие два утверждения: (а) из (12) и условия А вытекает соотношениеUm ιt> f 11 ∣m-1 f] I vj (t) j dt = 0 (25)
n_>“ ∣<∣>6 y=lпри m=\ для любых фиксированных γ>0 и e>0; (β) из (12) и усло­вия В следует соотношение (25) при любом ти>2 и любых фиксиро­ванных γ>0 и ε>0. Утверждение (а) представляет собой следствие (4), (20) и полученного при доказательстве теоремы 2 соотношения (16). Утверждение (β) нетрудно получить, заметив, что если f (?) — х.ф. слу­чайной величины с плотностью распределения, имеющей ограниченную полную вариацию, то для любого ε>0 имеем ∣∕(r)∣≤ ∙∣7∣- ПРИ ld>ε∙
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Замечания 1. Соотношение (23) имеет место (с равномерной по х оценкой остаточного члена), если выполнены условия теоремы 3 и усло­вия (19), (20).2. В том же направлении можно ослабить условие (12) при получении соотношения (24).
§ 6. Интегральные и локальные предельные теоремы 

для больших уклоненийБудем говорить, что ф.р. F(x) удовлетворяет условию Крамера, если
У eladF(x)<∞

при I h Į < а и некотором а > 0.
Теорема 6. Пусть функции распределения W1(x), ..., Wlc(x) удовле­

творяют условию Крамера. Пусть, далее, выполнено условие (20). Тогда 
при x≥0, x = o(]∕ п) и n→ ∞ имеем

Здесь ^λn (t) — степенной ряд, сходящийся при достаточно малых значениях t 
равномерно относительно п.Теорема 6 является непосредственным следствием одного результата автора [9], [10].Теорема 7. Пусть функции распределения W1(x), W*(x)  удовле­
творяют условию Крамера и пусть выполнены условие А из § 3 и условия (12) 
и (20). Тогда при χ = o(y^^) и n→ ∞ имеем 
где λπ (г) - тот же степенной ряд, что и в теореме 6.Эта теорема представляет собой обобщение локальной теоремы В. Рихтера ([11], теорема 2), относящейся к случаю одинаковых распре­делений величин из последовательности (1). Как и результаты работы В. Рихтера [11], теоремы 7 может быть получена из более общего резуль­тата, доказанного для последовательности неодинаково распределенных случайных величин в [10] ([10], теорема 2).В теореме 7 условия А и (12) можно заменить условиями теоремы 3, сохраняя остальные условия теоремы 7; при этом утверждение теоремы 7 останется в силе.Сформулируем одну интегральную теорему для больших уклонений типа, введенного Ю. В. Линником [12].
7. Литовский математический сборник, V-3
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Теорема 8. Пусть выполнено условие (20). Пусть существуют такие- 
положительные постоянные α<-i- и β, что

∫exp {β∣x∣^}<flr,(x)<oo ⅛=1.................к). (26>
Тогда

1 ~f- w=v⅛ ∕ e~ dt∙e*p {⅜ λ-, ШИ1+°<ι> ]’

fu-χ>=v⅛Je 2 rfz∙exp{-τ⅛ λ-l(-≠r)} [ι+o∞]
при n→ ∞ равномерно относительно х в области 0≤х≤, какова бьс Р \Ю
ни была функция р(л), удовлетворяющая условию limp(w)= + oo. Здесь &

Λ→∞
есть целое неотрицательное число, определяемое неравенствами

s 5+1
2(5+2) <а^ 2(5+3) ’

а λ⅛1(r) есть отрезок ряда λ,1(f), состоящий из первых его s членов- 
(при этом полагаем λj,°1 (t) ≡ 0 j.Эта теорема вытекает из теоремы 17 работы [13]. Из других резуль­татов последней работы можно получить информацию о необходимости условия (26) для утверждений теоремы 8.В заключение заметим, что из приведенных здесь предельных теорем для ^-последовательностей независимых случайных величин непосредственно следует ряд результатов, известных для последовательностей независимых одинаково распределенных величин (см., в частности, [14]).
Ленинград Поступило в редакцию

10.II. 1965
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RIBINĖS TEOREMOS NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ Ar-SEKOMS

V. PETROVAS

(Reziumė)

Seka (1) vadinama Ar-seka, jei atitinkama pasiskirstymo funkcijų seka (5) turi skirtingų 

pasiskirstymo funkcijų. Įrodytos tokioms sekoms kai kurios ribinės teoremos baigtinių disper­
sijų atveju. Rastos būtinos ir parenkamos sąlygos lokalinei teoremai. Išnagrinėti dideli atsi- 
lenkimai ir asimptotiniai išdėstymai.

LIMIT THEOREMS FOR ^-SEQUENCES OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES

V. V. PETROV

(Summary)

By definition, the sequence (1) of random variables is A>sequence if the corresponding 

sequence (5) of distribution functions consists of к different distribution functions. Some limit 
theorems are proved for Ar-sequences of independent random variables having the finite varian­
ces. The necessary and sufficient conditions for the applicability of local limit theorem are 
established. The asymptotic expansions and big deviations for sums of independent summands 
are also discussed.




