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О МАКСИМУМЕ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ СУММЫ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН С ОДНОВЕРШИННЫМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИБ. А. РОГОЗИНВ теории суммирования случайных величин естественным образом воз­никает вопрос о точной оценке максимума плотности суммы независимых случайных величин, которые имеют плотности, ограниченные одной и той же постоянной. Ответ на этот вопрос удается получить только при неко­торых дополнительных предположениях на функции распределения слага­емых, таких, например, как одновершинность. Функция распределения F(x) называется одновершинной, если существует точка а такая, что левее а 

F(x) выпукла, а правее а F(x) вогнута (см. [1]). Ю. В. Прохорову в этом направлении принадлежит следующий результат (см. [2]).
Теорема 1. Пусть ξ1, ξ2, ..., ξn независимые случайные величины. Их 

функции распределения предполагаются симметричными, одновершинными и 
имеющими плотности pi(x) такие, что sup pi(x) ≤ А < ∞, z=l, ..., п тогда 

л
где рм (х) — плотность разпределения случайной величины Sn=∑ιζi, и 

i= 1 
f(ri) — функция, зависящая только от п и при n→∞ f(n)→0.Первоначальное доказательство этого факта опиралось на углубленное исследование поведения характеристических функций, представляющее самостоятельный интерес, но в дальнейшем использование одного предло­жения Бирнбаума [3] позволило упростить Ю. В. Прохорову доказательство и уточнить результат (см. примечание при корректуре в [2])

Теорема 2. В условиях теоремы 1 при замене условия sup pi (х) ≤ А < ∞ 
X

условием suppi(x) ≤ Ai < ∞, i = 1, ..., nt имеет место

pW (х) ≤ max q(n) (х) = qM (0),
X

где qM(x) есть плотность распределения суммы независимых случайных величин η1, ..., ηw, где η1∙, i = 1, ..., и, является равномерно распределен­ной на отрезке [ 2λ7, "гл?]’ ,= 1’ 2.............. "•Целью заметки является доказательство утверждения теоремы 2 без предположения симметрии распределения слагаемых. Для дальнейшего нам
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потребуется лемма, содержание которой не является новым, но к сожале­нию мы не можем указать -источника, к которому мог бы быть отослан читатель.
Лемма. Свертка двух симметричных одновершинных - функций распреде­

ления F(x) и Цх) снова есть симметричное и одновершинное распределение.Доказательство. Для функции распределения F(x) построим по­следовательность специальных функций распределения Fm(x), т=\, 2, ..., слабо сходящихся к F(x). Для этого разделим отрезок [-т, т] на равные отрезки длины — и положим j⅛z° = - т + , fc = 0, 1, ..., 2 w2. Построимломаную с вершинами (⅛"0, F(x%ii)}, k = 0, 1, ..., 2 w2. Это будет график функции Fm(x) на отрезке [ — т, т\. Если F( —w) = 0, то положим на от­резке (-00, — т) Fm(x) = 0, если F(-m)≠0, то из точки (-m, F(-m)j проведем прямую с угловым коэффициентом ЕЦ—т) — левая производная функции F(x) в точке —т — до пересечения с осью х в некоторой точке х_ш, и этот отрезок будет графиком функции Fm(x) на отрезке [х_ш, -w], и далее положим Fm(x) = 0 при x<x~m. Совершенно аналогично с заменой оси х на прямую у = 1 поступаем в случае х > т, только в случае, если F(w)≠0, берем не левую производную F(x) в т, а правую производную 
F(x)-Fnp(m). Очевидно, функции Fm(x), т=\, 2, ... симметричны и од­новершинны, их плотности можно представить в виде

km
F'm(x}=∑b^E(x, afi>),

f=lгде Е(х, а) — характеристическая функция отрезка (-а, а). Для функции распределения Цх) строим таким же образом последовательность Im(x), w=l, 2, ...» и получаем, что
πm

I'm(x) = 2 dft>E(x, c}m>), т=1, 2, .,.
7=1•Производная свертки F(x) и Z(x) равна

∞ km пт
Γm(x) * F'm(x) = f ∕^(x-y)F,m(y)dy=∑ ∑ bim>d}^E(x, aj^)tE(x, bįm^). 

-∞ i=l j=lОчевидно, Е(х, bcirτf>) есть монотонно неубывающая функция при
х < 0 и монотонно невозрастающая функция при х > 0. Этим же свойством будет обладать и сумма выражений bWdξmyE(x, а\т))*Е(х,  bf-mj) и, следо­вательно, свертки Fm(x) и Im(x) m==l, 2, ... являются одновершинными, так как предел при m→∞ одновершинных функций распределения есть снова одновершинное распределение, то таким образом свертка F(x) и Цх) есть одновершинное распределение. Симметрия распределения свертки F(x) и Цх) очевидна.Из этой леммы и теоремы 2, получаем следующую эквивалентную формулировку теоремы 2.
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Следствие 1. В условиях теоремы 2 var р(л) (х) ≤ var qw (х) = 2qM (0), где var р(х) — есть вариация функции р(х) на всей числовой прямой.Заметим, что р{п)(х) при и = 2, 3, ... можно считать, не ограничивая общности, непрерывными функциями на всей числовой прямой.С помощью некоторого приема частично использованного в доказа­тельстве леммы и представляющего, как нам кажется, самостоятельный интерес удается освободиться от предположения симметрии в теореме 2 и следствии 1.
Теорема 3. Пусть ξ1, ξ2, ..., ξπ независимые случайные величины, име­

ющие плотности pt(x), z=l, 2, ..., п, ограниченной вариации
varpi(x) = Aj< ∞, i=l, 2, ..., п, 

тогда var рм (х) ≤ var q(n) (х) = 2 max ^(и) (х).Доказательство. Предположим, что p,∙(x), z=l, 2, ..., п явля- 
Xются непрерывными. Для каждой функции распределения Fi(x) = ∫Pt(y) dy— 00 построим последовательность Fim(x) с плотностями pim(x), т=\, 2, ..., слабо сходящихся к Fl∙(x), по способу, указанному в доказательстве леммы. Нетрудно заметить, что как полученное семейство плотностей Pznf(x), ι=l, ..., п, m=l, 2, ... обладает тем свойством, чтоvarpm (х) ≤ varp1∙(x). (1)Обозначим характеристические функции, соответствующие ⅛(x), Pi(x), 

п п
Pim∖x) и √">(x), через fmi(t), fi(f), ⅛(t) = J^[ fml(t) и ∕'(')= ∏ fι(t) соответ- 

∣=1 1-1ственно. По определению вариации для любого ε>0 существуют х0 < x1 с ... < Хк такие, что для и ≥ 2
кvar /><”> (х) ≤ 2 I Pw (*()  (x∣-1) I + ⅛ =

/=1= Σ I f ∕,W(eta'-eto'-)Λ∣ + ⅛∙
/=1 -«В силу слабой сходимости Fmi(x) при w→oo к Fi(x) и (1) для любого ε>0 при m>m(ε)

к ∞var∕">(x)≤ 2 j f ∕m(O(e'^-e'w∕-1)ΛI + e≤varpgi(x) + ε
/= 1 -осв виду произвольности ε var р(п) (х) ≤ sup var pff (х). (2)

mВ силу построения плотности pmi(x), z=l, 2, ..., п; т=1, 2, ... можно представить в виде
∕⅛W = ∑ c^E(x-b^-, ag”’), .

7=1

10. Литовский математический сборник, V-3
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ГДе ⅛"0 > 0, а}?0> 0» ⅛*  /= 1, • • •» я; m = 1 > 2, ..., j = 1, 2, ..., ∕fw∖ вещественные числа.Далее,
/Мп Я 1 jvar‰1* ... *‰,  = var ]^]*  pmj(x) = var J^]*  У cffE(x-M>∙, d*>)  =

i=l i=l у.= 1= var Σ ГТ ^E(×-b^-, ⅛7,)≤
{λ, ∙∙∙, jn} i=l

l≤Λ≤⅛m>

1≤⅞≤⅛"0≤ ∑ var П * £<х~ a%y) =
{Jι,..-.Jn} i=l

1≤Λ≤⅛,")

'¾≤⅛m,= ∑ γar ∏*  <⅛">-E, (х, <⅛">) =
{√1, ∙∙∙.√π} i=l ,

l≤>ι≤⅛w)

l≤⅞≤⅛"0

= γar 2 ∏*⅛7 ,je<x∙ a!",) =

ь........... >„) -1
1 ≤Λ≤∕θn>

l≤∕n≤⅛"0

л л= var J~]*  2 cff>E(x, α<">)≤ var^<",(x).
∣=ι ji=∖Последнее неравенство в силу следствия 1. С помощью (2) и последнего соотношения получаем varр(п>(х) ≤ var q(n) (х).В случае, если pi.(x) разрывна, то построим последовательность fmi(x), 

т = 1, 2, ...,/= 1, ..., п непрерывных плотностей 
fmt (Х) = Pl (х) * ^T £(Х' v) ’Заметим, что var∕mf≤ varpf∙(x), ι=l, ..., п, т= 1, 2, ... и

Imi(x)≈ ∫ fmi(y)dy
— сослабо сходится к Fi(x) при m→∞ и ι=l, 2, ..., п. Так как только эти предположения и использовались при доказательстве (2), то получим, что varp<", (х) ≤ sup var∕⅛θ (х) ≤ sup var q<p (х) ≤ var #(п) (х), 
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где/^(х), ЯтЧх) строятся по совокупности плотностей ∕lnι(x), f2m(x), ...» 
fπm(x) τaκ же, как рм(х), qfc] πo совокупности p1(x), p2(x), ... pn(x)∙ Из теоремы 3 вытекаетСледствие 2. Теорема 2 имеет место без предположения симметрии 
слагаемых.Доказательство получается из соотношений2 max рм (х) ≤ var р(я) (х) ≤ var q(n) (х) = 2 max qM (х)
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APIE ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ, TURINČIŲ VIENVIRŠŪNIUS PASISKIRSTYMUS, 
SUMOS TIKIMYBĖS TANKIO MAKSIMUMĄ

B. ROGOZINAS

(Reziumė)

Šiame straipsnyje įvertinama iš viršaus atsitiktinių nepriklausomų dydžių sumų tankio 

variacija per atskirų atsitiktinių dėmenų tankio variacijas. Nagrinėjamoje pasiskirstymų klasėje 
tas įvertinimas negali būti patikslintas.

ON THE MAXIMUM OF THE DENSITY OF THE SUM 
RANDOM VARIABLES WITH THE UNIMODAL DISTRIBUTION

B. ROGOZIN

(Summary)

It is give an inequality to the variation density of the sum independent random variables 
by the variations densities of the random variables.


