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О ВЕРХНИХ и нижних функциях 
ДЛЯ УСТОЙЧИВЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. I

процесс
(Dгде

[Н. КАЛИНАУСКАЙТЕРассматривается однородный сепарабельный случайный { ξα.β(r), ∕≥0} с независимыми приращениями, для которогоΛ∕e'λξ°t∙β (0 = ехр j - t I λ ∣α (1 -ιβ -ψ- tg γ a) j ,
0<a<2, a≠l, ∣β∣≤l.Известно [1], что для любой непрерывной положительной монотонно возрастающей функции и (t) с вероятностью 1r l⅛,β('>∣ f о,,→xf «(О I 00.

(2)
Однако в статье [1] при исследовании модуля процесса ξa,β(∕) не обраще­но внимание на интересный подкласс устойчивых процессов с параметром β = + 1, которые, не имея положительных (отрицательных) скачков, ведут себя в направлении положительных (отрицательных) значений подобно Гауссовскому процессу. Заполнению этого пробела посвящена наша статья.Так как ξa,β(O = — ξa, _β (/)» то достаточно рассмотреть случай β = - 1. В данном случае для каждого фиксированного a и x→∞t если l<a<2, и .γ<0, x→0, если O<a<l, имеет место соотношение

Ргде
I

2(a-l)

1
∣2(a-l) 

∞s f»

(3)

Л(«) = ]∕2π Į a— 1 ∣a

_ g 1B(a) = a a~1 Į cos -f a j a^1 ∙
Знак означает, что отношение величин, стоящих в правой и в левойчасти, стремится к единице.В дальнейшем вместо ξa,-1(r) будем писать просто ξ(ι).
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Условимся, что функция g(∕) принадлежит к классу Gy, если она при 
t→∞ имеет следующие свойства:

___ ia) g (f) > 0, g (∕) ↑ ∞, t 'z g (7) ↑ ∞ в случае 2 > α > 1 и
i_b) g (t) < 0, g (t) j - ∞, t * g (t) f 0 в случае 0 < a < 1. Функцию g (t) из класса Ga назовем интегрально-верхней, если с вероятностью! множество 

{t: ξ (t) >g{t) } ограничено, и интегрально-нижней, если с вероятностью I это множество не ограничено.
IПоложим ψ (r) = (-l)κg(∕) ∕ a, т. е. функцию g (/) представим в виде

g(t) = (- l)κra ψ(∕), где ψ (г) уже всегда положительная фукция, а κ = [a] + 1. Кроме того, пусть
7a (И = ψ≈ 1 (/)

1a
Ψ ' 1 (/)

при 1 < a < 2при 0<a<l. (4)
Теорема 1. Функция ^(∕)∈Ga является интегрально-верхней, если ин­теграл Л (g) = f у 7« (0 ехР j - В (a) 7a (') J dt

сходится, и интегрально-нижней, если интеграл ∕a(g) расходится.
1 a IЛегко проверить, что функция aφ(t)≡(-l)κ∕a (B~1 (a) lnlnt) x инте­грально-верхняя, если а>\, и интегрально-нижняя, если a≤l. Если взять 

a=l +ε, то для любого 0<ε< 1 получаем

т. е.
Для случая l≤a<2 аналог закона повторного логарифма установил В. Μ. Золотарев [3].При исследовании процесса ξ(r), когда ∕→0, рассматриваются непре­рывные функции /(/), которые при t→0 имеют следующие свойства:

Iа) / (/) > 0, / (/) ф 0, t a ∕ (∕) ↑ ∞, если 2 > a > 1, и
_1_в) / (г) < 0, ∕ (∕) ↑ 0, ∕ a ∕ (∕) ↑ 0, если 0 < a < I.
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Функция Z (г) называется локально-верхней, если с вероятностью ^мно­жество { t zξ(r)>∕(r)} отделено от нуля, т. е замыкание этого множества, не содержит нуля, и локально-нижней, если это множество не. отделено от нуля, т. е. замыкание содержит нуль.Теорема 2. Для того, чтобы функция l∖t) была локально-верхней (ло­кально-нижней), необходима и достаточна сходимость (расходимость) ин­теграла Л (О = f -7 exp { ~в (а) } d,∙о

где qa(f) определяется функцией /(г) по формулам (4), так же, как ^α(r) опре­деляется функцией g (t).Доказательства этой теоремы проводить не будем. Она доказывается таким же методом, что и теорема 1.Как следствие из теоремы 2 получаем локальный аналог закону по­вторного логарифма:
Р lim sup ξ(0

t f

= 1.
∕÷0 (- l)κ (jB"1(a)ln In

Во всем дальнейшем C1, C2, ..., С, M1, M2, M3 означают константы^ в общем случае зависящие от а, но независящие от t.Переходим к доказательству теоремы 1. Условимся рассматривать процесс ξ(z) при t достаточно больших, и будем пользоваться оценкой (3), а также некоторыми оценками, основанными на разложении Тейлора, имею­щими место для достаточно больших z, не оговаривая законности этого каждый раз отдельно.Сначала приведем вспомогательные леммы.
Лемма 1. Если непрерывная функция g(z)∈Ga не является интеграль­но-верхней, тогда существует последовательность значений параметра вре­мени {tn}, стремящаяся к бесконечности такая, что с положительной вероятностью множество { tk : ζ(tk) >g(tk) } неограниченное.Доказывается эта лемма также, как и соответствующая лемма Т. Сирао (см. [5], стр. 98).Из леммы 1 следует, что достаточно доказать теорему 1 для любой последовательности {tn}, возрастающей в бесконечность. Не уменьшая общности, можно брать последовательность с tn-zλ-1≤1.
Лемма 2. Достаточно доказать теорему I только для тех..функций 

g (t) e Ga, для которых имеет место соотношение
7 В-1 (a) lnln t < д. (t) < (1 + t) B~1 (a) Into t.. ■> (6)

2 Литовский математический сборник V-4
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Доказательство леммы 2. Пусть теорема 1 имеет место для _1_ функций из классаGa, удовлетворяющих условию (6), и g (t) = (-l)*t a ψ(∕) любая функция из класса Gα. Обозначимφ1 (z) = (l+ε) В-1 (a)lnlnZ,φ2 W = y Я"1 (a) lnln г,φa(r) = min{ max(⅞(r), φ2(∕)j, <f∣(t) } .

Функциям φ,(x), j=1, 2, 3, соответствуют функции ψl∙(r), если в (4) вместо 
q(t) вставить φ,(r) и решить это уравнение относительно ψ(r).Из (4) ясно, что из соотношения g(∕)>φ3(z) следует ψ(z)>ψ3(z), в слу- чае 1 < а < 2, и ψ (∕) < ψ3 (г), в случае 0 < α < 1. Поэтому из того, что q (t) >>φ8(r) при t>t0 и функция g(∕) = (- l)κttt ψ (/) интегрально-верхняя, сле-2дует, что и функция g(t)≈(- l)κfβ ψ(z) тоже интегрально-верхняя. Также из того, что ^(z)<φ3(z) при t>t0 и функция į (t). интегрально-нижняя, сле­дует, что и функция g (t) интегрально-нижняя. Остается проверить, что 
∕β (g) и 7β(g) сходятся или расходятся одновременно, и при достаточно большом t имеют место соотношения ⅛(z)>φ3(z) и ^(z)<φ3(z), соответ­ственно.1. Пусть 7α(g)<oo. Если существует монотонно возрастающая в бес­конечность последовательность {tn} такая, что ga(z)≡^(z)<φ2(zn), то при 
ta>t∣to>to(‰ q) интеграл® 14<S)> f у 02 (0 exp I -5(a) q (t) } Λs≈

® '* 2
>∑ ∫ τq2 exp ) I dt>

00 2> ∑ '*~⅛*~* g2 (⅛)exp{ -B(a)9(⅛) I > fc-J⅛+l 1 ,> ∑ '*  ⅛*  - ,ħ(⅛)exp{ -jB(a)φ2(Z) } -
*-J⅛+! l 9

CO

=C1 ∑fc-⅛.+ι tk-tk-ι 
tk

V lnln fk
V la fkпо интегральному признаку сходимости рядов, что противоречит предполо­жению, что 7β(g)<oo. Поэтому такой псследсвательнссти не существует, и для t>t1 имеет место обратное неравенство g(z)>φ2(z). Итак, при t>t0 функция φ3(z) равна q(t), когда 7(z)≤φ1(z), и равна φ1(z), когда ^(z)>φj(z), т. e. 'φ,0)≈min9(Z), φ1(f)
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Очевидно, что при r>r0 имеет место неравенство

f 7- Φ32 W exp { -*(«)  <Рз(0 } Λ≤ f 7- Φ12 (') exp { -∙δ(α) φ1(∕) } Λ + 
∕β t9

+ f 4 W exp I -B(a)g(t) } dt< co,
где t0 такое, что min (g (t0), φ1 (r)) ≤ у B~1 (a).2. Рассмотрим случай Ia(g)=∞. Если существует последовательность {rπ}, стремящаяся в бесконечность, такая, что q(tn)<<P2(tn), то φ3(rπ) = = φ2(rπ) и, рассуждая как и в 1, получаем

4(φs)> f 4 f32 exp { -5<a>4,aW } dl≥

^c2 2⅛=Jtβ+l tk-tk-i 
tk

]∕ lnln∕⅛ V 1nr⅛С другой стороны, если такой последовательности не существует, т. е. для достаточно больших t, <⅛(t)≤q(t), то φ3(0≤^W, и τaκ же как в слу­чае 1, получаем
f 4 4,3 ® exp { ~β^ φsW } Л> I Т ?2 (/) exp { _В<“) 9W J Л = ∞ . 

<0Функция φ3(r) удовлетворяет условию (6), лемма доказана.Лемма 3. Пусть имеется стремящаяся к бесконечности последователь­ность {tn} с tn-∕fl-ι≤l. Выберем подпоследовательность {6>fc}, удовлетво­ряющую условию
Ч (1 +⅛h 4+∣< Ч (1 +^⅛j^) ’ <7)

где а < b - положительные константы. Тогда интеграл 7α(g) сходится или расходится одновременно с суммой Σ Ра ,
k ∣t-А г 1 <8>Λt= Ч (J,,) exp I -B(a) ⅛(⅛p |Доказательство. Так как при 0<x<l имеют место неравенства

то y<ln(l+x)<x и 2x> — In (1 — х) >х,

nk+ι

Σ
n~nk+'

In (1 — tn~fn-ι
tn

nk+ι)< Σ
л-л*+1

tn

nk< ∑ 1“ "-"*+ , (■ b \ b 
q (tnk)) я (t∣∙k)
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Так как для ∕π>r0(α, g) имеем Pn | 0, q(tπ)↑∞, Pnq(tn)⅛Q при n→oo, то
⅜ Σ Ч ≤ Σ

k

Σ ≤ Σ ^Vr2^ p"9W≤
k=ku n=nk-^' n=πkt

>. nk X≤ ∑ P,,t<7(∕√ Σ "4r÷ < b Σ⅛ = A1, k=krιПусть 5-=Σ25γ , <72(Λ,)exp{ в(«)?М },

¾ = Σ ⅜∑Γ 42 <,-'> exP { -«(“) <7('-ι) } ■
Очевидно, что

⅛ < Ia (g) < S2.По лемме 2 при / достаточно большом и nk-1<n≤tnk получаем
Ja_ > ⅛ > _____ !_____ > 1
'»-> ⅛+ι , . а 2-

«('"*)Следовательно, суммы S1 и S2 сходятся одновременно. Тем завершается доказательство леммы 3.Лемма 4. Для любой константы С и для каждого фиксированного a=^l при t→∞ имеем
ξ(f)>g(t) (1 -7⅞j-) }~Λ(a)eτrrτrβw p{ ζ(r)>g(t) }• (9)Если

cr,→+∞ и Į cnq~l(tπ) ∖<c< 1,то
р{ ξW>sω(l-j⅛5-)}~-<(a) exp-^⅛^=- (1+Θ)∣∙p∣ξ(t)>g(θ∣, (10)где 0 < 1Θ Į < c Į 1—a∣~1.Чтобы доказать лемму 4 используем оценку (3). Имеем ψω>*ω(⅛)I~  
~4(ct)i7 ⅛ω(1--^p ^-eχp{-B(a)9ω(l--^)^I. (11)

aРазлагая выражение (1 по степеням по формуле Тейло­ра, получаем
-β(a),ωj l-^r -‰ + 4>'-⅛- (τ‰-)*)-  

= -w<,ω[1-^r 7¾γ(i+θ7⅛γ)]. (12)
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Используя условие ∣ cn q~1 (tn) ∣ < c1 из (И) и (12), получаем (10). Соот­ношение (9) тоже получается из (11) и (12), если вместо сп взять с и воспользоваться тем, что q~1(t)→O при t→co.
Лемма 5 (см. [7]). Рассматривается бесконечная последовательность событий F1, F2, ..., Fn, ..., определенных на вероятностном поле { Ω, F, Р}, удовлетворяющих условиям:1. 2 P(Fn) = ∞.

п= 12. Для любого положительного целого числа h существует цело­численная функция H(m)>h такая, что для каждого k>H(m) и zz≥A су­ществуют ненулевые условные вероятности Р {Fk ∣ Fn ... Fm} и имеет место неравенство
P(Fjk∣^ ... Fm)½csP(Fk),где константа с3 зависит только от А и функции Н(т). Дополнение собы­тия Fk обозначаем Fk.3. Существуют две константы c4>0 и c6>0, такие, что каждому событию Fj соответствует множество событий { Fjl, Fh, ..., Fis} из после­довательности { Fk } таких, что

s
∑ P(Fj, Fj)<ctP(F1).
ι=l

и, если k>j, но Fk не принадлежит множеству {FJ(, /=1, 2, ..., s }. то 
P(Fj, Fk) < C3P (Fj)-Р (Fk).В этих условиях Р { 1im sup Fk } = 1.Переходим непосредственно к доказательству теоремы 1.

А. Рассмотрим случай 7β(g)<oo. Пусть {tn} любая стремящаяся к бесконечности последовательность такая, что tn- zπ.1≤l. Согласно (7) из нее выбираем подпоследовательность { tn^ }. Введем события
4,={ξω>(-i)4*ψω}.  
i={ξ(⅛)-ξω>-⅛t-‰)~ Į.

1
)!■

Так как

Ck

где nk-1<n≤nk i
-{5(⅛>(-nxςψ(⅛..

I

) 11 _ 8 _
δ=1 1A + 2Aα, если

1

1 < a < 2,
— 2А β , если 0 < a< 2.

P< Tim sup2tκ 1 =lim lim1 J Л-> 00 Λ∏-> по H Į Ч
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то достаточно доказать, что Р | An > <ε при N достаточно большом, 
l n=NИз (7) следует, что при nk~1<n≤nk имеют место соотношения 

atr∙k-ι < _ < bf"k-ι*(4→) " л* *⅛-ι)  ’при любом a∈(0, 2), a≠l и (13)
tn > (14)

при 2 > α > 1.Суммируя неравенства, определяющие события Bπ k и Ап, и используя (13) и (14) для пересечения AnBrttk, получаем
1 1ξa.t)≈ξω-[ξ(⅛)-ςω]x-i)κ['∏*  ψω-2 (⅛t-u “]>

1M-n4∙{ψ(4J÷τg⅛}∙

к—1‘Сравнивая последнее неравенство с неравенством, определяющим событие 
Ckt получаем Ck>AaBπtkl если nk.1<n≤nk. Очевидно, что P{Bπk} = C0. Заметим, что события B„tk и Am независимы при m≤w. Следовательно,"⅛

p(ck)>pl ∑ 4,¾,*}-
l '>≡'⅛-1 + ι f

",-nΛ-ι

» 2 Н А.В.,к-АпВя,к ⅛ Λm∣ =

n-nfc ι+1 m"∖-1+ι

nk nk nk
- Σ/{»..I-ψ∙-χ ∑j-}>⅛>∣ ∑ 

n∙=Λfc~ι + 1 '1"∖-1 + 1 ⅛ !

ИЛИ
nk

И Σ Λo j≤ ⅛P(Ci).

n"nΛ-ι+1Используя леммы 3 и 4, получаем, что Р (Ck) < ∞. Поэтому Р | £ An | < ε, 
и с вероятностью I происходит только конечное число событий Fk. Следо­вательно, функция g(t)≈{- l)κra ψ(f) интегрально-верхняя.

Б. Рассмотрим случай Z(g)=∞. Достаточно рассматривать последова­тельность { tn }, удовлетворяющую условию (7). Доказательство состоит в проверке условий леммы 5.
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1. Сумма 2 -P(⅞) расходится в силу леммы 3.

k2. Вероятности Р (Fk ∣ Fh ... Fm) существуют для любого положитель­ного hum. Функцию Н (т) определим позже. Так как ξ(∕*)-ξ(Z m) не зависит oτξ(rzn), то
_з_

P(Fk∖Fh... Fm)>P∣ Fk, ξ,(tm)>-C ∣F*  ... Fm

1 3
≥ Р { ξto)-ξ to) > (- I)κ('*'  Ψ to)-(-1)“С ) } • 

p{ξ‰)>-∕m∙ |Г*  ... F„ J. .(15}
Второй множитель в произведении (15) равен

(16)
Оценим вероятность P(Fh ... Fm) снизу. В случае 0 < α < 1 процесс ξ(∕)<0, поэтому

> ∏ (1 “т АWч 2 WeχP {-βW ?to) Į) •
Для достаточно больших j имеет место неравенство 
поэтомуp{¾ ∏ (1 -⅛) > fį (1 +^r)-,> А > r-.. (17)

J=h у=йВ случае α>l, используя (7), имеем
Ψfc)-o-lΨto-ι)>Ψto) to' -'Λ) > to-⅛-ι)' Ψto)⅛τ 

Поэтому
p{Fh ... fm}½p(Fk) ■ ∏ p( ξto)-ξto-1)>to-⅛-t)vΨto) ⅛ j∕=Λ+1 • -Дальше рассуждая как и в случае 0 < a < 1, получаем, чтоP(F*  ... Fn)>-t~'. (18)
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Вероятностьjp{ ξ(⅛)-ξ(⅛) > (-l)x('7ψ(⅛)-(-l)κ J Į > C,P(Fk)

согласно лемме 4 больше
CtP(Fk), (19)если функцию H (m) выберем так, чтобы_з_

tm_________ 1 < G± Ψ (tk) q (t∣c)
а

‘кв случае 0 < α < 1 и з
в случае 1 <α<2.Тогда-из (15), (16), (17), (18) и (19) следует

P(Fk∖Fh ... Λ,)≥(l-ε)CβP(Fjk).3. Проверим условие 3. Заметим, что вероятность
Pr,k-P{Fn Fk } ≤ P∣ξ(rr)-ζ(⅛) >(- 1)×(∕* Ψ(∕,)-f∕ Ψ(⅛)) }∙-P(F*)∙ (20)
Рассмотрим те значения tr, &ля которых имеет место неравенство

i 1

√ >tk q('r)- (21)Отсюда
',*  ψw-⅛β ψ(⅛) >c ψ(f,)(ι -(⅛)*)χ tr-⅛)> ψ(∕r) (1 —Ay),

если 1 < a < 2, и по лемме 4 
Pr,k≤CuP(Fk)P(Fr). (22)В случае 0<a<l, используя (21), получаем

Ψ(М -√ Ψ(⅛) ≤ Č Ψ (t,) ≤ (tr-tk)τψ W (1 + Į-^-)и опять Λ,*≤C12P(Ft)∙P(Λ). (23)Теперь рассмотрим те tr. для которых не имеет места (21), т. е.
Č < 4<f,). (24)
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Через Qk обозначим множество таких tr. Оценим верхнюю границу числа элементов этого множества. Повторно применяя (7), получаем
⅜+⅛h<⅜÷τU <25>

j=k j-kТак как y<ln(l+x)<x при 0<x<l, то
г г

(r-k)a
Ч (tr) ’откуда при помощи леммы 2 и неравенства (24) получаем, что 

(г - к) ≤ C13 (lnln ∕λ)1+'. (26)Рассмотрим подмножество Q'k множества для которых Qk, состоящее из таких tr,

где

Из (27) следует, что

1 1√ >P'fca ,
1 <α<2,

(27)
≈p{j⅛i если 0<a< 1. (28)

2√ ψω-dψ(⅛>
>, еслиР =

1

при 1 < a < 2 больше 
и при 0 < a < 1 меньше

1 1√ ψ⅛)<(r,-ωβψω о-?-“) 1
aОтсюда вероятность Prtk меньше

CltP(Flc) exp { -В (a) u(a) q(t,) }, где uW-(l-exp{-⅛^))^∙
По лемме 2 B-1(a) lnln t< q(t), то _ M (g) X Λ.i≤Cl5∕>(ft) 2 (In 4) 2 ≤'re<⅛ ','O*

≤ CuP(J⅛) (lnto⅛)1+∙(ln⅛) 2 ≤MtP(F∣t).Пусть Qk подмножество тех tr, для которых
'β <9tka . 

гДля таких ιr имеем(г - к) < 2fl^l q (t∣l ρa) In p∙ ≤ С„ В-1 (a) Into ⅛.

(28')

(29)
(30)
(31)
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Из неравенства -у < log (1 + х) < х при 0 < х < 1 следует
1 + 2 Σ ^i(i})^ <ехр { 2 Σ 7⅛Γ } ≤ ∏ (1 +7⅛))* s

)=k J=k J=k< (1 + y^t < 1 + 2a<,∙-t> 
" ∖ q(tk) ∕ q (tk)Поэтому из (25) получаем'∙(1÷⅞feτH<'∙('+⅛a)-Пусть А константа. Вероятность Prtk представим в виде суммы n*=-p  {ξ ω>(- Dκ <: ψ ω (i + -⅛j⅛l)< ъ Į

Λ'.,t=p{ (-i)∙∙√ψ(∕t) (i +-¾^-)>ξ(α)>(-i)×∕JΨ⅛), Fr}.По лемме 4
P'r. k≤CltP (Fk) exp I - В (a) (1 + θ) }и из (31) следует, что сумма

(32)
и

2 P'r,k≤MtP(Fk).

,,*0'kВероятность P"ιfc не превосходитp{ ζω-ξ(⅛)>(-i)κ[√ ψw-⅛*  ψω (i +⅛⅛l)] рта- (зз)
Используя (32), получаем, что t∕ψω-√ψω (i—⅞¾d-) при 1 < а < 2 больше ± _± 1.± 

(tr-tky 2b tt(r-k) a А,а при 0 < α < 1 меньше
1 а—1

(tr-tk)a (r-k) a (Λ + 4θα→).Тогда из (3) и (33) следует, чтоP^fc≤C19exp { -Б(а) (r-k)A1 }∙P(Fk), где
а

A"~^l,

а
(A+iba-1fr,.

если 1 < а < 2,
если 0 < а < 1.Суммируя по всем treQk, получаем

Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР
2 P'r.k<MiP(Fk).

,,*s k Поступило в редакцию6. IV. 1965
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ATSITIKTINIŲ STABILIŲ PROCESŲ VIRŠUTINIŲ 
IR APATINIŲ FUNKCIJŲ KLAUSIMU. I

N. KALINAUSKAITĖ

(Reziumė)Sakysime, ξβ(r) yra atsitiktinis homogeninis stabilus procesas su parametrais 0<α<l, β=-1, a≠l. Tolydinę Ga klasės funkciją g (t) vadinsime viršutine, jei su tikimybe 1 aibė 
{ξa(t)>g(t)} aprėžta, ir apatine, jei ši aibė neaprėžta. Būtina ir pakankama sąlyga, kad funkcija g (t) būtų viršutinė (apatinė) yra integralo (5) konvergavimas (divergavimas). Kaip išvada gaunamas kartotinio logaritmo dėsnio analogas, kai 0<α<l.

ON THE UPPER AND LOWER FUNCTIONS 
FOR THE STABLE STOCHASTIC PROCESS

N. KALINAUSKAITĖ

(Summary)Let ξβ(∕) be the stable stochastio process with 0<α<2, a≠l, β=-1. The continuous function g(t) is said to be the upper (lower) function if with probability I the set 
{ t: ξα (t)>g(t) } is bounded (unbounded). Necessary and sufficient condition for the conti­nuous function g(t) satisfying the conditions a), if l<α<2, and b), if 0<α<l, to be the upper (lower) function is the convergence (divergence) of the integral (5).The law analoguous to the law of the iterated logarithm for the case 0<α<l is 
detected.




