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ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ
И СЕМИИНВАРИАНТОВ ЧИСЛА ВОССТАНОВЛЕНИЙ 

В СЛУЧАЕ ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА ВОССТАНОВЛЕНИЯВ. ЛЮТИКАСПусть {Ar(f), Г = 0, 1, 2, ...}—дискретный процесс восстановления типа F(x), т. е. X(t) Гравно максимальному значению и, для которого л ξ*≤r, где ξ1, ξ2, ξ3, ...—последовательность независимых неотрицатель- 
к—\ных одинаково распределенных случайных величин с общей функцией рас­пределения F(x), принимающих только целочисленные значения с вероят­ностями pk=P {ζi=k}, ι=l, 2, 3, ...В. Л. Смитом доказано (см. 1), что в случае абсолютно непрерывного распределения F(х), при условии M∣ξi∣m+z+1< ∞ семиинвариант m-того по­рядка случайной величины X(t) выражается формулойΓra(0=γm<+8ra+-^⅛∙,.
где γn, - рациональное выражение от μ1, μ2, ...» μm, (μi = Ml ξ,∙∣'),δm-рациональное выражение от μ1, μ2, ..., μm+1, λ(r)-λ(r-α) → О, когда t→∞ при любом a>0.Для решения подобной задачи в случае дискретного процесса восста­новления принципиальный путь, использованный В. Л. Смитом, неприменим, поэтому мы будем исходить из формулы производящей функции (см. 3) моментов m-того порядка числа восстановлений X(t)'.

Gm(z) = ∑ MX",(t)z,=
1=0

т-1

л=0(1-∑) [l-P(z)P* О)
где ∣z∣<l, P(z) = pk zk и а(пт)— постоянные, вычисляемые при помощи

⅛=ιрекуррентного соотношения ⅛"> = (п + 1) ⅛"- 0+(m - и) a⅛ °, когда aψ = 1, ap=l и ⅛7° = 0 для всех w≥m.
Лемма 1. Пусть Q(z)= Tkzk, где Tk= Рь тогда для ∣z|< 1

Λ=0 i>⅛+l

т

Gntf = ∑ (-1)'
У=о

(1 - z)m~j+1 Qm-J (z) • (2)
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Доказательство. Нетрудно проверить, что (1 — z) Q(z)≈ 1 — P(z).Тогда из (1) ⅛ Y(-0,cu,t(1-zv β,ω
ъ ω = --—7ι-⅜"÷-g-w------------ • (3)Группируя числитель по степеням (l-z)Q(z), непосредственно полу­чаем (2).Определим следующую последовательность вспомогательных функцийoω =∑τk(į <*-'-1>⅜→→-h÷⅞ z<j, (4)

k=J i=0где у = 0, 1, ..., m+ 1.Пусть M∣ξJj = μ,. Верна следующая
Лемма 2. Если μz+1<∞, то:

7+1 7+11) θ(1) = -(74i)Γ Σ sJl+l & u 0ω<1)=7ΓΓ Σ sJl+l где sJl+l “ 4wcjα
1=1 /=1

Стирлинга первого рода;
2) θ(l)-ry(z) = (l-z)r7+1(z).Доказательство.θd)=∑7⅛(∑

k=J i≈0

(fc-i-l) (k-i-2)- ∙ .(fc-∕-∕+l) (7-1)!
∞ k—J

--∏⅛ Σ r*(∑ (*-f-1> (fc-i-2)∙∙∙(*-i-√ + l)) =
k=J i=0

(5)
-⅛ ∑ *(fc-l)∙∙∙(*-7+l)Γt.

*=7Но Tk = pi. Вставляя последние в (5), после несложных элемен-
∕≡s≈Λ+l 7+1тарных преобразований получаем ry(l) = (y~+1ji ∑ *sJ+ι V⅛∙ 

ι=ι
ооТак как Q(z)= £ 7⅛ А то

к=0
j ∞ 7+1β°'(l) = ∑ ¾<', ( ∑ к> Tt) = 7⅛- ∑ S,l⅛1l⅛∙ 

1=1 к=1 1=1Из условия μ7∙+1 < ∞ следует существование конечных моментов μj, где s = 1, 2.................j + 1. Тогда из вышедоказанного следует r,∙(l) < оо.Последнее дает право на тождественные преобразования разности ry(l)-ri{z)t что легко приводит к ry(l) -r7∙(z) = (l-z) ry+1(z).
Лемма 3. Если μz+1 < ∞, то для любых целых положительных j, т и п 

существует соотношение

rJ (z) = rJ (1)(l-z)mβn(z) (l-z)w,μ" (6)+ ^mnj(z),
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где
Г j (1) rl (z) ∑ μ'1 β"→-' (z)-μ"rj+l (z) Rm πj = (1 -z)m~1 Qn (z) μ? ’Доказательство. Из условия μ∕+1<∞ следует rz(l)<oo. 

r J (z) _ r∕(l) R ( XПусть (l-z)m Qn (z) (1 -z)m μ« + KmnjОтсюда
rj (z) μ" - rj (i) Qn (z) r, U)μ7-r∕(l)μ7+r√(l)μ7-r∕(l)β,,(z) 

Emnj(Z)- (l-z)mQn(z)yn ~ (1 -2)"* Qn (z) μ?μ? [r; (z)-rj (1)] + rj (1) [μ1-β (z)] "∑θ μ’ Qn~'~i (z) (I-∙z)σ, Qn (z) μ?Но на основании леммы (2) имеем0ω-0(l) = (z-l)0+1(z)μι - Q (z) = r0 (1) - r0 U) = (1 - z) r1 (z).Подстановкой этих результатов в предыдущую формулу получаем (7). Пусть теперьaW-∑T*2* и rjl(z) = ∑ 7⅛(∑ <*-,~1> <fc~'}¾,∙ 2>) .
k=0 k=j ι=0Тогда верна следующая

Теорема 1. Если μm+ι<∞, то момент ти-того порядка числа восста­
новлений X (t)

MX"(∕)=γιm rm+γ2mr∙-1+ ∙ ∙ ∙ +γmm<+γm+ι,m+Λn('). (8)
где γim - рациональное выражение от μ1, μ≥, ...» μi, а

m m—J
¾,(0=∑ (-i)' ∑ c4-b⅛">(

y=0 л=0

______ _______ Г [Wm -J+ι,t (z)
j Qψ~j{z)zt+x 

μ∣=P<l

<fe) ,
где Wkt(z)-целая рациональная функция от

rιt(z), r2t(z), ..., rkt(z).Доказательство. Важность леммы (3) состоит в том, что она позволяет в разложении (6) получить остаток (7), который опять выражает­ся через сумму рациональных дробей, подобных’ (6).|Таким образом на основании леммы (3) можно последовательно продол­жать соответствующее разложение получаемых остатков.Для частного случая (6) имеем ! =__________ į__________ . (m-∕)nθ) . (1____________ Qm-J(z) (1 -z)m-∕+1 μ"*-> "r (1 -z)m~j μ"∙-J+l "r+ +(l-z)'n->-1μΓ^y+a ■ ^m-J+ι {z)
^r μ∙(m-J)Q"∙-J(z) ’где Wm-j+1 (z) - целая рациональная функция от (9)
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На основании леммы (2) ясно, что = писать в такой форме:______________ 1_______________= у (~1) L gw~yU) L=ι (1 - z)m~J+1 Qm~J (z) La k∖ (∖-z)m-J-b+' ^t^

. Тогда (9) можно за-
wm-j+Λz) 

μ*(m~S) Qm~J (z) 'Вставляем последнее в (2) и получаем
m m-J m-J / j\Jį f______!--------T*>Gm(z)=∑ HF ∑ Cjm-n ∑ ,⅛⅞⅛l

√=0 л=0 k=0
m m-J

+ Σ t“1)' Σ
j=0 л=0

(10)
Wm-J+l (Z) μ≡(">-Λ Qm-J (z)Так как MIffl(f) является коэффициентом при zt в разложении Gm(z), то из (10) следует

МГ”(Г)= ∑ (-l)>{∑ c>m.n ttf> ∑
7=0 π=0 Λ=0

1 1(fe)
. Qm~j(z) Jz=l

(Г + 1) (г + 2) • • - (t + m-j-k) 
(m-j-k)∖ 1÷ (H)

+ Σ ( l)y Σ &т-п { μ≡(m-∕)∕i 
7=0 л=0 1

Γ^w-7+1(z)1(O )Į QmS(z) Jz=o J ’Но из определения Qt(z) и FKm-y+ltf (z) следует, что
∕ Ψm-j+1(z) ∖ω _ (Wm-j+1,t(zWQ
∖ Qm~Hz) )z=o ∖ Qγ-i(z) /2=0 * Вставляя (12) в (11), получаем

m m-J m-J
MM<>-∑<-'>' ∑ c<...<->∑ ⅛⅛⅛-E,-

7=0 л=0 fc=0. (Г+1) (Г + 2) • . • (t + m-j-k) 1
(m-j-k)∖ J "t^

÷ ∑ (- »- X ⅛-. ⅛-> { i⅛ [⅞⅛⅛at.
7=0 л=0 u f -и υ

(12)

Разлагая первую сумму по степеням t и применяя формулу Коши для вы­числения производной, получаем (8).Теперь важно получить оценку остатка Rm(t).Пусть нами изучается непериодический процесс восстановления. Послед­нее условие в терминах функции P(z) равносильно требованию
P{zen, n)≠P(z), ∣z∣≤l,для всех взаимно простых чисел w≥l и τι≥2. Но (13) равносильно

Q{eιa)≠O.

(13)
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Теорема 2. Если в случае непериодического процесса восстановления 

μm+∕+1<∞, где т>0 и l≥0, тогда= (14)Доказательство. Теорему докажем методом А. О. Гельфонда [2].Так как Q(z) = ∑ Tkzk, где Tk = ∑ pi>Q, то все нули полинома Qt(z) 
k=0 ∕≡sΛ+lнаходятся в области ∣z∣≥ 1 + ^∙ • В силу (13) условия непериодичности про­цесса восстановления Q(eicι)≠0, поэтому Qt(z) в круге ∣z∣≤l при любом t в нуль не обращается. Тогда в интеграле∕ o^,~∕(z) z^+1 К0НТУР И = Р < 1 можно [заменить на ∣ z | = 1.

k∣=p<ι g' z zПроведем s-кратное интегрирование по частям
Wm-j+lt t (z) dz = (∕-j)! Г ∕ Wm-j+1, t (z) ∖ωβ β7,->(z)z,+1 f! J ∖ Q",-J (z) /

t lrl=l ' r '

dz 
z*-*+ι (15)

где в качестве s выбираем такое число, для которого удается эффективно оценить подинтегральную функцию.Так как IFjn-√+1, t (z) - целая рациональная функция от'∙ι>(z). ra(z)..............rm-7+ι.,(z),то ∕^-y+ι,r(z)∖ω _ fσw-7+1,,(z) ,1 fi.∖ Qlp~Hz) ) Qγ-J+*(z) ’ uψгде Um.j+ltt(z)-целая рациональная функция от производных rjp(z), где ι = 0, 1, 2, ..., s, а √=0, 1, 2, ..., m—7+1. Применяя (15) и (16) к ре­зультатам теоремы (1), находим
m m—j

‰ω-∑ (-i)j ∑c'm-, ⅛,>j

√=0 л=0 1

НИ f Um-J+ι,t(z) . dz 1 2πι μ≡("*-Z)(∕)! J Qψ~i+s (z) z'→+1 f
∣z∣ = l t

(t-s)∖ y j Γ Um-J+ι,t(z)
11 Zj "y J Qm-J+s(z)

J=0 ∣∑∣ = 1 t

dz 
2t-S + l

(17)
где Amj(J=0, 1, 2, ..., m) — постоянные, равномерно ограниченные отно­сительно t.Нетрудно заметить, что в силу леммы (2) равномерная ограниченность интеграла f Um+ι,t{z)∣2i'-. β"+,<z> dz 

zt-s+ι (18)
относительно t и z влечет за собой равномерную ограниченность относи­тельно тех же параметров и остальных интегралов из (17). Поэтому нам достаточно установить условия равномерной ограниченности толко (18) ин­теграла.
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Пусть s = l. Тогда Um+ltt(z) представляет собой целую рациональную функцию от rjp (z), где j = 0, 1,2, . . ., m + 1, a i = 0, 1,2, . . ., I.∞Условие μra+∕+ι < ∞ эквивалентно сходимости ряда km+l Tk∙ Поэтому вJt=Oсилу леммы (2)l‰rW∣≤c1 при ∣z∣≤l, ι = 0,l.................Z-1, (19)где ^-постоянное, независящее от t и z.Но, также в силу леммы (2), равномерная ограниченностьгде i=0, 1, 2, ..., Z— 1, относительно t и z, влечет за собой равномерную ограниченность всех r}∙P(z), где z = 0, 1, 2..............Z, а y = 0, 1, ..., m.Таким образом∣⅛0(z)∣≤c1, ι = 0, 1, 2, ..., Z; y = 0, 1, 2..............m. (20)
0Ряд Q (z) = Tk zk сходится абсолютно в круге ∣ z ∣ ≤ 1, поэтому мы всегдаfc=0сможем указать такое r0, чтоinf I Qt (z) I ≥ c3 для t ≥ t0, где c8 постоянное, независящее от t и z.7∣≤1 Последний вывод, а также (19) и (20) позволяет из (18) получить

f Um+ι,t{z)dz 
zt~ι+1

— СА f ,mf+l, t (z) ’ μ∣ = ι dz 
zt-∣+ι + c5, (21)

где ci и c5 — постоянные, независящие от t и z.Формально применяя результаты А. О. Гельфонда (см. 2) для оценки интеграла в правой части (21) равенства, получаем
f ‰,(z)∙^⅜r=O(M∙ (22)

1*1-1Из (19) и (20) ясно, что все интегралы кроме (21) в сумме (17) равно­мерно ограничены относительно t и z. Таким образом окончательно
= . (23)На основании теорем (1) и (2) получаем следующее общее

Следствие. Если μm+∕+1<∞, где m>0πZ≥0, то в случае непериоди­ческого процесса восстановления момент m-того порядка числа восстанов­ления M<Y*,(0 = γim*m+γ2m*m^1+ ∙ β ∙ +γmm* + γ<m+l)m + 0 (^г) » (24)
где γim(ι=l, 2, ..., m +1)—рациональные выражения от μ1, μ2, ..., μf. Вычисление конкретных] моментов осуществляется путем, аналогичным доказательству теорем (1) и (2).
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Теорема 3. Если μm+∕+1<∞, где т> 0 и l^≥ 0, то в случае непериоди­

ческого процесса восстановления семиинвариант т-того порядка числа вос­
становления Γm(r) = γmω + δm + θ(-1^-) , (25)
где γm — рациональное выражение от μ1. и, . 

8m — рациональное выражение от μ1, μ2, . • • μm» а• •» μm+ι∙Доказательство. Основой доказательства вышеизложенной теоремы мы возмем любопытное комбинаторное тождество, доказанное В. Л. Смитом (см. 1) при вычислении семиинвариантов в случае непрерывного процесса восстановления.Пусть расчлененное число
S≡(P∖∖ ⅛, ...⅛) (26)существует, если его степень d не меньше его веса и>, где под степенью понимается сумма d= r1 + r2 + , ∙ ∙ + rk, а под весом — сумма w = 1 ∙ r1 + + 2∙r2+ , ∙ ∙ + k∙rk. Определим для такого числа коэффициент:Λ(S) = (27)

(28)
Пусть существует набор чисел (26) типа S9llS92,∙∙∙ S9™, если существует каждое из чисел Si (i= 1, 2, ..., т).Определим для такого набора коэффициентn∕ς*. . . ς¾wx = (-l)g~1⅛-l)! M(S1)]*∙ ∙ ∙[Λ(Sw)]gm ' 1 m ' 01! ?2! ∙ ∙ ∙0m! ’где 0 = 01+ ∙ ∙ ∙ +qm.Тогда верно следующее соотношение:∑*B(S*S*-∙∙∙⅛)=0,

где суммирование проводится по всем существующим наборам Si(z=l, 2, ..., га), степень которых d, вес w и J>w+1.Мы покажем, что непосредственное алгебраическое вычисление семиин­вариантов приводит нас к закономерностям, которые позволяют формально воспользоваться (29) тождеством В. Л. Смита.Известно следующее соотношение между моментами и семиинвариантами случайной величины:

(29) чисел

Γw(Q
ml

Σ
d1+dt+∙∙+ds=d 

mldι-i----- ∖-m5ds=m

(-l)tf-ι (J-1)! <∕1! ⅛!∙ ∙ -⅛! π(⅛κ, (30)n
где dv и га., —положительны.Пусть, соответственно (24),MΓ>(l) = γ1,vΛ+⅛Λ^l+ ∙ ∙ ∙ +YMv„/+Tm<+1,w< + Ot,⅛∖-) •

6. Lietuvos matematikos rinkinys
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Тогда из (30)Γm(0 = ∞! ∑ { 2d=l l dl+...+ds=d
m1dl-i-----^msds= m (31)× (γunv tm∙,+γsβ, 'm'"1+ ∙ ∙ ∙ +τχ,mv <+γm,+ι,mv),ςj }+ о (⅛i).

Отсюда коэффициент при Г в (31)
¼=m! 2 { (-lH-(rf~l)! χ(ot11∕1 (ma!)di ∙ ∙ ∙ (ms↑)ds

"∏(
= гНо из (11) находим, что

my,~J

k≈0

[ ΣL'∙+∙∙∙+⅛,-r*__________________ п f—lω
⅛! ⅛∣ ∙ ∙ ∙ 6nv-√! H L Q(z) Jz=l

o=l

kl (33)
где Smyι-j-k+ι-числа Стирлинга первого рода. Но так как являет­ся суммой наборов от r1(l), r2(l), ..., rl∙υ(l) типа (26), то Nrt соответственно доказательству В. Л. Смита (см. 1), является суммой коэффициентов типа (28). Поэтому при г = 2, 3, ..., m Nr = 0, ибо при этих значениях г испол­няется условие d> w + 1. Таким образом Γm (t) = N11 + No + О руг), что соответствует (25).Конкретное вычисление N1 и No возможно при помощи (32) и (33).Пользуюсь случаем выразить искреннюю благодарность канд. физ. мат. наук В. Статулявичюсу и канд. физ. мат. наук А. Аляшкявичене за ценные советы по поводу данной статьи.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 6.VI.1965
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ATSTATYMŲ SKAIČIAUS MOMENTŲ IR SEMΠNVARIANTU SKAIČIAVIMAS 

DISKRETINIO ATSTATYMO PROCESO ATVEJU
V. LIUTIKAS

(Reziumė)Remiantis autoriaus sukonstruota atstatymų skaičiaus momentų generuojančia funkcija nurodytas būdas atstatymų skaičiaus momentams ir semiinvariantams apskaičiuoti.
DDE RECHNUNG DER MOMENTE

UND DER KOMULANTEN DES ZAHLES DER WIEDERSTELLUNGEN 
IM FALLE DES DISKRETEN WIEDERSTELLUNGPROZESSESW. LIUTIKAS

(Zusammenfassung)Mit Hilfe der erzeugenden Funktion der Momenten des Zahles der Wiederstellungen wird man die Formeln der Momente und der Komulanten des Zahles der Wiederstellungen abgeleitet.




