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ВВЕДЕНИЕБ. Л. Лаптев ввел понятие пространства опорных элементов V(„P}N, являющегося локальным топологическим произведением дифференцируемого многообразия Vn и пространства значений дифференциального-геометрического объекта (опорного объекта класса р). Точка пространства V(p)N называется опорным элементом. Частным случаем таких пространств является про­странство тензорных опорных элементов [13], которое является естествен­ным обобщением пространств Финслера, Картана, Бервальда, пространств Х-протяжений Дугласа и др. В работах Б. Л. Лаптева [13], [15], [16] постро­ена операция ковариантнрго дифференцирования в пространстве тензорных опорных элементов. Операции ковариантного дифференцирования соответ­ствует аффинная связность (Г, С). Б. Л. Лаптев построил теорию кривизны связности (Г, С) и соответствующую ей теорию инвариантов. Кроме того, он построил операцию дифференцирования Ли в общем пространстве опорных элементов. Для частных случаев пространств опорных элементов понятие инвариантного дифференциала введено в работах [2], [3] и [4], а для общего случая - в работе [5].Первая глава этой статьи посвящена теории связностей и инвариантным операциям на дифференцируемом многообразии. Результаты § 1-6 имеют реферативный характер, но излагаются методом Г. Ф. Лаптева. В § 7 постро­ена операция неголономного дифференцирования Ли, причем схема построе­ния этой операции отличается от схемы, предложенной Л. Е. Евтушиком [6]. Следует заметить, что теория тензорных связностей (§ 3) методом Г. Ф. Лаптева излагается впервые.Во второй главе пространство тензорных опорных элементов рас­сматривается как пространство представления нормальной псевдогруппы.
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Рассмотрены линейные связности пространства линейных элементов, почти комплексные структуры в пространстве линейных элементов, различные линейные связности в пространстве тензорных опорных элементов, картано- вые тензоры кривизны линейной тензорной связности. Кроме того, методом Г. Ф. Лаптева рассмотрены частные случаи пространств тензорных опорных элементов, т. е. пространство путей и пространство Х-протяжений.Третья глава посвящена общим вопросам пространств опорных элемен­тов, в частности, дается новая схема построения неголономного дифферен­цирования Ли, а также вертикального неголономного дифференцирова­ния Ли.Четвертая глава посвящена теории различных связностей пространства опорных элементов.Часть результатов этой статьи была доложена автором на Второй При­балтийской геометрической конференции по вопросам дифференциальной гео­метрии (Тарту, 1965 г.).

ГЛАВА ПЕРВАЯ

СВЯЗНОСТИ И ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАЦИИ НА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОМ 
МНОГООБРАЗИИ§ 1. Нормальная псевдогруппа и контравариантное касательное составное многообразие высшего порядкаРассмотрим «-мерное дифференцируемое многообразие Vn, локальные координаты x1, x2, ..., хп которого являются независимыми первыми ин­тегралами вполне интегрируемой системы линейно независимых пфаффовых форм ω1, ..., ω", имеющих следующую структуру:Dω' = [ω∖ ω*]  (1.1)

(i, j, Ar=l, 2, ..., «; α, β, γ=l, 2, ..., N∖ Z, J, ∕C=1, 2, ..., M).Допустимые преобразования локальных координат дифференцируемого мно­гообразия Vπ определяют псевдогруппу G: xi' = xi'(xi) всех возможных анали­тических точечных преобразований в «-мерном координатном пространстве Rn. Эти преобразования являются решением вполне интегрируемой системы ωz = ω', где ω' =δfω', а х' (соответственно x,') — первые интегралы системы ω' = 0 (соответственно ω'' = 0). Пусть G(m} нормальная расслоенная псевдо­группа, определенная инвариантными формами ω', ωξ . (я= 1, 2, ..., m), псевдогруппы G. Псевдогруппа <7(,п) является нормальным «7-кратным про­должением группы G. Формы c∣√ . имеют следующую структуру [18]:
Z)ω'

Ji
■ = У ~ΓΓ~ ^√Γ lωJc∙ •» ω∙ + ω∙
ja jLλ Λ∙!(a→)! l (j ... Js, Jsι-↑ ∙∙Jjk l ji

S- 1

(а = 1, 2, . .., m).

(1.2)
Все пфаффовые формы предполагаются симметричными по любой паре нижних индексов. Конечные преобразования нормальной расслоенной псевдогруппы G(w) являются решениями вполне интегрируемой системы:ω' -■ ω', ω! = ω'., . . ., ω' . = ωi.

Л « ’■*»•••  Jl,l Ji ... jtn
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Пфаффовые формы j :Θ' i =ω! a i i 
jl ■“ ja 71 • • 7β∣ω∕=oявляются инвариантными формами дифференциальной группы D<m∙ п) порядка Кл + ти\ I

п / 1 i • Дифференциальная группа Z)t"'∙л)является фундаментальной группой контравариантного касательного про­странства Tmπ порядка т дифференцируемого многообразия Vn (dim Tmπ = nm), а ее структурные уравнения имеют вид:
а■ Ja= Σ 5!(α-j)! P⅞1 ∙∙ Js, ¾+1 ∙..7β)J∙ 

5= 1Конечные преобразования первой параметрической группы, группы Dfjn∙ п) опре­деляются вполне интегрируемой системойΘλ...4 = ⅛...4
(а = 1, 2, ..т)

(α=l, 2, т)

(1-3)

и имеют вид
4 -ja=a'∙ ∑ ⅛ 4,

s= 1× Qλ ∙∙∙ J<hгде Cjl.,.ja (a=l, 2, ..., т) константы интегрирования и det∣∣Λj∣∣≠O, det∣∣CJ ∣∣≠O. Тождественное преобразование группы Z>0n∙ я) соответствует следующим значениям этих констант:
Q1 • • ∙ ja = ⅛... yfl>где δj1 ...7fl - символы Кронекера (при а> 1 все равны нулю).Представление группы Z)°7,∙ л) в пространстве Tmn имеют вид [11]:

Sw'=β! ∑ 1 4 1

••• k5 ∑ a1! .

(βι+ ... +αj=α)

∙^'al+ ... +βj-j + l *"  Лр
(1.4)

ly, ■" js Σ fl1! . . . aj!
5=1 (βι+ ... +af = a)где x(e) f - координаты точек пространства Tmn (в рассматривать как дифференциалы переменных xii 

x^i = daxi). Представление той же группы в пространстве реперов ковари­антного касательного пространства W(ntt л), где dim W^n,ι л)можно определить вполне интегрируемой системой [19]:
а

• ia~ ∑ s!(a-s)! θ(Λ∙∙∙4 js + ι ∙∙ iai'
5=1где ∙{Ey1, ..., Ez∙, ... jm} — репер пространства л)> соответствующего точке 

(xi) дифференцируемого многообразия Vn, и векторы E,1 ...,a по всем индексам симметричны. Общее решение системы (1.6) имеет
‘ ... >, Σ(β1+ ... +βj = a)

..., Λ½, (1.5)частности, x(fl) i можнот. е. можно положить
/т + п \= ( П )-*•

¾.. (1.6)
видЕ>. ■■■ Λ,=al Σ 7Г

5=1

XAUi..Jat

√ι ■ ■

A‘s• ∙ ∙ %+...+«,-l+ι ... ∕α), (1.7)
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где A∙l j (а = 1, 2, ..т) первые интегралы системы ΘJ1, ...ja = 0 и ell ... 
(а= 1, 2, .. т) - векторные константы интегрирования.Если Xii""'a (α=l, 2, .... ди)- базисные операторы алгебры Ли £)(»'.«) группы D(m' n∖ соответствующие инвариантным формам ΘJ1, Θj1...j,w группы Db", n∖ то структурные уравнения Маурера - Ли этой алгебры имеют вид [11]: (A,', X', ■ ib) = (a + b~ 1 ) χ''" '<∙,λ ⅛ >S⅛,-

Так как группа D(n,‘ л) имеет подгруппы D(a’п) (a=l, 2, т - 1) и
p(l, n)⊂ £)(2, ∏)⊂ ⊂ p(m-l, n)⊂ p(m, л),а уравнения

A,il... ⅛ = δ!∙1 ... (c=l, 2, ..., d<m)определяют нормальный делитель 2U"'ι л) в Z>tm∙ л), то
ЭД(т, λ)-3<J[0h. π)-3 zj¾<",∙ л).

Независимые первые интегралы χit A,jl _ ja (α=l, 2, ..., т) вполне интегрируемой системы форм ω' и ωj1... 7 (α = 1, 2, ..., т) могут рассматри-
/ п + т \ваться как локальные координаты в и ( I - мерном дифференцируе­мом многообразии Wz(,,,t л) (Ил), которое называется контравариантным каса­тельным составным многообразием порядка т в смысле В. В. Вагнера и является частным случаем расслоенного пространства (см. [21]). Говорят, что на многообразии Vn определено поле дифференциально-геометрического объекта класса p≤w, если в каждом касательном пространстве Tmn с фундаментальной группой Dbπ∙ л) задан такой дифференциально-геометрический объект, что стационарная подгруппа 33, соответствующего представления группы Dbn∙ л), на множестве его значений удовлетворяет условиям:

С точки зрения общей теории метода продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева [17], [18], [19], на многообразие 1У(л/> л) (Ил) можно смотреть как на про­странство представления нормальной расслоенной псевдогруппы Gi",λ Таким образом, уравнения (1.1) и (1.2) являются структурными уравнениями про­странства W(m n)(Vn), и система дифференциальных уравнений поля 7V-ком­понентного дифференциально-геометрического объекта у*  класса р, опреде­ленного на Vn, имеет вид:
Р

dy*+  ∑ У™' ' ' Cr)ωIι l" = )⅛ωll, 
a=l a

(1.9)
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причем функции у™' 'a и их частные производные удовлетворяют усло­виям (как эго следует из (1.8)):
<V"' ∙⅛-⅜^' " lky↑i' ■'» =

§ 2. Линейная дифференциально-геометрическая связность высшего порядкаРассмотрим преобразование слоевых форм ωjι j (а = 1, 2, . . ., т) про­странства ‰n)(Kπ)ι
*** / i . piω>. ... ⅞-1 = ω'> ... Λ7-l+ 1 *h i ∙∙. ¼.-1 ω*>  Гш.... ∕β-1ι = θ∙ (I.H)Эти новые формы удовлетворяют структурным уравнениям [19]:

Dωi=[ωk, ⅛] + ∕‰[ω*,  ω*],
*>⅜ ■ • ∙ Ja j! (я — s)! [ω(Λ ....

5=1

v ¾+1∙. ⅛J+[δγ⅛....⅛ ω*]-
V г*Zj s!(α-s)! 1^∣θ*.∙∙  
v= 1

∕j∣ri)>,+,.. V*[ ω'. <■>’]. (1.12)где
и Λi,=∣ (U,-Γ⅛)

2 j!(o-j)! (ω<Λ ∙Ar∣*M s+1...√α>∕

5=1-Γjo, ...7sω)s+ι...y,) τηl / /
-j /;> ... Ja ωk-<⅛l ... jaк- (1.13)Система форм ω,' и ∆Γ‰ ...y∙fl {а--= 1, 2, ..., т) вполне интегрируема иее первые интегралы определяют расслоенное многообразие объекта линей­ной дифференциально-геометрической связности порядка т. Вложенное в него многообразие, определяемое системой дифференциальных уравнений∆Γi7l...yfl=ΓUyι...7flω^, (1.14)является контравариантным касательным составным многообразием И^(,„г 

(Vn) с линейной связностью, базисным пространством которого является исходное дифференцируемое многообразие И,г Дифференциально-геометри­ческий объект Γ'kjl...j (α=l, 2, ..., т) называется объектом линейной дифференциально-геометрической связности порядка т дифференцируемого многообразия У„ (см. [12]). Структурные уравнения дифференцируемого многообразия с линейной дифференциально-геометрической связностью по­рядка т можно представить в виде:
Dωi- [ωfc, ω(] = Λ⅛∕[ωfc, ω,], [ω<,, ω,], (115)
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где

16)

Величины R,ji...japu (α=l, 2, .т) образуют дифференциально-геометри­ческий объект, который называется объектом кривизны пространства Vn с рассматриваемой связностью. Г. Ф. Лаптев указал способ определения таких пространств при помощи канонизации репера (в специальном репере роль форм ΔΓ⅛1 ...ja играют формы ω,kjl ...ja)∙Неголономная ковариантная производная дифференциально-геометри­ческого объекта ул относительно дифференциально-геометрической связности высшего порядка имеет вид
г ДV*y=ΛΖ+∑  (1.17)

*f Предполагается, что система (1.18) вполне интегрируема по модулю форм ωk.

а= 1Дифференциально-геометрический объект (класса р) Ωα, компоненты которого являются кососимметрическими формами, определенными на диф­ференцируемом многообразии, можно определить при помощи системы объектов yf1 ... i (s<n): Ωa=¾aι... 1∙s [ω,'ι ... ω* s].Система дифференциальных уравнений такого типа дифференциально-ге­ометрического объекта имеет вид+)
P s

dy'. ..z,+ ∑ •••*„-  ∑ ∕,...*...∕,  <->⅛=,y⅛ ...∣s, *ω*,  (1.18)
a=l i 6=1где 9=0. afcl ... kn

⅞l ... √ = 0,aКососимметрическую часть дифференциально-геометрического объекта
... is естественно назвать неголономным внешним ковариантным диф­ференциалом исходного поля. Этот объект имеет видVΩa = ξ∕[)tyΓ1... ∣j[ω*ω' ι ... ω'5]. (1.19)

§ 3. Тензорные связностиХорошо известно, что при помощи аффинной связности (линейной векторной связности) можно определить ковариантное дифференцирование любых тензорных полей, т. е. к произвольной линейной векторной связ­ности, определенной пфаффовыми формами ωz, ωj (ωj = ω}+Γiz∙ω*),  ассоци­ируется специальная линейная тензорная связность. Эта связность опре­деляется формами
я

Р
+ ∑ δΛ ∙ ∙ ∙ δ∕z⅜ 

i q
(1.20)
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а= 1

или
¾' v∙ ■ '>--∑⅞ ■■■ ¾*  ... ¾⅛ • • • «><+

+ Σ^ ••• зм;; ...¾... ¾ω'<.+ ι- γ∙ ∙..Vλ∙ 
а— 1

(1.21)где
... 8? ... 8¾⅛ ... δ⅛Γ^ +

а= 1

+ Σ¾' ••• ¾⅛ ••• 8',a ... 8⅛I⅛ (1.22)

•) Тензорные связности рассматривались в работах С. Токари, Г. Томбу, Е. Бомпиани, А. Коссу, Μ. Кухаржевского и др.

Формы линейной тензорной связности имеют следующую структуру:
, к. ... * ... 11 ... / .','1∙. ⅛, л √

где ... ⅛w[ωt, ω<], (1.23)
^.∙.∙.∙^.∙.∙.∙^=-Σ⅛ •

а = 1 .. ^ ... 8J<⅛ ... 8⅛∕⅛t,+
Р

+ ∑... sw,;

1 q a= 1

... 8Jo ... δ⅛⅛. (I∙24)
Из (1.13) и (1.20) следует, что

v^,→→-∑^∙∙

а= 1 . 8J“ ... 8s.l>8',' ... δ⅛ ω! t +
j4 р a

Р+ 2 8>1,' ... 8>⅛ ... δjo . .. 8⅛ω⅛ = Γ!,.. - V", ∙ ip, ω^, ⅛ lk lιk∣, ... ιqι, ... lp (I∙25)где pj1 ... i б ... i _ _ У
lhkjl ..qiqti ..ptp~ ••

а= 1 . s;« ... δ⅛⅜ ... 8⅛ri,4+j,<7 Р a

(1-26)
Дифференциально-геометрический объект, компоненты которого явля­ются решениями системы (1.25), называется объектом линейной тензорной связности. В общем случае компоненты этого объекта не выражаются через компоненты объекта линейной векторной связности (аффинной связности)* }.Если задан произвольный объект линейной тензорной связности (р + ę-той валентности), то из компонент этого объекта можно построить компоненты аффинной связности не единственным образом. Так как компоненты объекта 
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линейной тензорной связности являются решениями системы (1.25), то систе­ма величин (при фиксированном а) ■ ⅛ j>-g+l___ 8'frs,,

'г {p-4}n" + 4
\ (1-27)(β=l. 2..............q)образует объект аффинной связности, ибо в силу (1.25) и свойств символов

(а)Кронекера, мы получаем vΓ⅛ — c∣⅛ ≡0(mod ω*').  Очевидно, что полученные формулы справедливы при p≠q. Другую серию объектов аффинной связности можно определить при помощи формул:
г-_______
Д'* “ пр + Я 1
(fl)

p,v1 ... sqtl ... ta^1ita + 1 ... tp 
ksl ... Sqh ... ,a .lJta + 1 ... tp p+q-\__ u f*  ■ sqh ∙∙ tp 

(p-q)∏P+<∣ j ksl ... sqtl ... tp(α= I, 2, . . ., p≠q).

(1.28)
При 7 = 0 и р = 2 эти две аффинные связности, определенные равенством (1.28), получил Μ. Кухаржевский ([29], формулы (6.7) и (6.8)). Аффинные связности из компонент линейной тензорной связности можно построить и другими способами, которые, в общем случае, дают различные связности. Например, величиныJ_ pil ... sqll ... tp~li_______£_____ δ∕ps1 ... 5qtl ... tp-i'p

pnq ksl ... sqj∣1 ... tp-l p(p-q)nt∣ + 1 j ksl ... Sqtptl ... tp_.xтоже образуют объект аффинной связности. Аналогичным образом можно образовать и другие серии объектов аффинной связности.Тензор, определенный формулой (1.24), называется тензором кривизны линейной тензорной связности, присоединенной к аффинной связности. Для произвольной линейной тензорной связности этот тензор имеет вид p51 ... s I. ... I =9(Γ5' ∙ v, • ■ 'р - ^qkl ... к p∕1 ... I il ... I V /т OQ∖У. ■ ■ Jq∣ι ... tpsl z И Ил ... jqιl ... tp 1 [s∣∕l ... lqtl ... tp∖l t]jl ... jqkl ... kp>∙ Λ1∙zy^Легко проверить, что каждая система величинp(f∙1 ... ip)sl ... Sq p[∕1 ... Ip]j1 ... sq p∣∙l ... ip(sl ... sq)
k[ti ... tp]Jt ... jq, k(t ... tp)Jl ... jq, kt1 ... tp[Jl ... jqYp'ι ■■■ iplsi ... p(<ι ... ip)(s, ■■■ sq) p(i, ... i ) [s, ... л ]

1-kll ... tp(Jl ... jqr lkltl ... tp∏)l ...jq]' lk[tl ... tp](Jl ... jqy p[∕1 ... ip] [51 ... sql pin ... ∕pl(5l ... sq)
к (,∣ι ... tp) Ui ■ - ■ jqY k(tl ... tp) (√1 .. . √g] (1.30)образует объект линейной тензорной связности. Из структуры системы диф­ференциальных уравнений (1.25) следует, что разность двух произвольных объектов линейной тензорной связности образует тензор. Таким образом, беря разность любых двух объектов, входящих в систему (1.30), мы полу­чим тензор, присоединенный к исходному объекту линейной тензорной связности.
§ 4. Алгебраические структурыРассмотрим л-мерное алгебраически аналитическое многообразие 9Jln, т. е. аналитическое многообразие над действительной алгеброй Ar, базисные еди­ницы εa (fl=l, 2, ..., г) которой связаны структурными соотношениями (εa, ⅞) = Q⅛εc∙ (1-31)
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Если xi — локальные координаты многообразия 9Лл, то• (а)
x,= 2 x'ε°- (1-32)

а— 1
(1) (2) (г)Действительные числа xi, xi, . .., xi можно рассматривать как локаль­ные координаты точки лг-мерного вещественного аналитического многообразия 99?,л. В этом случае инвариантные формы нормальных расслоенных псев­догрупп, соответствующих многообразиям 9Лл и 9Л,л, связаны соотношениями

(с) (с)ω' = ω' εr, ω! . = ω'" . εr
21 • ■ ∙ Ja Jt - lu

(а = 1, 2, ..., л?; c∙=l, 2, .... г) (1.33)
(с) (с)и формы б/ и ωjι . имеют следующую структуру:

(с)
Dω' =

(а)
C‰[ω*,

(Л)
<41, (I.34)«•) f v- a↑ ω (</) (e) (d) )^,...4=cM∑ -.$■!(« —5)! [ω(√ι ■ ., ωi■ √ Λ÷

j+tωt∙ ⅛... 4∙ (1.35)

Очевидно, что инвариантные формы дифференциальной группы Z)<",∙гя) порядка 
т многообразия 9Ллг имеют следующую структуру:

(1-36)

Пусть Тп - векторное касательное пространство точки (x') многообразия 9Л„, а T,ιr — векторное касательное пространство соответствующей точки много­образия 9Ллг. Умножение вектора пространства Тп на элемейт алгебры Ar порождает линейное преобразование φ пространства Tnr. Совокупность всех таких преобразований φ образует алгебру с базисными преобразованиями φ.(с) Поле линейных преобразований φ на 9Ллг определяется тензорным полем φ^(∕, J=l, 2, ..., пг).
(с) Базисные линейные преобразования φ связаны соотношениями

(с)φoφ = C⅛φ, (1.37)
(е) (с) W)а локальные координаты базисных тензорных полей - соотношениями φtφf=<Xφ∫∙ (I-3*)

(е) (с) (<ОСистема тензорных полей φj⅛r, определенных на лг-мерном многообразии 9Ллг (с)и связанных соотношениями (1.38), называется почти алгебраической струк­турой на 9Ллг, порождаемой алгебраически-аналитической структурой многообразия 9Лл. Таким образом, многообразием с r-мерной почти алгебраи­ческой структурой называется вещественное лг-мерное ориентируемое много­образие класса C0o, на котором задано r-тензорных полей того же класса, удовлетворяющих соотношениям (1.38).
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§ 5. Двумерные алгебраические структурыЕсли г = 2, то хорошо известны следующие алгебры: алгебра комплексных чисел, алгебра двойных чисел и алгебра двойственных чисел.1. Почти комплексная структура. Если Л2 - алгебра комплексных чисел, то система тензоров φj состоит только из двух тензоров, причем 

(с)φ' = δj, а φ5 удовлетворяет соотношению (<pj≈φjp (I) (2) (2)φiφJr=-δJ∙ (1.39)Таким образом, многообразием с почти комплексной структурой называется вещественное четномерное дифференцируемое многообразие класса Сх, на котором определено тензорное поле, удовлетворяющее соотношению (1.39). Тензоры Схоутена для этой структуры имеют вид [1]:
O'A=J (¾8f-φjφf).*OJf = 4 (¾δf+φJ⅛). (1.41)Продолженная система дифференциальных уравнений тензора φ,j имеет вид

(1.40)

vφj=φ⅛ω∖V<⅛ - φL ^jk+φj <* ilk=ψj(kd ωt,∖∕τjJKL ~ 4>EK ωJL + ф/Е ωf L + <?JK ωEL ~ ωJKL + ф J ωEKL = У J KL Н ω∏ > ( T ∙ 4 2 )где
Φ√ [K∆∕y] = θ∙Тензор Нейенхейса почти комплексной структуры определяется ра­венствами (1.43)Nji=φ∕ (φ"∕ - φ½) - φ∕ (φ‰ - φfi) и его компоненты связаны следующими тождествами [1]:

Njh = Q, ^7∕ + Njj = 0,
*OjfN^b = 0, O^Njβ = Q. (1.44)Если на многообразии 9‰ задана аффинная связность без кручения и произвольный тензор a1jκ, то φ — связность (почти комплексная связность) этого многообразия определяется формулой Коссу [25]:Γjtf(φ) = ⅛r+ у { 0.JK — φr9j0sκ+ψ5Vχ-Φs}∙ (1-45)где I
Г о оVaγΦj = φiχ∙-9l^jk + У j ‰ (1.46) Оператор Татибана-Кото Φλs отображающий тензор T1! " ip в тензор 

ΦkTrJ ’ ,p , определяется равенством [33]:
я я

ΦrTl' lp = φaT,' ■ ip -У <oλ Tr' " ,p - У 'qa Tr' ■■ ,p + κ jl ... Ч Jl ... J a La s^j k1 Jt ... а ... j,, La τjn Jx ... а ... Jnκ~Ц У t a Ч i a 4a=I а =1

+ Σ rfijaTj. ..'.,H ... J - Σ <⅛-⅛)7,'∕ 'p∙

α=1 a= I

(1.47)А ... J,
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а неголономная производная Уокера - равенством [32]:
р

■ ■ 'Sq = 1 j N↑sT']ι ∙ 'SqA + 2 T'∙ ■ ■ ↑q - W°,s-

- Σt'j∖..Λ...jt <4∙ <l∙48)
a= 1где

h,jRs= — 2^ Nrsj+~2 φ⅛(φJ∏rsb~N%s(Pjb+ ∏bs<Pjr~ ∏br9js) (1.49)V7j', ... 'ιq=τ'1∖ ... 'jqA 1,iλ∙ Mnjk^N'jkλuλ.Если f — произвольное скалярное поле, т. е.
df=fÄtoA, (1.50)

Wκsf= 1 nhrs∕h (1-51)
J (W,κ Wκsf- Wrs Wlκf) = H1kksJa, (1.52)
HiκRS = j (Wtlκ NSsl - ~4 ^‰Λ"< , (1.53)и называется вторым тензором кручения.2. Почти двойная структура. Если А2 алгебра двойных чисел, то система тензоров φj состоит тоже из двух тензоров, причем первый совпа-

(с)дает с тензором Кронекера, а второй ψj удовлетворяет соотношениямΨκψj=8j. (1.54)Из дифференциальных уравнений, аналогичных уравнениям (1.42), сле­дует, что vΨ[jkj+ у (Ψj ωcκ~ Ψe ωLj) = 2^ (⅛J(KL) — Ψt(jλ)) ωz'и, в силу (1.54), имеемΨeVΨ[⅛+ 2 ωEκ~ "f ΨiψEωL∕= ~2 - Фес/а)) c°l∙Так как ω[7=ω^, то отсюда получаемΨe vΨ[jχ∙j ~ Ψκ vΨ[√E] ≡ θ (mod ωz∙).В силу того, что V (Ψ,eΨ[⅛) ≡ Ψe VΨ[⅛ (mod ωz^), величины Λ‰=2(ΨeΨ[⅛- ΨeΨ[jej) (1.55)образуют тензор Нейенхейса почти двойной структуры.3. Почти дуальные структуры. Эта структура получается в том слу­чае, когда А2 - алгебра дуальных чисел. Система тензоров состоит из двух тензоров - тензора Кронекера и тензора ^t1j, удовлетворяющего соотноше­ниям: Xf⅛ = O. (1.56)Можно проверить, что и для этой структуры тензор Нейенхейса опре­деляется такой же формулой.
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§ 6. Почти кватернионные структурыЭта структура определяется на дифференцируемом многообразии 4« измерений при помощи четырех тензорных полей δj, φj, ψj и компоненты которых связаны между собой соотношениями (δj - тензор Кронекера)#):φiφf=-¾. '½ψf=-¾, ¾^=-8', φjcψf = ¾ ψw = φj, zk∙Ψ√=φ'∙ Ψκ4>∕=-z5∙ XΛrΨ∕ = -φ5, Ψκx√ = -,Pz∙ (i∙57)Эту же структуру можно определить и при помощи двух почти ком­плексных структур φ∫ и ψj, связанных между собою соотношениямиΨκ + Ψj cPκ = θ∙ (I∙57)В этом случае тензор zi=φ)'Ψ^также определяет почти комплексную структуру, которая связана с осталь­ными двумя комплексными структурами соотношениями, аналогичными со­отношениям (I.57')∙

§ 7. Неголономное дифференцирование ЛиПонятие производной Ли для специальных дифференциально-геометри ческих объектов (тензоров и объектов связности) встречались уже в работах Схоутена и Ван Кампена, П. Дина, В. Слебодзинского и др. (1931 - 1933 г.), но общая трактовка этого понятия для любых полей дифференциально-гео­метрических объектов, определенных на дифференцируемом многообразии, дано в работах В. В. Вагнера [9], [12]. В этом параграфе излагаются общие свойства производных Ли в неголономном репере при помощи метода Г. Ф. Лаптева, причем предлагаемая схема построения теории дифференци­рования Ли отличается от той схемы, которую в 1960 г. предложил Л. Е. Евтушик [6].Рассмотрим следующие преобразования базисных форм:
ω' = ω'- viΘ, DΘ = 0, (1.58)где vl - векторное поле, дифференциальные уравнения которого имеют вид ∖7√ = ⅛ω*.  (1.59)Дифференцируя внешним образом уравнения (1.58), в силу (1.58) и (1.59) мы получим Z)ω' = [ω*,  c⅛],где ωj = ωj - vj Θ. (1.581)Последовательное продолжение системы (1.59) дает

dυi — V"*  —-- ------ (ωλ' vi —
Ji...Ja Δλ s∖(q-s)∖ 1 (Λ..J,‰1∙.Jβ)*
~⅛, ...⅛ω∙U ∙∙Λ,>^ + t,^4 ∙∙∙4*  = ⅛ ...∕β*ω*∙  (1∙59ι>

♦) В этом параграфе I, J, K=∖, 2, ..., 4/7.
2. Liet. Matematikos rinkinys VI, 2
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Дифференцируя внешним образом (I.581), мы получим, что внешний дифференциал Dωik имеет такую же структуру, как и Dωik, но только формы ωjt заменены формами ¾ а ω⅛ — новыми формами⅜ = ω⅛-⅛Θ. (I.582)Аналогичным образом получаем, что формы (1.58а)имеют такую же структуру как и ωj1...y∙α, т. е. преобразования (1.58а) сохраняют вид структурных уравнений (2).В. В. Вагнер доказал, что тождественное обращение в нуль производной Ли от данного дифференциально-геометрического объекта является необхо­димым и достаточным условием того, что данный дифференциально-геометри­ческий объект инвариантен относительно однопараметрической группы то­чечных преобразований в Vπ, определяемой векторным полем vi [9]. Таким образом, компоненты производной Ли данного дифференциально-геометри­ческого объекта характеризуют изменения его компонент, относительно пре­образований группы, порожденной векторным полем. Отсюда вытекает, что дифференциальные уравнения дифференциально-геометрического объекта бу­дут инвариантными относительно преобразования (1.58а) форм ωjl ...ja тогда и только тогда, когда производная Ли от рассматриваемого дифференциаль­но-геометрического объекта обращается в нуль (относительно данного вектор­ного поля). Если в системе дифференциальных уравнений (1.9) заменим формы 
ω'> ω√∖ ... ja формами ω', ω]t ... которые связаны с предыдущими равенства­ми (1.58) и (1.58а), то уравнения (1.9) примут новый вид и, в общем случае, появится новый коэффициент при 0:

dV> + ∑yΓ'-
о — 1

'a(y)ω∕l ... ia=y%ωk + DyaΘ,
V

(1.60)где b∕∙=j⅞o*
V

— y^l " ’ ,fl
а= 1

(1.61)
LСистему величин Dy*  естественно назвать неголономной производной Ли 
Vдифференциально-геометрического объекта уа относительно векторного поля (1.59), а процесс получения таких производных - неголономным дифференци­рованием Ли. Таким образом, метод Г. Ф. Лаптева [17], т. е. метод продол­жений и охватов, дает возможность очень простым способом строить про­изводные Ли от данных полей дифференциально-геометрических объектов (эта возможность впервые была замечена Л. Е. Евтушиком [6], но только он рассматривал дифференцирование Ли как ковариантное дифференцирование относительно специального дифференциально-геометрического объекта вдоль линий конгруэнции кривых данного векторного поля). Приведем доказатель­ство основных свойств неголономных производных Ли, некоторые из них для голономного случая доказаны В. В. Вагнером [12].
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1. В силу инвариантности дифференциальных уравнений (1.59) и (I.591) векторного поля vi относительно преобразований (1.58) и (1.58а), мы получаем

Dvl=Q.
V

(1.62)2. Если на дифференцируемом многообразии Vn определена система векторных полей vi (s=l, 2, ..., г):О)
dυi + vk ωlk = vlk ωk, (1.63)ω ω ω

то величины (Cs — некоторые константы):
vi = Csvi ω тоже образуют векторное поле и

где 
и

dvi + vk ω,k = vlkωk,

vik = Csvik 
ω

В силу (1.61), (1.66) и (1.66а), мы получаем
L L
Dya=Cs Dya.

(1.64)
(1.65)(1.66)

(I.66a)
(I∙67)

3. Коммутатором двух векторных полей дифференцируемого многообразия 
Vn, определенных уравнениямиv√ = ⅛ωfc, γ7z√ = ⅛ωfc,

11 2 2называется векторное поле «И = vk vik — vk v'k, (1.68)
12 12 2 1дифференциальные уравнения которого имеют вид:v√ = ⅛ωfc, (1.69)

12 12где 4 ≈v,⅛- vlv,∕k + ⅛v∣- vlk v}.
12 1 2 2 1 12 2 1Неголономная производная Ли векторного поля vi относительно вектор-

2ного поля vi имеет вид
1

L
D1vi = vikvk-υkvik. (1.70)

2 2 1 2 1Отсюда, в силу (1.68) и антисимметричности коммутатора следует, что(Z>1-символ неголономной производной Ли относительного векторного поля гИ): 1 
L l . .
D1vi = — D2vi = vi, (1-71)

2 1 12т. е. что коммутатор двух векторных полей vi и vi равняется неголономной i апроизводной Ли от второго векторного поля относительно первого.
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4. Если на дифференцируемом многообразии заданы три векторные поля
L

vi, vi и vi, то (в силу того, что Dlvi являются решениями той же системы, 
12 3 ' 2
ЧТО И Vi)'.

12 
h £А (= υ'κ vk - vk v,k.

12 3 12Аналогичным образом можно получить выражения:
L L

Dl(D23vi) = vikvk-vkvik
23 I 23 1

H
L L
D2(D3lvi) = vik vk-vkvik,

31 2 31 2где
. vi = vkv,k- vkv'k

ab ab baи
vk = vlv'∣k-vlv,Ik + v,kv,l--vlkv,l (at b=], 2, 3).
ab ab ba ab ba

(1.72)
(1.73)
(1.74)
(1∙75)
(1.76)Из ([.72) - (1.76) следует тождество Бианки для трех векторных полей:D1(D23√) + D2(D31^) + D3(Dlivf) = 0. (1.77)5. Дифференцируя внешним образом уравнения (1.60), в силу тождеств (1.10), мы получим[<⅛∙*-.  1’?ωi+ £ (¾.v", ■" '"J⅞ω', ... iιl + y'" ',,ωj, ... ,<jA). ωfc] +

+ [<∕(or)+ ∑ <⅛√, '"(o∕,)4...е]-о. (1.7«)
v а- 1 1Развертывая эти уравнения по лемме Картана (считая, что формы ω, и 0 линейно независимы), получим

^-∕7ωl + 2 (⅜>,,a'l ‘ ’ M⅛ ∕w + >,Γ, ‘ '"<⅞ ... fα*)  =
а 1 =j⅛ωz+Λ2Θ, (1.79)

L J*  L L
d(Dy*)  + У ⅞Xu* ' 'a (£tyß) ω* . = (Dy*) k ωk + ΛαΘ, (1.80)

а-l V ,""'a l'где .⅛ = J⅞∙Продолжение системы (1.9) дает
dy%-yfωlk + 2 (¾>,Γ*  “■ ... ιll + y7' " '"ωil ... ,βk)=ybω'∙ (1∙81) где y* k =yfk.
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Если к системе дифференциальных уравнений (1.81) применим преобра­зования (1.58) и (1.58а), то получим

dy%-yfωlk + ∑ (⅜>f'*  • ■ M<⅛ i +y* i' ’ 'rtω'ι .^) =
« -1 = ^ω,+ D(^)Θ, (I∙811)

Vгде
D(yk)=yk∣vl + yfv,k- 2 (⅞J>Γ1 ■“ M⅛ ... ∕β÷>,Γ, ' *α⅛ ... iak>∙ ('1∙82) 
t а— 1Так как левые части уравнений (1.79) и (I.811) одинаковы и формы ω' и Θ линейно независимы, то

Ук1 = Укь Ak = D(yfi. (1.83)
иЭти условия дают возможность из уравнений (1.58), (1.58а) и (1.79) исклю­чить формы ω*,  <⅛ ... f Θ и получить систем)7 дифференциальных уравне­ний (1.81) для дополнительных компонент ук продолженного дифференци­ально-геометрического объекта (j>a, yk).Дифференцируя соотношения (1.71), в силу (1.59), (1.∙591) и (Г.75), мы получим систему дифференциальных уравнений для компонент производ­ной Ли:

L IL L L
d(Dy*)  + У ¾7Γ, ■’ W3)ω' i = (Dya)k ωk, (Г.84)

V a=∖ V a Vгде
(Dy*)k=yfkvl+yfvlk- 2 (<⅞T∙'1 ■' 'rtT⅛ + T∙', ” 'avtl i *)∙ ∏∙85)

σ aа= 1Из формул (1.82) и (1.85) следует коммутативность операции неголономного дифференцирования Ли и операции продолжения системы дифференциальных уравнений дифференциально-геометрического объекта, т. е.
(Dyηk = D(yt). (1.86)

V' V6. Заменяя в уравнениях (1.84) формы ω' и ω' формами ωk и ωj мы получим выражение для второй производной Ли (коэффициент при 0):
L L L Д . L
D(Dy*)  = (Dy*) kvk- У ⅜>x', -,<'Dy* iv∙ (Г.87)
V С V _ V 1 ■ 1(1Очевидно, что Б’ = 0(Оу«). (1.88)

О VТаким образом, уравнения (1.79) и (1.80) можно переписать в следую­щем виде:
dy%-yt~ωlk + 2 (¾T-'1 ' 'flJ⅛<⅛ ∕w + t"λ ’ '"⅛ l∙rtJ =

a l
L

= ytlω, + (Dyl)<∙) (1.79')
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И

d(Dya) + ∑ ∂fty"' ' ' '°(Dy»)ū‘ l = (Dy°)kωk + (D2y°)Q, (I.801)
V . V a V V

α=lгде
L L L

D2ya = D(Dy*).
v v vПродолжение уравнений (I.80') дает:

d(Dy°)k-(Dy*)l⅛ + į (¾√* - + - 'o⅛)ω'ι , +
V v 1 v v aa= 1 i

+ ∑ -,' (Dy») ¾ ,. k = (Dy*) kl ω'+ (D*  ft) Θ (1.89)
□=t ’ °

И

d(D*y*) + ∑ (⅜tf', - ,-D*Dyr+∂9y* -■ '°D»y»)& , =
V , v v v βa≈ι

= (Dty*) k ωfc + (O3y*)  ©• (1-90)
V vМы получили алгоритм для получения неголономных производных Ли высшего порядка данного дифференциально-геометрического объекта. Для того, чтобы получить (с+1)-ую неголономную производную Ли дифферен­циально-геометрического объекта, нужно с раз частично продолжить (под этим понимается продолжение систем (1.60), (I.80'), (1.90) и т. д.) преобразованную систему дифференциальных уравнений (1.60) рассматрива­емого дифференциально-геометрического объекта. Полученная система диф­ференциальных уравнений будет иметь вид:

rf(^r)+∑(e!∑⅛⅛b...⅛√∙-'*  ∑ eι.e,!^..ct!×
v a=l 6=1 (Cι÷Cι+.. .+¾=c)

L L L •. L L× (ZX*yβ*)(2X∙j0≡)∙  ∙ ∙(Dcby⅛) I ω{ . =(Dcya)fcω*  + (Dc+1 j«) Θ (I.9I) 
v v v ) l "' a v v(c=l, 2, 3, ...)и коэффициент при Θ означает (с+1)-ую неголономную производную Ли для уа, а коэффициент при ωfc - с-тую неголономную производную Ли для 

yl. Если в системе дифференциальных уравнений (1.91) формы ω*,  ωz∙1 ... ,а заменим формами ωfc и ωj1 ... f, согласно (1.58а), то, приравнивая коэффи­циент при Θ нулю, мы получим рекуррентную формулу для определения (с+ 1)-ой неголономной производной Ли:β<≈+>yχ=(Z>ey)jtιA- ∑ { с! ∑ ⅛ ⅛e, ... ftby"' ■" '°×

v v i I , ,«=1 6=1

× Σ ¾!c,'1...⅞Γ Н (L92)

cl+cl+∙∙∙ + ⅛=c) 12 v υ v 
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и в результате такого преобразования получается система дифференциальных уравнений для c-той неголономной производной Ли рассматриваемого диф­ференциально-геометрического объекта

W+∑jrf∑⅛⅜...⅛^ ∙'∙ Σ c1!cg∕. ..c⅛! × 

а=1 6=1 fcι + <⅛4--------l-<⅛=c)×(D'∙j>β>)(bc∙jA). . √β⅞y⅛)! ω! . =(⅛y)tω*.  (I.91')
v υ v J 1 ’" a v

LОтсюда следует, что в общем случае система величин Dcya не образует 
Vдифференциально-геометрического объекта, но система величин

L L L
(ya, Dytt, D2y*,  ..., Dcya)

v v vвсегда образует дифференциально-геометрический объект, класс которого совпадает с классом исходного.7. Если дифференциально-геометрический объект yx, определенный на 
Vn, является квазитензором в смысле Г. Ф. Лаптева [17], то функции у“'1 ••• 'о(j) имеют вид:

∙∙,≡(j)=≤ι ∙∙∙f^β+^∙∙∙4

где K^1 " t° и К*' 1 “■ '«-константы. В этом случае система (1.911) прини­мает вид:
l р l l

d(Dcya) + 2 ≤*  • • 'fl(PcJ'P)ωj . = (D'y*) kωk, (1.93)
V , V a V

fl=lоткуда и следует, что с-тая неголономная производная квазитензора явля­ется обобщенным тензором (линейным однородным дифференциально-геоме­трическим объектом).8. Для неголономных производных Ли справедлива формула
D2(D1 Г) - D1 (D2y*)  = P12r, (1.94

Lгде Z>12 — символ неголономной производной Ли относительно коммутатора двух векторных полей vt и vl.
1 29. Операции неголономного ковариантного дифференцирования и него- лономного дифференцирования Ли неперестановочны между собой т. е.

^(V*r)-V*(∙0j α)= ∑>,(', ”■ '°prw, ... ,• •
V V _ . V a

(1.95)
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ГЛАВА ВТОРАЯ

ПРОСТРАНСТВО ТЕНЗОРНЫХ ОПОРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

®РТ„

§ 1. Пространство тензорных опорных элементов как пространство представления нормальной псевдогруппыГруппа D{1’n) является группой центро-аффинных преобразований
GL(R, п) и ее инвариантные формы имеют такую структуру:DΘJ = [Θf, ΘjJ. (11.1)Эта группа является фундаментальной группой как касательного векторного пространства Т„, так и касательного дуального векторного пространства Г*.  Рассмотрим тензорное произведение этих пространств

r-(0-
Элементы пространства Тп называются р-раз контравариантными и д-раз ковариантными тензорами. Если каждой точке (x') дифференцируемого мно­гообразия Vn (база) отнесем пространство Tn (слой), то совокупность 
всех этих пространств Tn (Г„) называется пространством тензорных
опорных элементов и dimTn (Кл) = и(и* +«+1). Если координаты опор­ного тензора определены с точностью до скалярного множителя (отличного от нуля), то размерность пространства Tn (К„) уменьшается на еди­ницу. Таким образом, на слои Tn мы можем смотреть как на и^+’-мерные подпространства xi = const пространства Tn (К„). Локальные координа­
ты (xi, Wjl ',f) пространства Tn (Кл) являются решением вполне ин­тегрируемой системы ω' = 0, (∏∙2)где Ψ'.1 • • ’ ,p = dwl.1 ’ ’, > — У w'., ’ ’ ‘ , ω√ + У ki ’ >р 1

71 • • ■ Jq J1 ■■■ Jq Zj j1 ... к ... jq Ja Ц 71 ∙ ∙ ∙ 7g
β=1 α=IВнешние дифференциалы этих форм можно представить в виде

oψΛ -∑1 r¾''.'>...,√ <⅛+Σ '--l'"ip∙ ω

(II.31)где
Яψ'1 ■ ∙ ip = - V √*  

jl...Jqk Zj Ji

•к ■ (II.3)

(П.4)
α = 1
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Уравнения (II.2) можно рассматривать как условия инвариантности тен­зорного опорного элемента. Пфаффовые формы ω,' и Ψ,.1 "' ,p определяют √ι ■■■ Jq пространство представления нормальной псевдогруппы G(1). Так как локаль­ные координаты этого пространства являются первыми интегралами систе­мы (И.2), то это пространство и совпадает с пространством тензорных опор­ных элементов Tn (Fn). Преобразования локальных координат тензор­ного опорного элемента являются решениями вполне интегрируемой системы<y = ωf, Ψ', ip = yVil • ■ iP .Таким образом, структурные уравнения пространства тензорных опорных элементов имеют вид (1.1) и (II.31).Пространство линейных элементов Tn (Kλ) = Tπ(Kλ) и пространствгиперплоских элементов Tn ( j (yn) = τ*(  Vπ) (предполагается, что коорди­

*) В 1924 г. Бервальд ввел понятие параллельного перенесения векторов в пространстве Финслера [22], [23], рассматривая его как пространство линейных элементов с метрикой. Заметим, что в упомянутых работах Бервальда рассматривался дифференциально-геометричес­кий объект такого же типа как и ΓJ.

наты опорного тензора являются однородными) являются частными случаями пространства тензорных опорных элементов. Локальные координаты линей­ного элемента (xi, w*)  являются решением вполне интегрируемой системы ω* = 0, Ψ' = 0 (Ψ' = <Λ√ + H*ωi)
Если Z)Ψ' = [Ψ*  ωjj + [ω*,  Tį], =и
то ψ∕ = p(ψ< + √^ln р).

§ 2. Линейная дифференциально-геометрическая связность пространства линейных элементовЛинейную дифференциально-геометрическую связность Г на многообра­зии Tn(Vn) определим при помощи формω∖ Ψ' = Ψi+∏ω*, (∏∙5)структурные уравнения которых имеют вид
где Z)ω' = [αΛ, ωjt], Z)Ψz = [Ψfc, ωi] + [∆Γi, ωfc], (∏∙6)(∏∙7)Отсюда следует, что формы (II.5) определяют на многообразии ТЯ(КЛ) ли­нейную дифференциально-геометрическую связность тогда и только тогда, когда на Tπ{Vn) определено поле дифференциально-геометрического объекта Γjt следующей структуры* 0

vΓj-43 = ∏,yω*+Ti.,'F t. (П.8)
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Требование, чтобы связность Г была инвариантной относительно преобразо­ваний wl = pwl (р>0), накладывает некоторые ограничения на дифференциаль­но-геометрический объект Г}. Это будет тогда и только тогда когдаΓ,'(x, w)-pΓJ(x, »). Отсюда следует, чтоΓ∕,4(x, й) = р Г) k (х, w), Tj.4(x, w) = TJ,4(x, и>).DΨj = [Ψ*,  ω!t] + [ψ^, «Й + И, Ψ⅛] + [ω*  Щ, (11.9)

♦) Здесь пользуемся терминологией Б. Л. Лаптева (см. [15], стр. 94 — 95). В. В. Вагнер усеченную связность финслерова пространства называет связностью Бервальда [7], ибо такого рода связность рассматривал сам Бервальд [22], [23].

где ¾=w",c⅛,,то, продолжая систему (II.8), мы получимv∏, j - Г' ω¾ + Гу 6⅛, - T', t ΨJ - ¾ = ∏,. j ω<- + 'Γ't,, ψ>, (II. 10)V TJ, t-<⅛=¾ j ω<- + ¾,j Ψ',где ΓU=‰∙ "i'Lf.f=‰.j.Систему дифференциальных уравнений (П.8) можно представить в виде vry-ΨJ=(⅞,,ω*+'∏,,⅛⅛  (∏.81)где GL=rk∕-'Γk>α (П.11)Дифференцируя эти соотношения, в силу (∏.81) и (11.10), мы получимV<⅞,> - Г*  ωfc+Гу ω,kp + ∏ ω'y- 4% = G'pk,i ω<- + ‰ Ψ', (II. 12)где ‰=‰‰ П - T'j Г’ k (II. 13)‰='‰-‰∏-'I4β,∕ΓJ,4. (П.14)Так как формы aįk и aįkp симметричны по нижним индексам, то из (II. 10) и (II. 12) следует, что величины Т(ЛИ и GįJtk] являются тензорами. Тензор 9‰=2¾,β] (11.15)называется тензором кривизны связности Г (В. В. Вагнер этот тензор на­зывает аффинором кривизны [7]), ибоDΨ'=[Ψ∖ ⅛J + ∣ 3⅛,[ω<-, ω9], (П.16)где ω]fc = ωi + T^jtωP. (И-17)Из структуры дифференциальных уравнений (II.102) следует, что величины Tjtjfe образуют объект аффинной связности. Таким образом, линейная связ­ность пространства Tn(Vt⅛ индуцирует усеченную аффинную связность* 0, определенную формами ω', Θf и TJ, пространства Tn (τn(Vπ)j .Структурные уравнения пространства линейных элементов с усеченной аффинной связностью имеют вид:
Dωi=[ωk, ωi] + ¾[ωP, ω*],Z>Ψ' = [Ψ4, ωi-] + ∣ 9⅛,[ω'>, ω*],  (II. 18)2>ω) = [ω7t, b⅛] + y 9⅛,,[ω', ω∏ + ¾,[Ψ<,, о«],
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где р/ _ • F«jxP9- x [Р. 91»‰=2 ('‰,r¾ м i T'1,fc+ '∏t,, „ 11⅛), (11.19)‰=‰∙Частичное продолжение дифференциальных уравнений (11.10) даетV Γp9.√~ ^,J.yω9P- s<⅛ + ^4,Jωsp~ ^y,qs, jx^,p~ ωJqp~= TU7ω*  + ‰√ιn (11.20)V‰ = ‰ω*  + ‰yΨ*,где

/р/ _/р/ «р/ _»р/
x qpk,j~ LpqkJ> i-qpk,j- 1-pqk,j'Из дифференциальных уравнений (Π.102) следует, что величины R,pq образуют тензор, который называется тензором кручения усеченной связ­ности. Составим дифференциальные уравнения для величин

'Р$ 'р/ тг ''P∣ Р5
1-p,J 1-q,s rι χjp.√∙,∙9∙Выполнив соответствующие вычисления, мы получимVCΓJ,√Γ',1)-'Γi,jω⅛-'Γ5,7ω's≡O (modω<, Ψ<),V(‰ΓJ)-‰ΨJ≡O (modω', Ψ<)∙ (П.21)Так как оператор 57 является линейным, то из (II.201) и (11.21) следует, чтоV ( ^pσ.∕~~ 4.J ^9, s ÷ Γjpj j Γj) — Γ'j7∙ ωqp + Γgt7∙ ω'p +

+ 'Γsp,J <⅛ - '‰ ψP - ¾J ΨJ- <* ijpq ≡ 0 (mod ω', Ψ') (11.22)или V ('I‰1,7 - Tf,, u 1 T'l ,+"Γ' lp, m i I⅞) ≡ 0 (mod ω,, Ψ')∙ (∏∙22')Таким образом, мы доказали, что величины Wjpq образуют тензор, кото­рый называется первым картановым тензором кривизны усеченной связности. Тензор ξ>ijpq называется вторым картановым тензором кривизны рассматри­ваемой связности.§ 3. Аффинная связность в пространстве линейных элементовПроизвольную аффинную связность в пространстве линейных элементов можно определить при помощи форм ωf, Ψ,' иωj = ωj + Γ⅝z∙ ωfc + Cikj Ψk. (11.23)Эта связность является инвариантной относительно преобразования Ψ' = = p(Ψ' +ι√√lπ р) тогда и только тогда, когдаΓitz(x, >v) = Γ(y(x, и>), Clkj(x, w) = p^1 Cikj(x, iv), (II.24)где
clp,=c>jw.Если

то Ψl=dwl+wkωlk, (11.25)
или ψ' = Ψ'+ILωfc+C‰Ψt (П.26)

ψ<=JVkΨ*+Γj⅛0ω*, (∏∙261)
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где M = δi + ⅛. (П.27)Формы ω} являются формами аффинной связности тогда и только тогда, когда в пространстве линейных элементов определено поле дифференциалι>- но-геометрического объекта следующей структуры:v Γ⅛ -C', V? - ω⅛ = Г* .jk ω' + Т',л Ψ',
^C'k = C'p.jkω'∙ + 'C'ptjk'fκ. (11.28)Если det И 7Vj∣l ≠0, то аффинная связность (Г, С) пространства 

Tn индуцирует линейную связность в Tr,(Vn), определенную форма­ми ω' и Ψ,. Дифференциально-геометрический объект (Nį, ΓJo) имеет сле­дующую структуру:
yNį = N∣cj ωk + 'NicjΨk, (П.29)vl⅛- N,p т; = ΓU ωk + Tikjo Ψk.Очевидно, что при Nį = &j дифференциальные уравнения (11.29) имеют такую же структуру как и (11.8). Впервые аффинные связности (Г, С) в пространстве линейных элементов рассматривал Э. Картан [24], который предполагал, что Nj = δj- Только в работах венгерских геометров (А. Моор, О. Варга) рассматривались случаи, когда N,j≠δ,j и det Ц JVJ∣∣ ≠0. Обычно невырожден­ность тензора Nj используется при определении ковариантных производных тензорных полей, определенных на Tn(Vπ). Формы (11.23) можно предста­вить в следующем виде: ω} = ω∙ + Γ⅛ ω*  + C,kj Ψ*,  где γ⅛∙=¾m, ⅛=∏,∙-⅞M'∏o и Λ⅛M = ¾.Оказывается, что V⅛ = ⅛,*>ω∕'+'⅛, jyΨΛ 

V⅛ - ω⅞z∙ = fį, kj ωp + Tį( kj Ψp.

(II.231)
(11.30)(11.31)
(11.32)

§ 4. Почти комплексные структуры в пространстве линейных элементовМногообразие линейных элементов, на котором определено невырож­денное тензорное поле** V9j = <f>jκ ωκ + ,ψjκ vF*,  (II. 33)удовлетворяющее условию φjrφf=-δj, (11.34)будем называть пространством линейных элементов с почти комплексной структурой. Продолжая систему дифференциальных уравнений (II.33), мы получим V9λt - ?£ ω⅛r ÷ 9/ ωιjc - 9 л. ¾ = 4>jkp ωp + 9лп» xPp,__________________ V ⅛ = 9jpat ωp + '⅛∕> Ψp, (11.35)(11.36)♦) В этом параграфе I, J, ЛГ=1, 2, .... 2п.
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V? 1JKQ ÷ ωRQ ÷ 9jΓP ω JQ ~ 4>PQ ωJK ~ <f>JQ ωPfC ~ 4>JK ωPQ “ ? J ωPKQ +

+ 4>P ωJKQ ~ У J KP ^0 “ <?JQP + ^1JPλy1KQ = 4>JKQR ω* + 4>JKQR » (И.37)V 4>JKQ + <?PQ ωJK ÷ ⅛}∕, ωKQ ~ 4>JQ ωPK = 'φ,JKRQ ω* ÷ "<f>JKQR ( ∏ • 38)V 4>JKQ = 91JKRQ ω* ÷ m<f>JKQR Ψ** , (11.39)где
9√[κ∙p] = θ> "φj[tfpj = θ,

9j[K0Λj = θ' w<pj[κ-2P] = θ∙Заметим, что φj(x, ir) = φj(.v, и’), φio = 0.Будем считать, что в пространстве линейных элементов с почти ком­плексной структурой задана линейная дифференциально-геометрическая связность* 0 Г), компоненты которой определены уравнениями, структура которых такая же как и (II.8). Полученное пространство будем называть оснащенным пространством линейных элементов с почти комплексной структурой.1. Тензоры Нейенхейса. Из (11.8) и (П.35) следует, что φ5 и величины
V*  = '⅛>jk — '4>ijl Г* (11.40)образуют дифференциально-геометрический объект такой же структуры как 9/ и t>jk на многообразии почти комплексной структуры (см. гл. I, § 5).

Af√∕ = φ∕ (Wφ"- Vλ ?") - 9у (V / ?"“ ?"). (∏∙41)
'Njι = <rf C<rfj-С<?а1~'<?"а) (11.42)назовем тензорами Нейенхейса, соответственно, первого и второго рода оснащенного пространства линейных элементов с почти комплексной струк­турой.2. Операторы Татибана—Кото. Если на многообразии линейных эле­ментов дано тензорное поле T1' ip :

vτ,j∖:: ,∕-τ,'ι ,^κ+'τ,j∖ ∖ jcψ^γ, амз)то, выполнив вычисления, мы получим, что системы величин
Lκτ∖ -. ,i=<vλtjj∖ VΣ ... jq

a= I

-∑ ⅛⅛L√Σ Vκ⅛rt.∕.V 

a ∖ а=1

- Σ (v∣f ⅛, - vλ ‰α) t'j∖ λjq 
а- 1

(11.44)
♦) Задача определения компонент дифференциально-геометрического объекта Г^, инва­риантным образом связанного с дифференциально-геометрическим объектом (φj, φ1jκ, '<fjκ). не решена.
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Q

р
-∑ ('⅛-'⅛)⅛ "4 ∙z' (∏∙45)

в=1образуют тензоры. Операторы Lκ и 'Lκ, определенные этими равенствами, будем называть операторами Татибана—Кото, соответственно, первого и вто­рого рода рассматриваемого пространства (см. (1.47)) .3. Неголономные производные Уокера. Оказывается, что величины

где

(11.46)

(П.47)
+ Nbs⅛r <?j - nbr V5 φj), (И.48)

'hljRs = ■“2г 'Nrsj + у л (<Pj 'Nrsb — ^rs '<Φjb ÷ Nbs Ф/к “ Nbr <Pjs) (∏∙49)
Vnjk= Njkp ωp + 'N1jkp x^pобразуют тензоры. Тензор WrsTji' "∕p будем называть неголономной про­изводной Уокера первого рода, а 'WrsTj ' " ⅛ — неголономной производнойУокера второго рода рассматриваемого тензорного поля (см. (1.48)) . Если 

f — произвольное скалярное поле, т. е.
(11.50)V /а = ‰ ωfi + "fАВ 1Fb,причем

∕ab=∕ba> "/ав = "/ва>то ∏W=∣ λγ⅛Vh∕ (11.51)и '0W=∣ ,NSs,fH- (П.52)
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4. Тензоры Уокера. Альтернирование вторых неголономных производных Уокера первого рода для скалярного поля приводит к следующим тож-дествам: į (W1R Wκsf- Wrs WIKf)=HTKRSvTf+'H?KRS'fT, (11.53)где

Н JκRS = 4^ 1 W[iχ Nrs]~^4 N[rs ti^L 1 ∕χ] jи (11.54)
'HlKRS = ~32 T.ABNfKNRS, (11.55)где Riab — тензор кривизны связности Г^. Так как yτf, 'fτ и WRSf— тензо­ры, то из (II.53) следует, что HIkrs и 'HIkrs являются тензорами. Тензор 

H/KRS назовем первым горизонтальным тензором Уокера оснащенного про­странства линейных элементов с почти комплексной структурой, а ,H]krs — .первым вертикальным тензором Уокера.Вторую группу тождеств мы получим, рассматривая вторые неголоном- ные производные Уокера второго рода. В этом случае мы имеем4 (' Wlκ ∙ WRSf- ∙ Wrs ∙ W,κf) = "H⅛rs 'fτ, (11.56)где ‰ = { {'H⅛r'<sι-∣ ‰⅛∣ntlj • (П.57)Этот тензор будем называть вторым вертикальным тензором Уокера.Третью группу тождеств для неголономных производных Уокера мы получим, рассматривая изменения порядка дифференцирования первого и второго рода:
' W1χ WRSf- Wrs'W,k∕=KIkrsyjτf+ 'K⅛rs'fτ, (П.58)где

KTkrs= I {'W,xNξs-1 J‰‰j (11.59)
И

,^Tkrs = ^4 I Wrs'NJ,k--i 'N‰tipss J . (11.60)Тензор KJkrs будем называть вторым горизонтальным тензором Уокера, а 
,KJkrs — третьим вертикальным тензором Уокера рассматриваемого простран­ства. Все эти тензоры являются аналогами второго тензора кручения мно­гообразия с почти комплексной структурой.§ 5. Пространство путейПространство линейных элементов, в котором задано поле дифферен­циально-геометрического объекта Hl следующей структуры:

γHi - φ' = Hikωk + ,Hik Ψ*,  (11.61)где φ'o = wfc ιvfc c⅛,называется пространством путей в смысле Бервальда—Дугласа (см. [26]). Предполагается, что
Hi(x, pw) = ζ>2Hi(x, w), Hlk(x, ри>) = р2ЯЦх, iv),

,H,k(xi pw) = p,Hlk(x, ιv), 'Hik(x, ιv) wk + 2pHl(xt ιv) = 0, 
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т. е. что функции Hi являются однородными функциями 2-го измерения отно­сительно величин w'.Так как Z)<j⅛ = 2[Ψ*,  Ψjt] + [φJ, ωi]+[ω*,  φjt], ψk = wp wq <*> ipqk,то, продолжая систему (11.61), мы получим
b>ipk - 'H'p Vk - φ'k = Hipk о” + 'H'pkV'∕∕i-2Ψ⅛ = ¾ω∕'+"⅛4⅛, (11.62)V” Hipk - 2ωj,k = "Н‘мк + "H'pk T«,где

H'l>k=H'pk, H'pk="H'kp, ^Hpkι="Hlp∣k = ^tfkp∣∙Отсюда следует, что величины
∏ = ∣ 'Hik - (11.63)образуют объект линейной дифференциально-геометрической связности, а величины f⅛ = i "ff'pk (11.64)— объект аффинной связности (без кручения). Таким образом, в геометрии путей, которую определяет объект Hi, можно ввести усеченную симметри­ческую аффинную связность Г'*.  Конечные законы преобразования для ком­понент объектов Я', 'Hik и "Hipk приведены, например, в работе Б. Л. Лап­тева [16] (см. также [30]).Если пространство путей обладает почти комплексной структурой, то оно обладает и структурой оснащенного пространства линейных элементов с почти комплексной структурой (и-четное).§ 6. Геометрия пространств /С-протяженийПонятие геометрии ^-протяжений (К-spreads) введено Дугласом в 1931 г. и является обобщением геометрии путей [27]. Точка (д') и система 

К - контравариантных векторов p* t(α=l, 2, ..., К, l≤K≤n-l), называ­ется ^-мерным плоским элементом. На локальные координаты ^-мерных плоских элементов можно смотреть как на первые интегралы вполне инте­грируемой системы ω' = 0, Т'=⅛'a+p⅛ωi, (11.65)причем DΨ'a = [4*  c⅛] + [ω*,  Ψi-a], (П.66)где n=jpSωLПространство ^-мерных плоских элементов, центры которых образуют дифференцируемое многообразие и в котором задано поле дифференциально­геометрического объекта tflaβ следующей структуры (∕7jtβ = ∕∕'βa)ι
JH'aβ + H⅛ ωjc - Т'β = Hikatβ ω*  + 'H⅛β Ψλγ, (11.67)где ¾=∕⅛1‰называется пространством Х-протяжений (при ÄT=1 получается пространство путей) (см. [27], [28]).
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Предполагается, что система дифференциальных уравнений (11.67) инва­риантна относительно невырожденных линейных преобразований:⅛=⅛⅛ ⅛<⅛ = δS, ⅛⅛ = δβ∙Инвариантность системы (11.67) относительно этих преобразований выполня­ется тогда и только тогда, когда

fl⅛(*.  p) = a°ajiHia,(X' р),
∏U (*•  Р) = ⅛«в HU (х. Р). (Н.68)

'Hj⅛(x, p)≈⅛⅛⅛'H‰(x, р),

'H‰p*  = 2H!,τ⅛⅛.Частично продолжая систему (11.67), мы получим
d'HU + 'H‰ <4 - 'ЯЩ <4- 2¾ 4‰ = 'H‰ ω'+ 'H%g, Ψj, (П.69)

<ΓH⅝ + "H‰° <Λp - 'H⅝ <4 - -H4⅛p ωf -- 2% % <4, = "H⅛fc ω' + 'ЯЙЖ Т?. (П.70)После свертывания греческих индексов система (П.70) принимает вид 
d "Hli⅛ + 'Я{$ ω' - 'Я'5? <4 - 'tf⅛⅛ ωf -

- К (К+ 1) <4, = '<J, ω' + 'ЯЙ& Т£. (∏∙70ι)Отсюда следует, что система величинΓis = ^⅛π, "Ш (∏∙71)образует объект аффинной связности (без кручения).
§ 7. Линейные связности в пространстве тензорных опорных элементов1. Объект линейной дифференциально-геометрической связности. Б. Л. Лаптев ввел аффинную связность в пространство тензорных опорных элементов при помощи ковариантного дифференциала [13], [15], но общие линейные связности в этом пространстве он не рассматривал. Базис каса­тельного векторного пространства Tn+N(N^np+iI), соответствующего тензор­ному опорному элементу (х, w), состоит из операторов

д
∂wi' " lp 

Ji ■■ JąТак как при допустимых преобразованиях локальных координат тензорного опорного элемента базисные операторы преобразуются следующим образом:
∂x* ι

∂χl'

∂x,p ∂xjl ∂x^ yJl ... j

∂×'p ∂χjl ∂xj4 l, " *Р (11.72)и
∂l x'g ∂χiP ∂xjl ∂xjQ∖

∂χia∂×i ∂×lP ^χ,i ∂×1Q f

Я
∂χiP ∂xj' ∂lxj'a ∖ ∂χj 1 1' ... i-p yjl ...Jq

∂χtp ∂χjl ∂xja∂χj∕ ∂×l J j' ∙ jq ll ■ ■ lp ’
(11.73)

3. Liet. Matematikos rinkinys VI, 2
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то система операторов X! > порождает инвариантное подпространство,
'1 ... !рт. е. касательное пространство Tn слоя, которое называется вертикальным подпространством касательного пространства Tπ+n. Подпространство Нп, изо­морфное касательному пространству Тп базы и обладающее тем свойством, что

T∏ ¼ N = H∏ +называется горизонтальным подпространством (или оснащающим подпро­странством) пространства Tπ÷h, если оно не меняется при преобразованиях пространства T,,λ n. Оказывается, что инвариантное оснащение слоев про­странства тензорных опорных элементов определено тогда и только тогда, когда задано поле дифференциально-геометрического объекта следующейструктуры:
⅛.-(∑ (£;

1

pi;... ∣∙ = ⅛1
k' К • ■ ■ jq дх‘1

∂xjq ∂xk pj1 ..

~∂Jq ∂xk' kjt

∂lXla ∂xip ∂χj' ∂xjq ∖ ∂xk
∂xla ∂xk ∂x!p ∂χjl ∂xjq ∕ dχk'Σ∕ ∂×'1 ∂χlP ∂χj' ∂l Xia ∂χjq ∖ I i1 ...ip /JJ 74)J ∖ ∂xil ∂χ∙p fiχiι fiχJa ∂χk' βχJq Į ∫ jι ∙ ∙ ∙ jqЭтот объект называется объектом линейной дифференциально-геометрической связности пространства тензорных опорных элементов. В этом случае базис горизонтального пространства Нп состоит из операторов

γk=χk-vi^ ∖.∖×,-, (∏∙75)причем
= Yk-Дуальное векторное пространство T*~ n пространства Tn±N имеет инва­риантное подпространство с натуральным корепером {dxi}. Если простран­ство Tπ+jv оснащено при помощи Hn, то это оснащение индуцирует оснащение пространства T* +n при помощи подпространства K⅛, натуральный корепер которого имеет вид Я'.1 ’■ 'p = dwh " >+Γ',.lp. dxk. (11.76)Если пространство T*÷ n отнесено к произвольному кореперу (ωf, ΨJ1 >), то подпространство F'⅞ определяется формами*)Ψ∣. > = ψi∙ > + r!∙, ⅛. ωt. (11.77)Мы имеем конечный закон преобразования компонент дифференциально-гео­метрического объекта Γ‰. Для того, чтобы воспользоваться методом Г. Ф. Лаптева [17], необходимо конечные законы преобразования компонент дифференциально-геометрических объектов заменить соответствующими сис­темами дифференциальных уравнений. Если пфаффовые формы ω*.  ΨI⅛

♦) Иногда будем пользоваться сокращенной записью: 
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образуют вполне интегрируемую систему форм, то формы Ψf⅛, определен­ные равенствами (11.77), и формы ω' также образуют вполне интегрируемую систему форм. Так как

^'7)=∑ <∙⅛]-
а= 1

-∑ г*;': :::k... v <]+[vr‰-4‰ ωη, <∏,78) 

в= 1то дифференциальные уравнения поля дифференциально-геометрического объекта Γ‰ имеют вид
V∏%-Ψ‰= Γ‰ω≈+n‰Ψβ∙ (И.79)Первые интегралы системы ω' = 0, Ψ}⅛ = 0 и ψΓ‰- Ψ{^fc = 0 определяют пространство тензорных опорных элементов с пучком оснащающих про­странств Vfa система дифференциалных уравнений (11.79) и определяет се­кущую поверхность этого пучка (локальное сечение пучка), т. е. простран­ство тензорных опорных элементов с вертикальным распределением { V⅛} или пространство тензорных опорных элементов с дифференциально-геоме­трической связностью. Дифференциальные уравнения (11.75) можно предста­вить в виде 
vΓ‰ - 4,!¾ k=<¾'> * ω'+'∏'‰ Ψ<I}, (П.80)где C‰-I‰-T‰Γ‰. (П.81)Если ввести новые пфаффовые формы~J∣ . . . ω.

Ji ■■■
∙<∖→=Σ⅛∙..⅛...¾¾...^-

ч
в= 1

-∑8J1 ... ⅜> ... 8⅛⅛ ... δ⅛ω⅛+^Γ!,, ∙■ ⅛ ω*,
k 'q lp ja Λ∕ι ... Jqh ... 1р (П.82)

а— 1то 0⅛[⅞U “ОТ + 4 *‰[ω*.  ω∏> (П.83)где
*‰' = 2G‰lcri. (П.84)Эти величины образуют тензор, который по терминологии В. В. Вагнераназывается тензором кривизны линейной дифференциально-геометрической связности Γ‰.2. Усеченные линейные тензорные связности. Частичное продолжение системы (11.68) дает

V'ΓV‰-ω8>)¾⅛ = Tl⅜½0ω' + T^‰n!∙ (∏∙85)Отсюда следует, что дифференциально-геометрический объект имееттакую же структуру, как и I¾}‰ (см. (I.25)j, т. е. линейная дифферен­циально-геометрическая связность пространства тензорных опорных элемен­тов индуцирует линейную тензорную связность того же пространства (валентность этой связности такая же, как и валентность опорного тензора).
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Дифференциально-геометрический объект Tf∣‰ будем называть объектом линейной усеченной тензорной связности. Согласно результатам, изложенным в § 4 гл. I, к этой тензорной связности можно присоединить различные аффинные связности (тоже усеченные). Таким образом, если в пространстве тензорных опорных элементов (p + q>∖) задана линейная дифференциально-геометри­ческая связность Γ*}n∙  то из компонент дифференциально-геометрического объекта который является подобъектом объекта {Γ‰, Γ‰>.z∏5(J∙)0)}, всегда можно построить усеченные объекты аффинной связности (единственный объект получается только при p + ^=l).3. Линейная тензорная связность. Произвольную линейную тензорную связность в пространстве тензорных опорных элементов можно ввести при помощи форм ω', ψ}⅛ и-■Ш=ω'(∕,>'<⅞+⅛IJ>,<o + <W>,⅛)4 (∏∙86)где
1⅛‰(-v∙ ₽» ) = ⅛,<‰(λ∙. и).?И’)=?ЖЖ!(*.  »■)-Так как «WM-£« = [« ωg>⅛>]+[ω', ωj)‰], где

«Ж/=£ ¾' ... ⅛ ... 3⅛8il ... J>⅛i-

-2 ¾ ... ¾⅛ ... δζ ... δ⅛ω⅛,
а— 1то дифференцируя внешним образом соотношения (11.86), мы получим- ^><P≡ - [«, <fW)] = fr⅛>- cW>⅛i ЧЭД*  - «ъ ω*]  +

+ [v<¾≡⅛∙ n∣l-Γfc,,Λ‰iΓ‰w[ωr, ««]+ 

+»с»- ПШ>ПЯ-

<√s) (А) l(w») <√ (Л) (О I ("s)l rur(t¼) u√t⅛h ∕τf Q7∖
“ С (Л) (/) [(vi) С I (Я (*)  I (t⅛)l («О» ψ ("=)-∣ • (11.0 / )Отсюда следует, что формы φ⅛j(⅞ определяют в пространстве тензорных опорных элементов линейную тензорную связность тогда и только тогда, когда задан дифференциально-геометрический объект следующей структуры: 

diWib-ШИ + Λ%%<∙≡,-⅛>ωW~C≡wn½-ω≡∕ == ⅛‰ ®*+  ПЯ (П.88)
<1СШ№ - ctυ} !i,>,<⅛ <∙>'<⅛¾! - ¾W “S №+

+ c<SW<⅛> ω≡ = dr}‰‰ “* + Ч») Ш (11.89)Так как (11.3) можно записать в видеΨI⅛ = ⅛^ + >e⅛>ω⅛><2).то в силу (11.86), мы гложем получить следующие соотношения
⅞ = W>'Π3+⅜>ω'∙ (П.90)
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где W>=%>>¾i+⅛,q)}⅛y⅛ (∏.91)ČJ (,Λ = ,,,<*>  ∏‰⅞> (11.92)δ<Uo = ⅛ ... ⅛8J ... 8%.

Р j4Если матрица 91=и адй и. (П.93)элементы которой образуют тензор, не вырождена, то элементы матрицы91 ^1 определяются соотношениями (11.94)
Таким образом, линейная тензорная связность, валентность которой совпадает с валентностью опорного тензора, порождает линейную диферен- циально-геометрическую связность { 9l{'7)⅞⅛, ⅛‰}. причем дифференциальные уравнения этого объекта имеют вид:

dG‰ — Gk∖j) ωf + ⅛⅛) ω(*)  й) — 9¾⅜⅞ ∕ = ⅛∕(√) ω* ÷ ⅛c∕‰ x∏S ’ (∏∙95)<∕9¾V<⅞ - W) ω⅛{ $ + 9J⅛> й ωg} й = 3tβ‰ + W>%,) П). (∏∙96) где
⅛-Λ‰-⅛0(∕)⅜)=r‰‰+^J)Γ∕¾jf(V)%).

Если ШгСЖ + МПЭДЙНЖ (П.97)то величины (⅜{λ образуют самостоятельный дифференциально-геометрический объект такой же структуры, как и Г£}у), определенный уравнениями (II.79). Равенства (11.97) имеют место тогда и только тогда, когда<W⅛=θ∙ (II.98)
4. Картановые тензоры кривизны линейной тензорной связности. Так как

П!=⅜iΛ - s⅛>Wo (II.99)то (11.79) принимает видфй%’>=ωu>⅛,>+⅛><,%>+<⅛(⅛ ⅜∣. (II.100)где ⅛l‰)≈ ∏¾‰- (11.101)
Дифференциально-геометрический объект {G%l‰, Cffiįįfiį)} состоит изобъекта линейной тензорной связности <⅛∣7%∕÷ ω{⅜%-

"■ GVul)∖∣) ω(⅛(¾ w" ωu∕(3 k = ^kiU) (t) ω, + ⅛(½⅛)K) t∏w) (11.102)
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и тензора C(√∕(r>⅛)∙ В дальнейшем мы будем считать, что имеет место (11.97). Тогда ⅛=⅛-<3β⅞‰ (Π.1011)
⅛=cxСтруктурные уравнения (11.87) можно переписать следующим образом:

« = | W>‰[ω'. <^ + Sre¾>[ω' ⅜] +

+ | Ш (∏∙ юз)где S‰-2‰⅛‰-⅛‰) i ⅛‰) + C≡%⅛‰, (П-104)
«- v, <&г«Й+

+0» ⅛‰- ⅛<‰ (∏∙i05)причем (П.Ю6)
V, ⅛=⅛, & (О - ⅛‰ ⅛‰.

⅛^=c≡r'<w⅛⅜и ⅛[y)p<7 — тензор кривизны линейной дифференциально-геометрической связ- ности G‰.Легко доказывается, что величины, определенные равенствами (11.104), (П.105) и (11.106), образуют тензоры. Тензор будем называть пер­вым картановым тензором кривизны линейной тензорной связности. В силу ТОГО, ЧТО C⅛½⅞¾ и ¾(u)p9 являются тензорами, величиныft8))S« = 2(Vr₽⅛)5^.)-⅛)f‰(,)l⅛‰)• (П.107)как это следует из (11.104), образуют тензор. Этот тензор будем называть первым тензором кривизны линейной тензорной связности. Если линейная тензорная связность является усеченной, то= (ПЮ8)Тензор ^(∕)%V⅛Y(⅞ будем называть вторым картановым тензором кривиз­ны линейной тензорной связности, а тензор ∈¾V(Ap⅛) - третьим картановым тензором кривизны.ЕСЛИ φg>¾ — формы усеченной линейной тензорной связности, которая определяется объектом ⅛I‰, то
где

ад»=⅛- Ш<> f∏∙ιo9)
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И θΨ<7,-[⅛,. <$}&]= ∣ ‰[ω-, ω*]  ++%‰PU ω',]-c⅛}j⅛y⅛[ψ{ζt ≠⅛ (11.110)Таким образом тензор C(*)⅛)%})  естественно называть тензором кручения линейной тензорной связности, а тензор ¾¾‰ — простейшим тензором кру­чения. Если линейная тензорная связность является усеченной, то простей­ший тензор кручения, как это следует из (II.1011) и (11.109), равен нулю.§ 8. Аффинная связность Б. Л. ЛаптеваОпределим в пространстве тензорных опорных элементов аффинную связность при помощи форм ω', ωj∙.ω] = ω)+L⅛ω*+Cj^Ψ⅛  (11.111)Предполагается, что выполняются условия инвариантности этих форм отно­сительно преобразований wfy = pwfy. Конечные законы преобразования ком­понент объекта {Likj, СijЭД} приведены в работе [3] ([3], стр. 459, (9)j. Ком­поненты этого объекта являются решениями системы:

V⅛j - Cij ЭД ТЭД*  - ⅛ =Upkj <*'+I⅛⅛  ТЭД,V cij эд=c√⅛ C} ЭД эд тэд. (П. 112)Преобразование форм ω}, определенное равенствами (11.111), индуцирует преобразование форм Tį^: (ir. 113)
(II. 114)

Р я
ι⅛=y √*
v Zj 71 ...

[■■■ ■■■ “'-У wi.' ■
J g lVl ... V Lu Ji ■ ..∖p...i c'∖"Λ 'π ll5>

а = 1 6=1

Р Я
⅛,∖∙⅛=Σ

а= 1

h,'1 ’ ’ l. ’ ’ ‘ tp L‘“ — У m∙'.,
7i ∙ ■ Jq kl Lu 7i • ■

a — 1

∖lr..jqdja. (II. 116)
Таким образом, к аффинной связности (11.111) можно присоединить объект линейной дифференциально-геометрической связности {ΛΓ¾V{⅛, Γ‰}∙ Если тензор C(½¾⅞ = 0, то аффинную связность (11.111) будем называть связ­ностью Б. Л. Лаптева. В этом случае величины u⅛> образуют самостоятель­ный дифференциально-геометрический объект, т.е. объект линейной диффе­ренциально-геометрической связности. Такие связности впервые рассматривал Б. Л. Лаптев [13], [14], [15].Теорию кривизны для этой связности можно строить также, как и для общей тензорной связности.
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ

ПРОСТРАНСТВО ОПОРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ§ 1. Общие вопросы1. Структурные уравнения пространства опорных элементов. Рассмотрим систему форм ω' и Θα где*>
Р

θr = dy°-+∑ (у) <l>t. .,o . (III. I)
a= IСистема дифференциальных уравнений ωi==0, Θα = 0 вполне интегрируема и первые интегралы этой системы можно принять за локальные координаты некоторого нового пространства, которое и называется пространством опор­ных элементов V^n (см. [4], [5], [14], [16]). Формы Θα имеют следующую структуру:

α=> 1

βΘa = (Θ<i, ωg] + [ωt, ωg, (П1.2)
ωS = ∑ ¾J,", " 'a ωL .o ■ 

fl=ι

(Ш.3)
Р

“?= Σ rf,',' ωLv (Ш.4)
Уравнения (1.1) и (III.2) являются структурными уравнениями пространства опорных элементов. Пространство линейных элементов, пространство АГ-мер- ных плоских элементов, пространство тензорных опорных элементов явля­ются частными случаями общего пространства опорных элементов.Внешнее дифференцирование равенств (Ш.З) и (П1.4) дает

0= I

⅛ = [ωj, ωfl + [Θγ, ω⅞] + [ωt, <⅛], [a⅛ ωJ][o⅛ωJ] + [Θ∖ ω⅛] + [ω', ω⅛], (Ш.5)(Ш.6)
ω0v = ∑ д1гУ“‘

fl≈ 1

(1П.7)
ω⅛= ∑ 8β>>", ωf,...,β* .

a=l

(Ш.8)
Р

<>>kh = ∑ У*'""' 0 ω'il...iakh • (III.9)
♦> Предполагается, что функции y", ••• ’о (у) связаны соотношениями (1.10).
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Введем следующие обозначения:

новые пфаффовые формы, определенные равенствами (III. 10) —(III. 12), связа­ны следующими структурными уравнениями (г, 5=1, 2, . . .):

= У df
. ar Z_| al ... a

в= 1

a∕l ... / к
lr У к “ ω∕1...ι, ’ (III. 10)

..tj=∑ у7' ■
fl≈ 1

ia ω'ι...iakl.. .к,’ (III. 11)
ωa .OLl ... Λrkl .

..*,-Σ<...

а=1

,ry7 ",a ωil...iakl...ks. (III. 12)
2. Расслоенные дифференциальные структуры. Оказывается, что эти

4.. .√ Σ ^η⅛-βj! К...... ωζ+1 ...αr,f]+

+ ιθe∙ <⅛,...β,∣J+iω*∙  <∙>∙...<ιu∙13)

24.. ...-∑ 7!(5⅛∙{l<...,√ ωU→>* 1 +
5=*!+ [ωf , ω≡. J ∣÷[ωfc, ωα jk] + [Θγ, ωα ], (III. 14)

l (pl -Ps, ∣β'P, + 1 ∙ ∙ Pβ,j ∫ l ’ Pι∙∙Paki l ya •• Pa

fr а

^ω0ι ■ ■ • ß6Pl ■ ∙∙ pa ~ Σ k∖ (b-k)Γ I Σ j! (a-s)T ^ω⅛ι ...bkpl ... ps ’ 
λ = l 5=1

ωM^÷1-3fr^÷1- pa)M1∙. .βjtp1. ..P,-‰∙9fl

ω∣γ∣ 3⅛ + 1 ∙ ■ Zb)pl ■ ∙∙ pa^ } Σ j !(o-j)! {[ω<Pι p,, ω∣τβ1 ∙∙∙^frl^j + ι ∙∙∙ pa> J "*"  

÷t<...ppωΓβ1...06l^1...√frl}÷ tω*'  ωL..36,l...√ +

+ [Θγ. (Ш15)где скобки (β1 ... β⅛ p1 . . . ps βfc+1 . . . β6 pj+1 . . . ρa) означают симметри­рование по каждой группе индексов (имеются ввиду группы (β1 ... β⅛) и (Pi • Pa))∙ Из полученных структурных уравнений следует, что любаяиз системcd', 0“, cd“; cd', 0“, cd“, cd“ ; . . . , ωf, 0“, cd“ , . . . , cd“®i al a1 ax a, ... arявляется вполне интегрируемой и определяет расслоенную дифференциаль­ную структуру, присоединенную к пространству опорных элементов. ^Эти структуры мы будем называть вертикальными расслоенными дифференциаль­ными структурами пространства опорных элементов. Расслоенные диффе­ренциальные структуры, присоединенные к базе пространства опорных 
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элементов, будем называть горизонтальными, а структуры, определенные следующими системами форм:ω', 0“, ω', со“; ω', 0“, ωi. ., со“ со“ ; . . . ,’ ’ У1 Р1’ ’ ’ √1√S, 31’ 313»’ ’

СО'будем называть расщепленными расслоенными дифференциальными струи" турами двойного порядка рассматриваемого пространства. Кроме этих рас­слоенных структур существуют и другие расслоенные структуры, присоеди­ненные к пространству опорных элементов. Самая общая расслоенная структура определяется формами ωf, Θα, ωjj j , со“ β , со“ βj β .3. Касательные пространства. Формы Пфаффа
имеют такую же структуру, как и формы 0!1...fβ∙ Эти формы являются инвариантными формами дифференциальной группы порядка q для слоя пространства опорных элементов, которую мы будем называть вертикальной дифференциальной группой D⅛∙ιr> порядка q пространства опорных эле­ментов.С каждым опорным элементом пространства V⅛,}n связывается два ли­нейных пространства: касательное векторное пространство Tπ4.jv(x, у), изо­морфное пространству операторов
и касательное дуальное векторное пространство TJ+λγ(x, у) с натуральным корепером (cZ√, dyfx), а произвольный корепер этого пространства определяется формами ωi и 0“. Группа g(x, у), т. е. группа преобразований элементов пространств Tπ+n(x, у) и T* +n(x, у) определяется инвариантными формами 
структурные уравнения которых имеют вид:P0J = [Θf, 0į], D0g = [<¾ Θ⅞],PΘ7 = [Θf, 0§] + [Θf, 0£]. (III.15)Из этих структурных уравнений следует, что группа g(x, у) имеет две подгруппы, определенные инвариантными формами 0} и 0§. Формы 0- — ин­вариантные формы центроаффинной группы касательного пространства базы 
Vn, а 0g- инвариантные формы такой же группы касательного пространства слоя Vn ∣ω'=0. Подгруппу группы g(x, 7), определенную формами 0}, будем называть горизонтальной центроаффинной подгруппой, а вторую —вертикаль­ной подгруппой (она является вертикальной дифференциальной группой первого порядка).Инфинитезимальные преобразования векторов репера {ei, ea} простран­ства T„+N(x, у) имеют вид

dei = 0f ек + 0® ea,cZea=0ξe0, (III. 16) 
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а произвольного корепера {V, ea} пространства T%+n(x, у) —

dei = -Qik ek,
dea = -Θ2e*-Θge β. (III. 17)Очевидно, что пространство Tπ+n(x, у) имеет инвариантное N-мерное под­пространство, определенное базисными векторами eα, а T* +n(x, j)-«-мерное инвариантное подпространство Т*  (х, у), определенное базисными ковекто- рами ei. Пространство Tn(x, у) является касательным пространством слоя K∕√∣ t√=o и называется вертикальным подпространством пространства Tπ+√x, .у).§ 2. Дифференциальные уравнения полей дифференциально-геометрических объектовБ. Л. Лаптев первого и второго преобразования

рассматривал дифференциально-геометрические рода, которые характеризуются следующими объекты законами
y''=F''(r, ⅛, ⅛f,..................⅛

P'=5'-(P, <.........<...y ⅛.......√...v,

⅛ ...ιa=dh...ιl,x^ ⅛...*=⅞... a yi'=∑-τ^^—4∙∙.<o*∙

β a 9 9 o=l xh..∙ia aДифференциально-геометрические объекты первого рода пространства опор­ных элементов мы будем называть горизонтальными объектами. Дифферен­циальные уравнения таких объектов, заменяющие конечные законы преобра­зования (1П.18), имеют вид
dγ'+ ∑ γ","' 'a(y) <■»*  ■ -<.= γi ω*+ γ' ®’-

где
∖ ...it ..α- αt...αc

а= 1

(III. 18)(III. 19)

(III.20)
где функции Yτkh "'a(a=l,2t . . ., р) связаны соотношениями, аналогичны­ми соотношениям (1.10) (эти соотношения и обеспечивают интегрируемость системы (III.20) по модулю форм ωf и Θa). Вместо дифференциально-гео­метрических объектов второго рода, мы рассмотрим дифференциально-гео­метрические объекты, характеризуемые следующими законами преобразования z''=3"(z', <..λ, yaa'1, ..., ∕l...ap, (Ш.21)

U^ = H^'(U∖ ⅛, ..., <...ap, (III.22)причем первый из этих объектов будем называть расщепленным (или рас­слоенным дифференциально-геометрическим объектом), а второй - вертикаль­ным (или слоевым) дифференциально-геометрическим объектом. Такого рода объекты на произвольном составном многообразии рассматривались В. В.’Ваг­нером [31]. Система дифференциальных уравнений расщепленного дифферен­циально-геометрического объекта (двойного порядка (p, q)) имеет вид
d2'+ ∑ Z'kl' + ∑ Z''∙→(Z)ω≡ =

o-l “ 4-1= Z⅛ ωfe + Z'Θ*, (Ш.23)
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причем функции Z1kh 'a (α= 1, 2, . . . , р) и Zt*, ' *b (∕>=1,2, . . . , q) и их частные производные связаны алгебраическими соотношениями, обеспечи­вающими интегрируемость этой системы по модулю форм ω' и Θα. Верти­кальный дифференциально-геометрический объект (порядка q) определяется системой
я

du‘+ ∑ Up ■ -’*<£
6=1

.b= U'k ωfl + U'aQ*, (111.24)
которая также вполне интегрируема по модулю форм ω' и 0“. При опреде­лении этих объектов, мы существенно пользовались дифференциальными группами Gf'p'n∖ и их прямыми произведениями.Продолжения систем (III.20), (III.23) и (III.24) дает

<tγi+ п ∑ ∂l γp
a= 1

. ς+ ∑ γ'"
a≈ 1

-Yl<dt- γ{a>l--= ⅞ω'+⅞,θ-, (III.25)
dYl-Yt ∑ ∂lY,Pω*

а= 1 ijι-^ωg=yjJ.ω*+y⅛Θβι (III .26)
dzl-z,,a>'k-zl<4+ ∑ (z1ll' - '«

в= 1

ω'ι .^+⅛Z∕i-∙ ,-Zζω'ι J +
+ ∑ (Zp ■ *4<⅛ ,..'bk+dLZp **ZJ⅛ ,t)=Z{,ω'+ZLΘ*, (111.27)

6=1

dz'.-zį ωg+ 2 ∂l Z,lt∙ ■■■ ,∙ Zį ω'ι .a +
a= 1

+ ∑ (<*  ■ ∙ < ... ,6 . + ∂l Zp ■ • Zį <⅛ ,b) = Z{m ω*+Z⅛  0ß; (Ш.28) 6≈1
dU'h - U∣ ω( - Uį ωj + į (Up " ⅛ a⅞ ^k +

6=1

+ ∂l Up ■ ■ ⅛ t∕⅛.. a,6) ≈ ul, ω' + Ul. Θ∙, a∏∙29)
dui-ul⅛ + ∑ (Up -’" <⅛ „t,+

6 I

+ ∂l Ui*, → ⅜ω3 βfr)= ½ω*  + l∕⅛Θ^, (Ш.30)где
Y∣c∣ = Y∣k, Y⅛i — ^βa> ∙ ∙ ∙ > ¾ ~
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§ 3. Неголономное дифференцирование Ли вБ. Л. Лаптев разработал теорию дифференцирования Ли в пространстве опорных элементов P⅛07v, пользуясь векторным полем, определенным на базе этого пространства, т. е. векторным полем, система дифференциальных уравнений которого имеет вид (1.59). Будем пользоваться и системой (I.591).1. Лиевые лифты. Преобразования форм ω' и ωj1...,o, определенные ра­венствами (1.58) и (1.58а), индуцируют некоторые преобразования форм, определяющих расслоенные дифференциальные структуры, присоединенные к пространству опорных элементов V%∖i. Заменяя формы ω}1 ... z формами ωj1...∕ в равенствах (III. 1), мы получимΘα = Θα-√tΘ, (111.31)где p= ∑ ∙ (111.32)

a— 1Оказывается, что v*  являются решениями следующей системы дифферен­циальных уравнений:
dv*  + vi ωp÷zΛ ω% = Vk Θ3, (III.33)где p

⅛ = ∑ У? (iπ.34)
а = 1

= ∑ ⅜ Ук' "'a v∣l... ia ∙ (III.35)
a-^ 1Из (1.59) и (III.33) следует, что система величин (√, t>β) образует поле однородного дифференциально-геометрического объекта, который является векторным полем второго рода пространства опорных элементов. Это поле является специальным векторным полем, ибо vi зависит только от коорди­нат базы, a t»1- от выбора v' и величин ⅛ ... , а= 1, 2, . . . , р (зависит и от выбора координат слоя). Очевидно, что к каждому векторному полю vi. определенному на базе пространства Kj⅛r, однозначно присоединяется век­торное поле (√, z>a), которое мы будем называть лиевым лифтом исходного базисного векторного поля.Введем следующие обозначения:

Р
Σ rf,'

a~ 1

'a ml
v∣,..iakl...ks' (Ш.36)

Р
”1 ...<s,= Σ ⅞. va', √

• f* r '■ ∙ 'β
(111.37)и

Р
*k,. ■М- • .λ=Σ⅞.. Va'', ■ ∙ ia ml■ βr У/ h ... iakt ... кχ∙ (Ш.38)Величины o∙-= 1

•V и®υkt ... kc βl ... Ье И ¾...t, (c + e = o).
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определенные равенствами (III.36) -(III.38), являются решениями следующих систем дифференциальных уравнений:
dv* t

№
I ωa х o ? ÷ vk ωa , +■ Ps ps -1 ∙ ∙ ра)13 f p> ∙ pak

+ vγ ωa
Pi -Pa'( (111.40)

ь

5=1

+ ω(β1...

аΣ j! (а — 5)!а!

ω≡ ' ps + ι •

(Ш.41)Дифференцируя внешним образом (Ш.31), получим
где Z)Θα=[Θp, ωp] + [ωfc, ωj] , (Ш.42)(Ш.43)
Оказывается, что формы ω⅛ = ω^-^Θ. (Ш.44)ωg = ω^-^ Θ,

ω≡ι •. • ar
a a /Л

— ωa, ... <xfl ^,a1 ... aβ '≡'> (111.45)
имеют такую же структуру как и формы, определенные равенствами (III.9) -(III. 12). Таким образом, преобразования форм (1.58) и (1.58а) порож­дают лиевый лифт базисного векторного поля и индуцируют преобразование 
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форм (III. 10)-(III. 12) такое, относительно которого присоединенные рас­слоенные дифференциальные структуры остаются инвариантными.2. Формулы для вычисления производных Ли. Известно, что производ­ную Ли данного дифференциально-геометрического объекта относительно векторного поля можно рассматривать как скорость отклонения рассматри­ваемого поля дифференциально-геометрического объекта от преобразованного поля. Вычислим неголономные производные Ли от полей дифференциально­геометрических объектов (III.20), (III.23) и (III.24). Для этого в системах дифференциальных уравнений (III.20) — (III.24) нужно заменить формы ω', ωI, к ’ θβ* ω*1 а формами ω', ¾1 . * » θβ, ωjι α и вычислить коэффи­циенты при форме Θ. Эти коэффициенты и характеризуют скорости измене­ния рассматриваемых дифференциально-геометрических объектов. Выполнив вычисление, мы получим 

l -
Dya = 0∙vk + 3%v^- y*l ' '*a vį . ,

dY'+ ∑ Yk' '" ω*
а- 1 i = Y'kωk + Y[ Θ, + D Y' Θ.

a V
(111.46)

Р
dZ'+ ∑ z't'∙ i-¾

а 1

... + X z*∙ →<..3d =

= Z∕. ω*  + Z,'Θa+0Z'Θ,
V

(III.47)
dU'+^ U* →⅛

= U'kωk+U',^ + DUlΘ,
6 V

(III.48)
где

D Y' = У/ о*  + У'
1 ∙ ∙ a

G ~~ 1

(III.49)
DZl = Z'l ι>k + Z' v’-∑ 4“ "
f a 1

Q
'a vk . — У Z1pa' "' a⅛ vβ ,U ••• ∣a Z-I ß a1 ... a6 ’

6=1

(III.50)
D U, = U,krf+ U1,
V

4

va- У L∕ia' ••• a°
jU 3 ≡ι ∙ ∙ ∙ afl
a≈l

(III.51)
Величины, определенные равенствами (III.49) —(III.51), и являются неголо-номными производными Ли соответствующих полей дифференциально-гео­метрических объектов.3. Основные свойства неголономных производных Ли. 1. Опорный диф­ференциально-геометрический объект yx можно рассматривать как специаль­ное поле, определенное на пространстве опорных элементов уравнениями Θa = ω*  + yį Θβ, где = 0 и ,yg = ⅜.Тогда из (111.49) следует, что
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т. е.
⅛y = t,-- £
V σ∙= I .или, в силу (III.32),

L
Dyx = Q.

(III.52)
(Ш.53)

Таким образом, неголономная производная Ли от опорного объекта рав­на нулю.2. Так как система дифференциальных уравненью лиевого лифта (III.33) базисного векторного поля инвариантна относительно замены форм (1.58), (1.58а), (Ш.31) и (111.45), то
D vi = 0,
V

Dvx = 0,
V (111.54)

т. е. неголономная производная Ли от лиевого лифта базисного векторного поля равна нулю.3. Так как горизонтальные и вертикальные дифференциально-геометри­ческие объекты являются частными случаями расщепленных дифференциаль­но-геометрических объектов, то мы ограничимся рассмотрением последних, ω (5)Если базисное векторное поле √ имеет вид vi=Cvi, где С = const и vi- 
ω ωвекторные поля, то лиевый лифт этого поля является суммой соответству­ющих лиевых лифтов слагаемых векторных полей, т. е.

(J) ($)
vi = Cvi, vx = C vx.

(S) (»)В силу этих равенств, мы и имеем, что
L (j) L
DZ,= CDZ1, (III.55)
v s

Lгде D - знак неголономной производной Ли относительно векторного поля υi. s о)4. Так как коммутатор двух векторных полей является векторным по­лем, то лиевый лифт коммутатора двух векторных полей будем называть коммутатором лиевых лифтов исходных векторных полей. Неголономная про­изводная Ли лифта векторного поля vi относительно векторного поля vi (точнее относительно лифта (√, vx)j имеет вид
D vi = vik vk - vk vk,
12 2 1 2 1

D vx = vįį vk — vk vk + v$ vfi-vjį vβ.
12 2 1 1 2 2 1 7 2

(IΠ.56)
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Очевидно, что £ £

D i)i = — D i)i= vit
12 2 1 12

D va = -b Va = va, (III.57)
12 2 1 12т. e. коммутатор двух лиевых лифтов базисных векторных полей равняется неголономной производной Ли от лиевого лифта второго векторного поля относительно первого.5. Если vi, vi, vi — векторные поля, то

12 3 £ £Z) (D vi) = vlkvk- τk v'k,
312 12 3 12 3

D (b Va) = Vk Vk — Vk Vk + Vq v® — Z>β τΛ
3 1 2 12 3 3 12 12 3 3 12Циклируя эти выражения по индексам 1, 2, 3 и складывая полученные ра­венства, будем иметь

Ь (Ь vi) + b (b vi) + b (b vi) = o,
12 3 2 3 1 3 1 2

b (b va) + b (b va) + b (b va) = 0. (III.58)
12 3 2 3 1 3 12Эти равенства являются тождеством Бианки для лиевых лифтов данных векторных полей.6. Продолжая систему дифференциальных уравнений (III.47) относи­тельно линейно независимых форм ω', Θα и Θ, мы получим

dZ'k -Zt,⅛>k- Zį ωg + 2 Z,'“ • '» ¾ +
а— 1+ ∑Z'*∙  ∙^¾,..βh+(∑ ⅛Z"∙ ∙ i-ω- ...io +

6=1 <7=1

+ X ⅜ Z,̂  → ¾4)zį- z[l ω' + ŽL Θ∙ + A'k Θ, (III.59)
6=1

dz'lt-zw+ į z^∙∙∙⅛⅞...ata + (∑ ¾z"∙→<⅞ .λ +

6=1 a=l

+ ∑ ¾z'**  ∙∙ ¾ ¾ aJzi = ΖLω*  + ΖjsΘs + ^Θ, (Ш.60)
6=1

M≈> + (∑ ∂κz∖i'-∙'∙<5<ι ,a+⅛ ⅛Z^∙→⅞ . )x
’ o-l 4-1

x D Zκ = B,k⅛k + B[ 0» + Br q (Ш.61)
υ •

4. Liet. Matematikos rinkinys VI, 2
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Из (III.27) и (III.28) следует, что
р

dz,k-z,∣ ∑⅞ - z^ + ∑ z,,,' -,∙ą t +
л— 1

Д \ _ L+ 2 ⅛Z'*∙ →¾ Jzf = Zfz^ + ZfβΘ'+I>(Zf)Θ, (Ш.62)
5=1 v

dz1. -Z'ι ωS + į z*, "■ ⅞ ... *b. + ( Σ ⅛zΓ' ■ ■×

fl=l o=l

× Ч... ∕.+ Σ ⅛z3..........Ъ ¾ ... ) zf = z'to “* +

5=1 + Z⅛Θe+θ∖zJ)Θ, (Ш.63)
V где

b (z'k) ≈z'ktJ + zz ⅛ + zį «>« + Zβ ⅛ -t>
- Σ (z", ■■■ i° ⅛... .α* + ⅛z'', ■■■'∙ zf ⅛... J -

a= 1- ∑ ( zΓ ∙∙ ⅛..........  + ⅛Z*  - Zį ⅛ ,4 ) , (Ш.64)
5=1

b(ZQ = Z'k,v> + zlfi⅛ + zį f ∂κz,lιl∙ -Zf ×
V a= 1

× <... - Σ ( zΓ " < «*«  + ⅛zΓ '■ z'⅛ ... J∙ <πl∙65>

5=1Сравнивая (Ш.59) и (III.62), а также (III.60) и (П1.63), мы получим (левые части одинаковы): Ζl, = z{,. Žį = Zį, Z⅛ = Z'β,
A'k = Ь Zį, Λ' = b Zį. (Ш.66)

v vДифференцируя соотношения (П1.50), мы получим√(bz')+(∑ ∂rZ,∕∙- '< ω'ι .,o+ į ∂lZ*~ t> <⅛...J ×
° 'σ=1 ⅛≡l

L L L (Ш.67)× D Z*  = (D Zr)k ω*  + (O Zr), 0“,
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где

(D Zt)k = Z'k,v> + Z,, vk + Zk, а« + Z'0 0g -
О

- 2 (Z'l' -'- а'_ ,'k + ∂xZj,' '« Zl aį ,) -
a° 1

- ∑ (Z0*,∙ α4⅛...αt + ⅛Z'∙*∙∙∙ β*Zf  ⅛ ,i), (Ш.68)
6-1

(PZ')β = z1k, о*  + Z,e ag + Zį. а«- ∑ ∂xZ,∕' -'« Zζ ×
v β≡l

×⅛...ιo~∑ ∙* 4⅛....i. + ⅛^∙→Z'⅛, ). (Ш.69)
6=1Из (Ш.65), (ΠI.66), (Ш.68) и (Ш.69) следует, что

D (Z'k) = (D Z<)k, D (Z') = (D Z^)λ.
v υ v vЭти соотношения означают коммутативность операции неголономного диф- ференцирования Ли и операции продолжения системы дифференциальных уравнений поля расщепленного дифференциально-геометрического объекта в пространстве опорных элементов.7. Имея систему дифференциальных уравнений (III.67), мы можем най­ти вторую неголономную производную Ли от объекта Z7. Выполнив обыч­ную замену форм, мы получим

d(DZ')+(∑ ⅛Z,"∙ -'^ω^ ,a+2 ⅛Z*∙∙∙⅛x
' а-1 “ 6-1

× ωg β) bzx=(bzr)k'3c + (bzr),e° +DtZlQ, (Ш.67')
1 ■■ ■ ь/ v v v vгде

L L L
D>Z, = (D Zr)kvk+ (D Zr), e*  -
υ v v^(∑ ⅛Z,"1∙'>a'ι. + į ⅛Z*∙"s⅛ ) D Z*. (Ш.70)

I 1 v□-1 6-1 vСравнивая (Ш.61) и (ΠL67'), мы получим, что
L L L

Bį = (DZ1)k
v

, B£=(DZ')a, B'=D2Z'.
v v

(Ш.71)
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Таким образом мы получили правило для получения неголономных производных Ли высшего порядка. Для того, чтобы получить вторую него- лономную производную Ли дифференциально-геометрического объекта Zr, нужно продолжить преобразованную систему дифференциальных уравнений (III.47) относительно форм ωfc, Θα и Θ. Полученная система дифференциальных 
L ' __ _уравнений для D 7J характеризуется тем, что коэффициенты при ω*  и 0*  являются значениями неголономных производных Ли для один раз продол­женного объекта, а коэффициент при Θ и является второй неголономной производной Ли. Желая получить явное выражение для второй неголоном­ной производной Ли, мы должны в системе (III.61), учитывая (Ш.71), за­менить новые формы старыми и в полученных уравнениях приравнять коэф­фициент при Θ нулю. Из полученных соотношений однозначно определяется 

L
DiZ1 и получается формула (III.70).
kV * ' ■■ Продолжая систему (III.67). в силу соотношений (Ш.71), мы получим

<Z(D2 Z') + ( ∑ ⅛.κ, <’ ■'« ω'ι i° + 2 ⅛κ, Z'*' ' ' ⅛ х
V e—1 a Ь-1

V V

× ω0
<11 . . .

) dzk∙ i>z*-  + (∑ ∂κz,li∙ ‘° ¾ , +
b' v v ' aa = 1

Q r \ L l+ Σ ⅛Z'α"' ⅛⅞. .⅛) fZκ=∙O2Z(ω*  +
b=l

L _ L+ D2Zį Θα+ Z>3ZzΘ (III.72)
Отсюда легко получается формула для вычисления D3 Z, через известные величины и предыдущие неголономные производные. Последовательное частич­ное'продолжение системы (III.72) дает:

d(jj,Zl) + r,. ∑ ~ ∑ ,1.r.,. { ¾. Z∣l-M ,а +
t, c--ι (п----------- '-t.=r)

+ ∑ ⅜.... ,, Z'" → ⅛ .. 4 } D- Z*'  .. ■ Z*<  =

b≈∖
= Dr Z1k ωk + Dr Z'xΘa + Z><r+υ Z1 Θ (r=l, 2, 3, . . .). (III.73)

V v v
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Выполнив соответствующие вычисления, мы получаем рекуррентную формулу для вычисления неголономных производных Ли высших порядков через пре­дыдущие неголономные производные Ли:

t’

v* τl...*b
∖ b'∙ Zκ' . . . br'Zκ'. (III. 74) 
f V V

опорных элементов, в общем слу-самостоятельного дифференциаль-Из (III.73) следует, что в пространстве
Lчае, система величин Dr Zr не образует

Vно-геометрического объекта. Только для квазитензорного поля неголономная производная Ли любого порядка является обобщенным тензором, ибо в этом случае
tb

zlr (Z) - ∙'a zl +h"'-,°

z,r 4 (Z) = r√≈ι *ь zl + H'*∙  ∙ •’<
и дифференциальные уравнения (III.73) принимают вид

H1λi α* ω3 X
L L L _

× DrZκ = Dr Zrk ωk + Dr Zra & 
v v v

+ p(r^D z∕θ
v

О

(III.75)
Структура дифференциальных уравнений (III.23) система величин и (III.73) показывает, что
образует дифференциально-геометрический объект того же двойного порядка, что и исходный.

§ 4. Вертикальные неголономные производные ЛиЕсли в пространстве опорных элементов определено векторноеполе
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то, продолжая эту систему дифференциальных уравнений, мы получим
р f∑ j!(α-j)! { ω(p> ∙∙∙ pa ¾+ι ••• pa^ + ω(r

j=I
Pi ∙∙∙Pa

'(pι-pa⅛a+1...pa'>k

- Z0z(A . .ps Pi ∙ ∙ ∙ Pa

'0. ...

Ps 01 • •. 0jfe Х

a∙ [ ⅛4+,...⅛>r ¾...β,s∖(a-s)∖ J

.t¾,τ = ¾,...β,,ω* + ⅞∙∙ ⅛rθ,

ь f а
∙ 0i" ∑

*-1

*!(∂-Λ)∣ { Σ j!(a-j)! [ωθι∙.. , J≈l

l÷

d⅛β Pι - ∙'Pabι .

Х ω(Λ...J⅛0∙...0jk ¾+1∙∙∙^Jt+1∙∙∙⅛)r +

+ ω(‰ ... 0fc ‰ ...pa ∣0jt+1 ... 0ft)γ z(β1 ... βfc ω∣p1 ... pa ∣0jfc+1 ... ⅛)γ I ÷ 

+ ω(Λ...p, ⅞+1...pa)fc0ι ∙.∙06} + zr ωΛ .Pβ0ι --.06Y^

= zPι ...pβ⅛0ι ...06 ωfc + Zpi ...pflβ,... βiγ θγ∙Определим преобразование форм 0“:Θβ=Θα-zαΘ, (Ш.76)где DΘ = 0. Очевидно, что2)Θa = [Θp, ⅛ + [ωfc, <⅛, (Ш.77)где e ωg = ωg-zgΘ, ωE = ω⅞-zgΘ.Таким образом, при помощи вертикального векторного поля можно опреде­лить преобразование форм
,β> ∙∙.β. ~ ω‰∙∙∙ βo ⅞. .∙⅛θ∙
¾...*,-<¾...⅛-⅞. ..⅛θ- (Ш.78)
= fi¾...⅛-,⅛-t+1...β. *1 ∙∙∙ ka-b ^a-6 + ι • .3.θ∙причем новые формы имеют такую же структуру, как и старые. Неголо- номные производные Ли, получаемые при помощи вертикальных векторных полей, будем называть вертикальными производными Ли. Выполняя замену 
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соответствующих форм в системах дифференциальных уравнений рассматри- 

Lваемых объектов, мы получим (♦£> —символ вертикальной производной Ли): 

где

ω* il y[ω*+  YζΘa+ *DY'Θ,
Z

= Ziωt + Z'Θa+ *i>Z rΘ,
Z

αl ... xb

*Z) Y1 = Y1a za,
X

(III.79)

(III.80)
(III.81)

*PZ,-Z'z∙- į Zjfc " ,* ⅛ ... ∙t -
, а— 1

l ч
∙D U'= Ul f- 2 ■" 4 ⅛ ... ¾ ∙

fl= 1Для этих вертикальных производных Ли справедливы свойства, аналогичные свойствам 2 — 5. Неголономные вертикальные рядка образуются по таким же правилам, как Ли. Так как Θa = δE ω*  + δg Θβ, то вертикальная опорного объекта имеет вид
L

*D ya = za.
zСистема дифференциальных уравнений вертикального векторного поля инва­риантна относительно рассматриваемой замены форм, т. е.

L
*D 2a = О,

z

производные Ли высшего по- и неголономные производные неголономная производная Ли
(III.82)

и отсюда, в силу предыдущего равенства, следует, что вторая неголоном­ная вертикальная производная Ли от опорного объекта всегда равна нулю:
L

*d2 yι=o.
z

(III.83)
§ 5. Первая и вторая вариации интегралаПусть мы имеем интеграл

!=[■■■[ Fix', у*.  √s................ ⅛, ... ä ) [rf'*  ∙ ∙ ∙ rf'",]. (ПТ.84)
т

т
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который распространен по ш-мерной поверхностиX' = φ'(∕a) (III.85)базисного пространства Vn и содержит частные производные
Предположим, что пространство переменных (x,, χ* u, . . . , xî a ) под­вергается преобразованиям группы G(m\ а пространство параметров ^-группе Г(/п), определенной инвариантными фермами
Структура этих пфаффовых форм такая же, как и форм ω,', ωξ, ..., c∙√ /яг Дифференциальные уравнения поверхности (III.85) имеют видωi = λii⅛a∙ (Ш.86)Интеграл (III.84) можно привести к инвариантной формеI= ∫ ■■■/ F[θ1 . . . 8^∙]. (Ш.84')
Последовательные продолжения системы дифференциальных уравнений по­верхности (III.86) дают

^'≡dλl. +λi ωi- λ'19⅛ = λ' .-⅛S ,
« βι <Х1 κ 3 fiι 21 β ’≤ а. ≡ Ла. а. + 4 Ь <4 - 2 ⅛ (а, θ∣ j - λ'. »į а> ++ 4.4.ωb=λ⅛ft9ββ, (Ш.87)

αl ...

÷Σ⅛

5=1 ls- А?

Система форм ω', Θa, θa,вполне интегрируема и определяет
(χi, Vt, ta,

пространство представления А, ∙ ∙ ∙ , ⅛ ... δm)подгруппы прямого произведения групп G(m) и Г(от). Система форм 
ωl, Θa, &£, ⅝l. . . . , ≤ ...iπj, dF-F⅛ 
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также вполне интегрируема и определяет пространство представления

(xi, Уа, ta, ∙⅛1, • • • » ⅛l ... im> Л-Следует заметить, что система формω', θ-α, θ∙⅛1, . . . , θ≤l . . . 0tp тоже вполне интегрируема, первые интегралы ее определяют локальные координаты пространства поверхностных элементов высшего порядка K<t^n Если функция F известна, то при помощи этой функции можно в простран­стве переменных построить гиперповерхность, дифференциальное уравнение которой имеет вид:
dF-F⅛ = Fk<J + F,lθ° + Fa8-s + ∑ fį‘ ¾ θ⅛ ... i° . (III.88)

a= 1Дифференцируя внешним образом равенства
• * λajaΛ+∙∙+ ∑7Γ⅛.∙Λ ∑ Λ!∙1∙ ∙Λ! λ‰ ■ • sλ

j-l ,θx+∙∙ +∕j = fl)

Y fl! aß V -
5! (a —s)! (ai ... (Sj ®$ + i ■ * AP

s = 1мы получим ^8∙,<x1 ... ia =[ωz, B⅛ ... 5fl.∕] + [θ^, θ⅛1 ... Jo, ?] +

А при с = а, при c≠a.

⅛∙ 
о
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Продолжение системы (III.88) дает:vF4-Λ - Fi <⅛ - į F↑' ⅛ »į. ... aα =
α= 1

= F∣k ω' + Fat Θa + Fik ft“ + ∑ ∙ s° ft<1 ... ao , (III.90)
I α= IVF.-Fαfr∣ = ^ω*  + Fft,Θ^+ Fi,^a+ ∑ ⅛ ' fe »ft ... ⅛ ∙ (∏I∙91) 

α≈l α

m
vFi - Ft ft? - FftJt - 2 Ff, " i° ⅛ ... ft. t =

α∙=l

= Fak<J + F49 Θ<i + FSi ftfi + 2 ⅛'" 3“ »ft ... į. . (Ш.92)
a=∙ 1⅛_f*...£ f⅛...s⅛ =

a*=c
~ F% ■ t'tJ + F*-  s'Θα + 2⅜ ” 4<=fta +

+ Σ ⅞, ' '4λ ' 'Mi...⅛. (П1.93)
α-*  1где

Flk = Fkl, Faβ-Fu, Fag=⅛ ⅛ ∙∙*̂  ∙∙. ‰.f⅛ •••*.«.  ∙∙ 4,.Величины Fa образуют ковектор. Если Fβ = 0, то рассматриваемый интеграл не зависит от компонент опорного объекта у®. В этом случае при 
т = 2 уравнения (ΠI.90)- (Ш.98) были получены Л. Е. Евтушиком [6].Условия независимости рассматриваемого интеграла от параметрического представления имеют вид: Ffi = 0,~∑ ∑ τ∏~j, ⅛ ”■ »«(ft ... ft λft+1 ... ft) 5 = 0∙

j=l β=jТак как формы ft®, . . . ao - линейно независимы, то эти условия принимают вид: Fs = 0,
∑ aF↑'b ⅛λi, ... s^ = ⅛F,
o= IΣ 7∏⅛jΓ • • М1+‘ 44+1 M = θ∙ *≈ 2∙ 3..............m- <ιπ∙94>

α≈=5Эти условия в голономном репере при т = 1 впервые получил Цермело и при любом т — А. Кавагути, а в неголономном репере при m≈2 — 
Л. Е. Евтушик [6].
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К любому преобразованию (1.58) и (1.58а) форм ωi, ωih , однозначно присоединяется преобразование форм ⅜, ... ββ :θ,iι ... sa = ⅜. ... fiα ~ Aį, ... sa Θ, (III.95)

(III.97)
) [θ1 ∙ ∙ ∙ θ^,]. (III.98)

где
λ1∙ ∙∙-j14⅛

Первая неголономная производная Ли для функции F имеет вид (при Fa = 0): 
L m
DF = F,vl + F.^+ ∑ Fsk' -s-^,...t
V а=1и первая вариация интеграла (III.84) принимает форму81= f .∙. f (Fιυ' + F.v∙+∑^ -*∙⅛... tι

a≈ 1Неголономные производные Ли для величин Fkl Fa и ft • • Чследует из (ΠI.90)-(IΠ.93), имеют вид
DFk = Flk √ + Fβ* о*  + ∑ •• a∙ Λ'βl ... ⅛ +
9 о=1

+ Fι vlk + F0 ⅛ + Ffl ‘ ‘, a° Λ^1 ... fiα, k ,
β=IЬ Fβ = + F0β t>3 + jį ⅛ ••• ⅛ А*  ... 0→ F0 <
α=l∣F*  -⅛ = f*  ∙ ⅛√ + f*∙  ⅛t,∙ +

как это

(Ш.99)

(Ш.100)

где (Ш.101)

Λ⅛. 7⅛ ..

s=l
'+js-

∑α!s! σ⅛∣ ••• ks
4=1

*∙→*→∙∙∙4‰-J∙

Тогда вторая вариация интеграла (III.84) принимает следующий вид:82I = f ∙ ∙ ∙ [ ∣DFitl+DF.tf+ У D F↑, ä» Λ41 ... s )[⅛1∙ ∙ •»'"].(III.102) 
’ v V v a'a= 1Эта формула была получена Л. Е. Евтушиком при Fα = 0 и m = 2 [6].
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

О СВЯЗНОСТЯХ ПРОСТРАНСТВА ОПОРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ§ 1. Линейные связностиЕсли в пространстве опорных элементов задан некоторый дифферен­циально-геометрический объект, то при помощи этого объекта можно развить геометрию как теорию инвариантов и инвариантных операций, присоединен­ных к этому объекту и инвариантных относительно преобразований, опреде­ленных системой ωf = ω', Θα = Θα. Мы рассмотрим некоторые вопросы таких геометрий, соответствующих объекту линейной дифференциально-геометриче­ской связности и объектам других связностей.1. Объект линейной дифференциально-геометрической связности в V^n. Если T* +n(x, у) касательное дуальное векторное пространство пространства 
V^n, подвижный корепер которого составлен из форм ωi и Θa, то оснаще­ние пространства t;+n (х, можно определить при помощи формΘa = Θa+Γ*ω*,  (IV.1)причем величины Г£ должны образовать дифференциально-геометрический объект следующей структуры:i∕Γ*  — Г“ ω⅛ + Γ⅛ ωp — ω*  = Γ‰ ωz + Γpjt Θβ. (IV .2)Этот объект называется объектом линейной дифференциально-геометрической связности пространства V^n. В работе [5] приведен конечный закон пре­образования компонент объекта Г£.Последовательное продолжение уравнений (ΓV.2) дает (a + Z> = c):
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и

С

... βf кΣ 5! (c-j)! { 17β. ... β5 к I ω∣tγ I βj + 1 ... βc) ~ ω(γβ1 ... βj r∣tγ I βjψj ... βc) J ÷

+ Γ⅛ωβl... βcγ^^ ∏>l... βc∕ω*-ωβ, ... ß(.A- = Γβ1 ... βc∕Λω7÷ Γγβι ... βfjtθγ∙ (IV.5)Дифференциальные уравнения (IV.2) и (IV.3) можно переписать в виде:√∏ - Г® ωk + ∏ ωg - ωk = Gfk ωl + ⅛ Θ<*  (IV.2')и

где
ΛJα — Га _ Га Γβ

lkpl ... pc ∣kpl ... pc 1 {ikpl ... рс / 'Дифференцируя внешним образом уравнения (IV. 1), мы получимDΘa-[Θβ, ω5+Γ‰ω*]  = l ¾[ω", о’],'
(IV.6)
(IV.7)где ¾ = 2‰. (IV.8)Эти величины образуют тензор, который называется тензором кривизны объекта связности Г£.2. Индуцированные вертикальные линейные связности высшего порядка. 

Мы видим, что преобразование форм Θa, определенных равенствами (IV. 1), индуцирует преобразование формωg = ωg+Γ⅛ω*.  (IV.9)Из системы дифференциальных уравнений (IV.2) и (IV.5) следует, что каж­дая из систем
Г® (IV.10)образует дифференциально-геометрический объект. Конечный закон преобразо­вания компонент объекта (Г£, Γgfc), который называется объектом индуци­рованной вертикальной связности пространства V^n, был получен в рабо­те [5]. Дифференциально-геометрический объект (Г£, Г®*,  .... Г® β J будем называть объектом линейной индуцированной вертикальной связности порядка с пространства V^n. Формы этой связности имеют вид (IV. И)Дифференцируя внешним образом эти соотношения, в силу (III. 13) и (IV.5), мы получим

(IV.12)



198 В. И. Близникас

где

являются решениями системыЭти величины

(IV. 14)
С

j = l

Отсюда следует, что каждая из систем величин

<> ‰, .... <lv∙15) образует дифференциально-геометрический объект. Его будем называть пер­вым объектом кривизны линейной индуцированной вертикальной связности высшего порядка (порядка с) пространства VįĮ?N.3. Лифт объекта линейной связности высшего порядка. Если на ба­зисном пространстве пространства опорных элементов задан объект линей­ной дифференциально-геометрической связности высшего порядка (1.14), то преобразование форм ωi. . , определенное равенствами (1.11), индуцирует √ι ∙ ∙ ∙ √αпреобразование форм Θ≡ = Θβ+Γjω∖ (IV. 16)где
∏=∑tf,"'∙< ...,.∙ (ιv∙17)

0= 1Дифференцируя эти соотношения мы получим такую же систему дифферен­циальных уравнений как и (IV.2), причем
r⅛-∑tf1 ⅛..λ∙ <ιv∙,8)

a-= 1

I⅛-∑Mk"4..v (IV.19) β-iТаким образом, любому объекту линейно дифференциально-геометрической связности высшего порядка, определенному на базисном пространстве, одно­значно соответствует объект линейной дифференциально-геометрической связ­ности пространства опорных элементов. Этот объект будем называть лифтом объекта линейной связности высшего порядка.



Неголономное дифференцирование Ли 199
§ 2. Неголономное базисное дифференцирование

1. Вычислительные формулы. Если в пространстве опорных элементов задан объект дифференциально-геометрической связности Г£, то при помо­щи объекта индуцированной линейной вертикальной связности высшего порядка можно определить неголономное базисное дифференцирование сле­дующим образом. Если в системе дифференциальных уравнений дифферен­циально-геометрического объекта (III.23) заменим формы Θα, со® в фор­мами .Θa и (? β^, то получим
dz'+ ∑ zk '" i°< ..., + Σ zΓ, ' ... .o = ¼Z'ω*  + Z'Θ", (IV. 19)

a=l л= Iгде ¼Z'=Z(-Z'∏! + į ⅛Γ≡ v. (IV.20)
6=1Систему величин <ηkZl будем называть неголономной базисной инвариантной производной рассматриваемого объекта Zz. Неголономная базисная производ­ная продолженного объекта (Zz, Z⅛, Zį) имеет видvΛz[)=z(,-z(a ιγ-zzn++ ∑ “»Г». . ,i√⅛zJ- ∙ **ZfΓS,  4,). (IV.21)

6=1 v*  (Z')=ZL - zjβ г? - z⅞ rg4++ ∑ (zβ," a*ΓS,... a4lt+⅛Z^∙ ∙⅛Z⅞ηι ast). (IV.22) 
6=1Продолжая систему дифференциальных уравнений (IV. 19), мы получим (счи­таем, что формы ωk и 0“ - линейно независимы):

<∕(V*Z')-v,Z¼i+  ∑ ⅛z∕l ∙'<∙¼Zi∙ω'ι /<f+ ∑ z"' -i<∙ω∣t l't +
a≡l а=1

+ ∑ - 4 = Elkiω' + Ei,^ (IV.23)6-1и
dZ1.-Z⅛⅛ + ∑ ⅛z"∙ ∙'^Ziω*  2 0lZ'∙∙ -¾Z⅛¾ % +

д-1 a 6-1

+ ∑ Z,*'  ⅛ ⅞ l4a = Е‘к,о? + ¾ Θ∣≡, (IV.24)
6=1где

⅛ι=∣(∕%z(- ∑ J⅞...⅛* z*"
4=1

(ΓV.25)
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и ¾ = ⅛. Если заменим формы Θα, ω∙ β формами Θα и ω*  β , то система (III.28) примет видrfZ'-Z£«®+ £ ∂t,Zr∙' ,∙Z⅛⅛ ,o +

а= 1

+ У (∂tz'α, ""4Ziω∣i +z'α, ■ ⅛ω<j ) =v l 3 α α∣ ... Р aι ... a^ a,
⅛=1 = V*(Z')ω t + Z⅛Θ∣>. (IV.26)Из (IV.24) и (IV.26) следует, что½=¼Zi, ∕⅞3=Z'aβ. (ΓV.27)Дифференцируя равенства (IV.20), в силу (III.23), (III.27), (III.28), (IV.2) и (IV.4), мы получим<∕(V*Z')-V,Z'ωJ+  f ¾⅛ ∙,∙⅛Z1<⅛ ,,+ £ Z",' ' ‘‘ ω'. +

а=1 o=1+ У ∂lZ,*'  •• ⅝Z⅛ ajι= (vtZ9,ω' + (vtZ⅛Θ≡, (IV.28) 
6=1где

(v4z'),=z(,-zςi7-z'i⅛ ++ ∑ (Z'σ, ∙tηι....t,t + 0rZj- ∙*ZIΓB 1 at,) (ΓV.29)
6=1и (v*  Zr),=Z'll, - Z⅛ Г? - Z'0 Γgt+

+ ∑(z'°' -⅛ΓJ1 e6ajt + ⅛,z^ -⅛ZiΓjι %4). - (IV.30)
6=1Отсюда, в силу (IV.21) и (IV.22), следует, чтоV/ (Zį) = (¼ Z⅛, vk (Z') = (vfc Z)λ . (IV.31)Эти соотношения означают коммутативность операции неголономного ба­зисного дифференцирования и операции продолжения системы дифферен­циальных уравнений поля дифференциально-геометрического объекта (III.23) в пространстве опорных элементов (относительно слоевых форм).2. Обобщение тождества Риччи и Бианки. Систему (IV.28) можно пе­реписать в виде<∕(¼Z')-V,Z'ωt+ ∑ Z", ',4*Z iω', ..λ + ∑ Z* 1 i->ω'ι +

o=l о=1

+ ∑ ∂lZ,̂ - → v*Z^ω∙  ab = v,(¼Z')ω' + ¼Z'Θ∖ (IV.28')
6= 1где V∕(V*Z ,) = V*Z, ,-I7vaZ'+ ∑ ∂lZ'* , ⅛vtZiΓJι

4-1
(IV.32)
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Из (IV.22) и (IV.32) следует, что

⅞'∕ = V∕(¼Z')∙ (IV.33)Отсюда, в силу (IV.25), мы получаем обобщенные тождества Риччи для вто­рых базисных неголономных производных:V,V*Z'-V*V,Z'=-Λ⅛Z'  + į (IV.34)
6=1На основании этих тождеств, следуя В. В. Вагнеру [31], можно ввести по­нятие неголономной производной Риччи для дифференциально-геометриче­ского объекта Z1 при помощи равенств

‰Z'=R1kZ!t- į ¾ ... <,4,iZ'α, - (IV.35)
6=1Следует отметить, что неголономные базисные инвариантные производные высшего порядка от рассматриваемого дифференциально-геометрического объекта можно получить последовательным продолжением системы (IV. 19) (они являются коэффициентами при ω*).Так как

¼ Ry = 2 (Г? [,λ + Γ‰ u Г§ + p Γffc lЛ) - 2 (Г? (,л + Γ⅞ [1∙ Г§ + Γg [,∙ Γfγ ∣ л) ΓJ,то, альтернируя по индексам f, j и к, получаем обобщенные тождества Бианки для неголономных базисных инвариантных производных тензора R*  (учитываем, что Γ‰7=Γ¾z∙)r
¼ Rį + γiR⅛ + v, R* ki = 0. (IV.36)В частности, если имеем горизонтальное тензорное поле, определенное системой vηg=7‰ω*+ηβ αθ',то обобщенные тождества Риччи (IV.34) принимают для этого поля вид 2Vι∕¼]^=-<TgJα. (IV.37)Эти же обобщенные тождества Риччи для вертикального тензорного поля 

Т$, определенного уравнениямиv7⅛ = 7‰ω*  + ηgγΘτимеют вид
2Vt∕V*) r<⅞>= -¾T(⅛,τ +

+ f ¾ ∙γ ∙⅛⅛ - ∑ ‰,.3f‰. (IV.38)

α=1 α=l
аЕсли на определено поле вертикального линеара с типовойматрицей C⅛ (α = 1, 2, ..., R), то определяющую систему дифференциаль­ных уравнений этого поля можно представить в виде

<⅛+ Σ ⅛>∙∙γ∙^^- ∑ ⅛<..γ..Aω⅛+
5=1 5=1

+ Cį ⅛ <4=⅞ k <*k + ⅜J γ Θγ. (IV. 39)

5. Liet. Matematikos rinkinys VI, 2
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Понятие линеара введено А. Е. Л ибером (см. [20]). В этом случае тожде­ства Риччи имеют вид:
Р2w¼1⅛=-<⅛γ+ ∑ ⅛⅛∙'γ" αp-

s = 1- Σ ‰⅛... Г... ββ+ λ⅛ c⅛ ∙ (IV.40)
5 = 13. Тождество В. В. Вагнера. Так какД,Г£ = ?4г>’, ⅛... 9β* = v*¾ ... 0α.где (vk, va) — лифт базисного векторного поля vk, то изменение порядка не- голономного базисного инвариантного дифференцирования и неголономного дифференцирования Ли характеризуется соотношениями^(¼Z')-¼(Λz')= 2 Z* 1 " ⅛⅛ 0,6t-Z,βb.Γg. (IV.41)

6=1Для частного случая пространств опорных элементов, т.е. когда опорным объектом является тензор, с аффинной связностью эта формула для произ­вольного тензорного поля (линейного и однородного дифференциально-гео­метрического объекта первого и второго класса) была получена Б. Л. Лап­тевым [14], а для вертикальных объектов составного многообразия — В. В. Вагнером [10], и поэтому формулу (IV.41) будем называть тождеством В. В. Вагнера.
4. Тензор деформации. Пусть в пространстве опорных элементов заданы две дифференциально-геометрические связности Г£ и Г£, причем— Γgω⅛ + Γj⅛ωp - ωg - ⅛ωz+ ⅛Θβ. Тогда величины 7^=⅛-∏,в силу (IV.2) и (IV.22), образуют обобщенный тензор, т.е. v7S = 7⅛ω'+7‰Θβ,где

Tfk=r⅛-τ‰2¾ = ⅛-Γgfc.

(IV.42)
(IV.43)
(IV.44)(IV.45)(ΓV.46)Обобщенный тензор 7? мы будем называть тензором деформации рассматри­ваемой связности Г£. Тензоры кривизны связностей Г? и Г? связаны соот­ношениями:

⅛∙ = Rfj + 2vι,∙ Т% + 27? [{7$, (ΓV.47)где vi7y — неголономная базисная производная тензора деформации 7? от­носительно объекта связности Г£. Отсюда следует, что две линейные связ­ности Г? и Г? имеют одинаковые тензоры кривизны тогда и только тогда, когда тензор деформации удовлетворяет соотношениямVü^+I?t.^=0- (IV.48)
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§ 3. Горизонтальные линейные связности высшего порядка

1. Усеченные горизонтальные линейные связности высшего порядка.Дифференциально-геометрический объект Hikk . (α=l, 2, .р), опреде­ленный на при помощи системы дифференциальных уравнений
(IV.49)будем называть горизонтальным усеченным объектом линейной связности высшего порядка (порядка р) пространства V^}n. Продолжая систему (IV.49), мы получим

¾(Λ ∙ ∙∕jωΛ+ι •• 4>' + Я*(Л ∙ Λ⅛+. ∙∙∙4>>*, ω<>. ∙∙√,Я1*'иΛ+1 ∙ ∙⅛'^

(IV.51)Формы линейной связности высшего порядка в этом случае имеют видω' . = ωi. 
J* - Ja Ji (IV.52)На основании этих соотношений можно определить формы ΘαzΘa = Θa + 7⅛ωfc, (IV.53)где

р⅛=∑ rf""ia⅛l,...ill∙ (IV.54)
IДифференцируя эти равенства, в силу (1.10) и (IV.49), получим систему дифференциальных уравнений, структура которых такая же как и структура дифференциальных уравнений линейной дифференциально-геометрической связности пространства V(„^N. Таким образом, если в пространстве за­дан усеченный объект линейной связности высшего порядка (порядок совпа­дает с классом опорного элемента), то к ней всегда однозначно присоеди няется объект линейной дифференциально-геометрической связности и, согласно результатам § 1 гл. IV, индуцированный объект вертикальной связности высшего порядка.
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а

D(*h..J a~ Σ Jl (α-5)l Hλ..∙V 4+1∙∙∙∕fl)J =j-l= 1 ω'J + ⅛..∙4*a^∙  “‘b (IV.55)
где

a
Rh∙..Jakħ~2(yVcHh]Jl ...Ja Σ iy[ (a-j)∣ ⅛.∣(Λ ...∕f j⅛]√,+1.

5 = 1
..yo>z)> <lv∙56>

⅛...>flAa=⅛Λ..√β

и y⅛ - символ неголономной базисной произодной относительно объекта Н%. Полученные системы величин, как это следует из (ΓV.2), (IV.50), (IV.53) и являются решениями (IV.51) и системы
d^Jl...Jakh ⅛ ...7a∕AωA÷⅛ ...jflwω^ + Σ 5∣(α-5)l ⅛...∕r ∣AAω∕∣yf+1...4) 

s = 1 (lv∙57) из которых и следует, что j⅛ . kl и Sį j кл являются самостоятельными дифференциально-геометрическими объектами. Дифференциально-геометриче­ский объект ÄJ j kl будем называть первым картановым объектом кривизны усеченной горизонтальной линейной связности порядка р пространства V^n, а S'i j k(t — вторым картановым объектом кривизны рассматриваемой связ­ности.3. Горизонтальные линейные связности высилега порядка. Произвольную горизонтальную линейную связность высшего порядка определим формами ω', Θα и
¾ = Ч ..∙4 + ¾ ...jaωt + ca>, (IV-58)Дифференцируя эти соотношения внешним образом, мы получим

d¾-)a-Σ 7i⅛⅛ ⅛...√ ¾+1...⅛z1=[δ¾..∙v “‘]+j = 1+ tAciA...ye» θa]- 2 ∑ d(a-j)! (h∣<Ui∙- √∕∣‰..∙4)Γs = l
-¾Λ∙..yj¾∣y,+1 .,.7β)∕Hω*'  ω*l~  Σ ^sl(a-j)! (fiI(Λ...y,c∣aM,+x∙..∕β)i"*

5 = 1

а

” ^2 Σ s! (a—j)! (A ■ ∙.7jCl ßI Js+1 ∙∙Ja)l~

s = 1-‰..λ⅛+1...√iθb' θβ]- <ιv∙59>
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где

а\ ωi. (IV.60)
'aJι ∙∙∙Jc 'ajι - --Jc

-∑ 7!⅛^<Λ..4‰∙∙ Λ.>'-ωJb...^UlΛ+l..Λ>')∙ <lv∙61> 

s = 1Отсюда следует, что в пространстве V^n определена горизонтальная ли­нейная связность высшего порядка тогда и только тогда, когда задано поле дифференциально-геометрического объекта
AciA...;o=CU..4“fc+'CU...;1,®ß-Этот объект мы будем называть объектом горизонтальной линейной связно­сти высшего порядка пространства F¾,,λγ.Введем формы

(IV.62)

где Θβ = 7⅞Θlj + 7⅞ωfc, (IV.63)
'βh∙..√ (ΓV.64)

а=1

⅛-∑√, "'β¾
β=lОказывается, что величины Hį образуют вертикальный тензор, т. е.V Щ = ¾ ωfc + ¾ 0v, (IV.66)

а Нк — объект линейной дифференциально-геометрической связности, т. е.V Щ - Hį = ⅛ ωl + Hξk Θβ. (ΓV.67)Объект горизонтальной линейной связности высшего порядка будем назы­вать нормальным, если

lkil...ia∙ (IV.65)

т. е. (IV.68)
Σ^, ∙'^¾,...iβ=o.
а= 1Последовательно продолжая систему дифференциальных уравнений объекта 

Щ. = *Н$Н%,  где *HξH%≈δξ  и dėt||Hį|| Ф 0, мы получим индуцированный объект вертикальной линейной связности высшего порядка, т. е.
• i, (IV.69)

∣kpι ...pt

(ΓV.70)
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причем структура форм ∆¾1∙.,t1 ДЯ« . %itpi p° и ДЯ« м такая же как и левых частей уравнений (IV.3) —(IV.5).
4. Картановые объекты кривизны нормальной связности. Формы верти­кальной аффинной связности, индуцированной нормальной горизонтальной линейной связностью, имеют вид (Г£ = Г0:

⅞...aβ=ωζ1...aβ+⅛...aβ*ω*∙В силу (IV.63) и (IV.68), соотношения (IV.58) можно переписать образом
(IV.71)следующим

где ¾...4 = < ∙4+σ'tt∙∙∙>.ω*+c'^∙∙∕Λ' (IV.72)
¾...∕o*=¾...> o-ciΛ...>α⅛и (IV.59) принимает вид:

а
d⅛..j.~Σ T(⅛! ⅛..∙v ¾+1 .∙Λ'1=

5 = 1= I 7V v>t' "K...∕.tX Θ∙]+ ⅛ .,o,β[Θ∙. <и. где
λ(√i ∙ ∙ ∙A

(IV.73)

(ΓV.74)
(ΓV.75)

sL. (IV.76)и
а

Σ si(α-s)∣ (ci(Λ■■ Λciβ∣4+1 ∙ ∙⅛'- -<¾o,,'∖q.M,+,...>,>∕)- (ιv∙77>а uλ — символ неголономного частного базисного дифференцирования отно­сительно объекта и Rkh — тензор кривизны связности Щ.Структурные уравнения (1.1) в этом случае можно переписать в виде
D ω' - [ω*,  ω⅛] = ∣ R,kh [ωt, ш‘] + CĮ*  [Θ≈, ω*],  (IV.78)где

R^ = 2(H[ktt + CalkH^. (IV.79)Тензор Rikh называется тензором горизонтального кручения пространства 
V(n^N с горизонтальной линейной связностью высшего порядка, а Ciak - тен­зором кручения (см. [5], стр. 18—19). Дифференциально-геометрический объект

Rhkh' ¾*A , RJJ»kh>

TĮi fit
j.kh∙ ^J.∣,M-.∙ • • • ’ rJ1 ...jpkh (IV.80)
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будем называть первым картановым объектом горизонтальной кривизны про­странства V^}n. Этот объект в качестве подобъекта имеет тензор Rl kh, который называется первым картановым тензором горизонтальной кривизны (см. [5]).Дифференциально-геометрический объект

sΛka' sjljtk<x'

c∣∙ ę*  S!iJ∖ka' j1Jtkx' •••’ °j∖...jpka (ΓV.81)будем называть третьим картановым объектом горизонтальной кривизны. Ве­личины образуют тензор, который называется третьим картановымтензором горизонтальной кривизны (см. [5]). А дифференциально-геометри ческий объект
Pi√ιαβ,

Pi Pi√ι≡β, А/, aß’

Pi Pi Pi√1aβ, √ιΛaβ, ’ ’ ’’ 2∕l ..√p<xβ (ΓV.82)назовем вторым картановым объектом горизонтальной кривизны (он в каче­стве подобъекта содержит второй картановый тензор горизонтальной кри­визны).В этом случае так же имеется и первый объект кривизны индуцирован­ной линейной вертикальной связности высшего порядка, который имеет та­кую же структуру, как и (IV. 15).
Вильнюсский Государственный педагогический институт Поступило в редакцию1.Х.1965
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NEHOLONOMINIS LI D1FERENCIAVIMAS 

IR TIESINIAI SĄRYŠIAI ATRAMINIŲ 
ELEMENTŲ ERDVĖJE

V. BLIZNIKAS
(Reziumė)Pirmame skyriuje yra išdėstoma invariantinių operacijų ir sąryšių teorija diferen­cijuojamoje daugdaroje Vn. Dalis šio skyriaus rezultatų yra referatyvinio pobūdžio ir išdėstomi G. Laptevo metodu (§ 1—6). Surasta nauja schema neholonominio Li diferen- ciavimo, kuri yra skirtinga nuo L. Evtušiko schemos [6]. Tenzorinių sąryšių teorija G. Laptevo metodu yra išdėstoma pirmą kartą.Antrame skyriuje yra nagrinėjama tenzorinių atraminių elementų erdvė. Išnagri­nėta tiesinių elementų erdvės tiesinių sąryšių teorija, beveik kompleksinės struktūros tiesinių elementų erdvėje, tenzorinių atraminių elementų erdvės įvairūs tiesiniai sąryšiai, tiesinio tenzorinio sąryšio Kartano kreivumo tenzoriai.Trečiame skyriuje yra nagrinėjama erdvė ∏jpjy√. Pateikiama nauja neholonominio Li diferenciavimo schema, o taip pat ir vertikalinio neholonominio Li diferenciavimo schema.Ketvirtame skyriuje yra nagrinėjami įvairūs erdvės V∞λγ sąryšiai (tiesiniai sąry­šiai, indukuoti vertikaliniai tiesiniai sąryšiai aukštesnės eilės, bazinių aukštesnės eilės tiesinių sąryšių liftai, horizontaliniai aukštesnės eilės tiesiniai sąryšiai, Kartano kreivu­mo objektai).

N1CHT-HOLONOME LIESCHE DIFFERENZIERUNG
UND LINEARE ZUSAMMENHÄNGE IM STÜTZELEMENTENRAUMV. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)Im ersten Kapitel werden wir die inwariantische Operationen und Theorie der Zusammenhänge in differenzierbare Mannigfaltigkeit Vn entwickeln.Zunächst im Kapitel 2 versuchen wir das tensorische Stützelementenraum. Es seien 
xi die Koordinaten eines Punktes in einer л-dimensionalen Mannigfaltigkeit Vn. Adjungie- ren wir nun in jedem Punkte von V,l ein beliebiges Tensor w'I ' 1p , so kommt л ... jqdie Mannigfaltigkeit, die aus allen tensorischen Stützelementen (xi, wfy ) besteht. Diese Mannigfaltigkeit nennt man einen tensorischen Stützelementenraum. Der erste systema­tische Aufbau einer Geometrie des tensorischen Stützelementenraumes ist von B. L. Laptew mit Hilfe der Tensorrechnung entwickelt. Wir werden die Theorie der verschiedenen linearen Zusammenhänge der Linienelement- und tensorischen Stützelementenraumes mit Hilfe der Methode von G. F. Laptew begründen, und dann entsprechende Cartanische Krümmungstensoren definieren. Auch ist von uns die Theorie der fastkomplexen Struktu­ren des Linienelementraumes entwickelt.Das dritte Kapitel behandelt die neue Herleitung der nicht-holonomen Liesche Differenzierung im willkürliche Stützelementenraum.Im letzten Kapitel haben wir die Theorie verschiedener Zusammenhänge, d. h. li­nearer Zusammenhänge induzierter vertikalen Zusammenhänge von höheren Ordnung, horizontaler Zusammenhänge von höheren Ordnung u.s.w., der Stützelementenraumes begründet.




