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К ВОПРОСУ О СХОДИМОСТИ СУММ СТУПЕНЧАТЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ПРОЦЕССОВ к ПУАССОНОВСКОМУ

Б. ГРИГЕЛИОНИС1. Случайный процесс {У(z), ∕≥0} мы называем ступенчатым, если приращения X(t)-X(s) (t>s) принимают лишь целые неотрицательные зна­чения и с вероятностью 1 JV(O) = O.В работе автора [1] исследовались условия сходимости сумм Xn(t) = 
кп= 2 X∏-W, rAθ Х». (О — независимые ступенчатые случайные процессы, к r= Iпроцессу Пуассона. Сходимость процессов понимается в смысле слабой схо­димости любых конечномерных распределений к предельным. В [1] доказано, что, если слагаемые процессы Xnr(t) бесконечно малы, то для сходимости сумм Xn(t) к процессу Пуассона с ведущей функцией Λ(∕) необходимо и достаточно, чтобы при любых фиксированных s и t (s < t) при n→∞ 

knΛn(r, «) = ∑ P"'(i'∙ t∙ s)→Λ(t)-Λ(s)
r=l

И
kn (l-Λr(0∙, t, 0)-р„(1; t, 0))→0, (1)

r=lгде обозначено pnr Ųc, t, s) = P{Xπr(t)-Xπr(s) = k}, а бесконечная малость процессов Xπr(t) (l≤r≤^zι) понимается в смысле равенстваlim max (l-pπr(0∖ t, 0)) = 0 (2)
n→oo 1 ≤r≤Arn ' 'при каждом фиксированном t.В настоящей заметке мы приводим условия, эквивалентные (1), но су­щественно более простые. Пусть Λπ(r) = Λn(r, 0).

Теорема 1. Для сходимости сумм независимых бесконечно малых сту­
пенчатых случайных процессов к процессу Пуассона с ведущей функцией 
A (t) необходимо и достаточно, чтобы при любом фиксированном tlim Aπ (t) = A (t)

n→∞lim Ψn (z) = 0. (3)π→∞Доказательство. Достаточно, конечно, доказать эквивалентность условий (1) и (3). Условия (3) следуют из (1) при j = 0. Таким образом
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остается показать, что из условий (3) вытекает, что при любых фиксирован­ных s и t
Aπ(t + s, s)→Λ(∕ ÷s)- Л (5) (∕ι→oo).С этой целью установим следующее неравенство.Лемма. Для любого ступенчатого случайного процесса X(t) P{ X(r + s) = l}-P{y(j)=l }-P{y(r + 5)-Y(5)=l}∣≤2P{y(r + 5)≥2}. (4) Действительно,Р {X(∕ + 5)= 1 } —Р {X(j)= 1 } —Р {y(∕ + 5)-y(5)= 1 } == P {y(z + j)≥l}-P {X(s)≥ 1 } —Р {*(∕  + 5)-Jr(5)≥l}- -Р {X(r + s)≥2} + P {X(5)≥2} + P {X(t + s)-X(s)≥2} = =P {X(t+s)> 1 }-Р {(x(s)≥ 1) и (x(z + j)-X(j)≥ 1)} + + Р ∣(xW>l)∩(x(r + 5)-X(5)>lj∣-P {X(t + s)≥2} ++ Р {X(j)5≈2} + P {X(t + s)-X(s)≥2}. (5)Мы пользовались элементарным свойством вероятности: для любых событий 

А и В
Р {Λ} + P {B} = P {Λ∪B}-Р {Λ∩B}.Поскольку Р ∣[x(i)>l]u(2'(Z + j)-X(j)>l)∣ = P{y(∕ + f)⅞l} и Р {(x(j)>1)∩(x(Z + j)-X(s)≡⅛1)}≤P {X(t + s)>2},

то из (5) получаем, что-Р {y(r+j)≥2}≤P {y(r + j)=l }-P {y(5)=l }-P {X(z+j)-X(j)=1 }≤≤P {X(s)≥2} + P {y(r + s)-X(1y)≥2}≤2P {X(t+s)≥2}.Отсюда и следует неравенство (4).Воспользовавшись леммой и условиями (3), находим, что lim∣Λn(∕ + j, 1y)-A(r + s) + A(s) ∣ = lim ∣ An(∕÷j, s) - Лл (f + s) + Лл (s) ∣ = 
n→∞ ■ n→∞

kn= lim I 2 (рЛг(1; t + s, s)-pnr(Vi t + s, 0)+pnr(l∙, s, 0)) ∣≤ n^^* 0° Г=1
kn≤lim У ∣P {‰(r+j)=l}-P{‰(j)=l}-P{‰α+^)-X,rW=l}∣≤ г-1

k∏≤21im У Р {Arπr (Z + i) >2} = 21imΨn(Z +j) = 0.∏→∞ Λ→αθГ = 1Теорема 1 доказана.2. Далее будем рассматривать случай, когда слагаемые процессы Xfιr(t) являются процессами восстановления, т. е. такими ступенчатыми случайными процессами, для которых расстояния τj**  между к и & +1 единичными скач ками независимы между собой (τ<θj - расстояние от 0 до первого скачка см. [2]).
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Обозначим А, (/) = Р { τ<ω < ∕}, F„ (I) = Р { τ<'> < t}.Поскольку в этом случаерлг(0; ∕, 0) = P{τff≥r}=l-Fnr(0и рлг(1; t, 0) = P{τ<θ><Z, r^ + τ^>t}=Far(t)-Fπr(t) * Fnr(t), то условие (2) бесконечной малости процессов Xπr(t) (1 ≤ г ≤fc,,) равносильно требованию, чтоб при любом фиксированном tlim max Fπr(t) = Q,

n→∞ 1 ≤ г ≤ ⅛πa
kn

Λ,ω=∑ Ar(o-ψ.ω
r=l

И
kπ

'V'(t)= f Fnr(t) * Far(t).

r=lОтсюда и из теоремы 1 немедленно следует такое утверждение.
Теорема 2. Для сходимости сумм независимых бесконечно Малых про­

цессов восстановления к процессу Пуассона с ведущей функцией A (t) необхо­
димо и достаточно, чтобы при каждом фиксированном t

knlim У Ar(∕) = Λ(τ)"x ,-l
и lim 2 Fm(t) * F,,(t)=0. (6)

n→∞ r= 1Условия (6) являются существенным упрощением условий, приведенных автором в [3] и П. Франкеном в [4], а также обобщением результата автора в [2]. Заметим, что мы пользовались лишь независимостью τjp и τ<P и что нам не существенно, чтоб τ<πkr* при k ≥ 1 имели одинаковую функцию распре­деления.
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LAIPTUOTŲ ATSITIKTINIŲ PROCESŲ SUMŲ KONVERGENCIJOS 
Į PUASONO PROCESĄ KLAUSIMU

B. GRIGELIONIS

(Reziumė)Darbe randamos iš esmės paprastesnės sąlygos, ekvivalentiškos būtinoms ir pakanka­moms sąlygoms laiptuotų atsitiktinių procesų sumų konvergencijai į Puasono procesą, gau­toms autoriaus [1] darbe. Taip pat gautos bendros sąlygos atstatymo procesų sumų konver­gencijai į Puasono procesą.
TO THE QUESTION ON CONVERGENCE OF THE SUMS OF THE 

RANDOM STEP PROCESSES TO A POISSON PROCESS

B. GRIGELIONIS

(Summary)In the paper an essentially simpler conditions equivalent to the necessary and sufficient Conditions for convergence of the sums of the random step processes to a Poisson process, given by the author in [1], are proved. The general conditions for convergence of the sums of the renewal processes to a Poisson process are also given.


