
4VI LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК

РЯДЫ ДИРИХЛЕ С НЕРЕГУЛЯРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 
АРГУМЕНТОВ ПОКАЗАТЕЛЕЙГ. Л. ЛУНЦАвтором был доказан ряд теорем об особенностях функций, представи­мых рядами Дирихле с комплексными показателями

(1)в случае, когда последовательность показателей {λπ} имеет угловую плот­ность в смысле Б. Я. Левина, и о связи между областями голоморфности и сходимости таких рядов (см. [1]). Сопоставление этих результатов с одной теоремой А. Ф. Леонтьева [2] позволяет получить некоторые утверждения и для более общего случая [3], когда предполагается лишь существование ко­нечной верхней плотности последовательности модулей показателей. Однако, эти утверждения являются значительно более слабыми, чем в случае суще­ствования угловой плотности, причем в них не учитывается степень нерегу­лярности распределения аргументов показателей.В настоящей статье рассматриваются функции, представимые рядами Дирихле с комплексными показателями, в предположении, что последователь­ность модулей показателей измерима, то есть имеет конечную плотность τ=π⅛πτr∙На аргументы показателей никаких ограничений не накладывается, однако степень нерегулярности их распределения учитывается. В случае, когда не­регулярность „мала“, утверждения соответствующих теорем оказываются близкими к имеющим место в условиях существования угловой плотности последовательности показателей.Мы ограничиваемся рассмотрением случая, когда последовательность {λ∏} заключена в угле раствора, меньшего π, так как, пользуясь методом статьи [1], от этого случая нетрудно перейти к общему.
§ 1. Пример нерегулярной последовательностиГоворят, что последовательность {Хл} имеет угловую плотность [4], если существует такая неубывающая функция σ(φ), что, каковы бы ни были φ1 и φ2, не принадлежащие некоторой исключительной счетной после­довательности, σ(φ2)-σ(<Pι)= lim (1.1)I Ил I ’
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где { μn} — последовательность, состоящая из тех членов последовательности {λn}, для которых argλπ∈[φ1, φ2]. Функция σ(φ) непрерывна всюду, кроме точек исключительной последовательности.Построим такую последовательность {λn}, что соответствующая после­довательность {Iλπ Į} имеет плотностьlim - 'l < ∞ ,
λ→∞ I λzj iтогда как сама последовательность {λπ} не имеет угловой плотности ни в каком угле. Для этого разобьем последовательность натуральных чисел на группы, включив в к-ую группу числа 2*-1, 2*^1+ 1, ..., 2* — 1 (к = 1,2, ...). Пусть, далее, φ1, φ2, ..., φn, ... — последовательность всех рациональных чисел на интервале [0, 2π). Положим ^Kn = nefk для всех п, принадлежащих fc-ой группе. Легко видеть, что построенная последовательность не имеет даже конечной максимальной угловой плотности, то есть что ее нельзя включить в последовательность, имеющую угловую плотность. Это следует из того, что если {ХЛА.}-та часть последовательности {λπ}, которая принад­лежит некоторому углу, то, как бы мал ни был этот угол, максимальная плотность последовательности {Į ^Kr,k |} (то есть наименьшая плотность изме­римой последовательности, включающей последовательность {∣λz,J}) равна 1.

§ 2. Оценка канонического произведенияПусть последовательность {λn} заключена в угле ∣argz∣≤a<^- и су­ществует конечный предел
iim 1TT=τ∙
∏→x> I лл IПредположим, далее, что угол ∣argz∣≤a можно разбить на такие углы θ1, θ2, ..., ⅛k, определяемые неравенствами-a = Θ0≤argz<Θ1, Θ1≤argz<Θ2, ..., Θjfc.1 ≤argz≤Θfc = α,что существуют плотности подпоследовательностей последовательности {∣λj}, состоящих из всех тех ее членов, для которых λn∈θz, (р=1, 2, ..., к\ Обозначим эти плотности через τ1, τ2,. .., xk. Очевидно, что τ1 + τ2+ . .. + τjk = τ. В дальнейшем через θ1, θ2, ..., ⅛k мы будем обозначать не только ука­занные углы, но и растворы этих углов.Оценим модуль канонического произведения

1(≈>=∏(1-⅞).
Если λ>0, a>0, то величина ∣x2- a2e2'φ∣ увеличивается с увеличением I φ Į при I φ I < у и уменьшается с увеличением ∣ φ | при у ≤ ∣ φ ∣ < π. При этом значения ∣ x2 - a2 e2iφ | при φ = у — β и φ = у + β одинаковы. Отсюда 
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следует, что если

z = re⅛, α<φ≤y и Θ,,1~1 ≤ φ- у ≤ 0„„ТО
(2.1)

^ п
р=ш+1

(2.2}
где ΘJπ - то из чисел Θw.1, Θw, которое дальше от φ - у. Известно (см., на­пример, [4]), что если последовательность положительных чисел { μn} имеетплотность D и
ТО при φ≠0, φ≠π
Отсюда, с помощью неравенств (2.1), (2.2) после несложных выкладок можно получить следующие оценки, справедливые при любом ε>0, если г достаточно велико, a<φ≤y, φ — у∈‰ι In Į L (rei*) I < π [τ1 sin (φ + a-θ1) ÷ . . . +τzπ,1 sin (φ + a-θ1- . . . -‰-1) + τz,1 ++ τm+1sin (φ + a-θ1- . . . -θzn) + . . . + τfcsin (φ + a-θ∙1- . . . -θfc-1)] ++ ε = A(φ) + ε,— L^e ---- > π [τ1 sin (φ + a) + . . . + τm.1 sin (φ + a - θ∙1 - . . . - ‰-2) + (2∙3>
+ τm sin (φ + a-θ1- . . . -‰.1-θj + τw+1 sin (φ + a-θ1- . . .+ ta-sin(φ + a — θ1- . . . — θ*)]-ε = A(φ)-ε, ‰+ι)+ • • • +(2∙4>где θ^ = 0, если Θ^ = Θot.1 и Положим теперь

. +

⅛J,, = ⅛m, если ΘJn = Θm.
sin (φ + a) + sin (φ + a-θ1) l 2 +A(φ) = π jτ1

Очевидно, что A(φ)≥θ(a≤φ≤yj и, в частности, h (a) = С sin a - Seos a ≥ 0, причем знак равенства имеет место только при τ = 0. Очевидно также, что всегда C≥0. Заметим еще, что если τ = 0, то последовательность {λ,1} имеет угловую плотность.
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Так какI sin (φ + α - θ1 - .. . - θp) - sin (φ + а - θ1 - .. . - ftp.1) | < 2 sin ~ (2.6) и 1 - у [sin(φ + α-θ1- . . . -θm.1) + sin (φ÷a-θ1- . . . -‰)] = = 1 -sin (φ + a-⅛j- ... -⅛m-ι-j ⅛m) cos = = l-sin (у+8 ⅛-)<l-cos2 ⅛- = sin2 (0<8<l)ввиду того, что I φ + a→1-...-θm-l-y ‰ ∣≤⅛-в соответствии с определением числа т, то из (2.3) и (2.5) получим0<Λ(φ)-A(φ)<πτsin ~ , (2.7)где Я = max θp. Аналогично, из (2.4) и (2.5) будем иметьO<A(φ)-A(φ)<πτsin . (2.8)Здесь следует воспользоваться тем, что если z
к (ψ) = y [sin(φ + a-θ1- . . . -⅛J + sin(φ + a-⅛1- . . . -θpι.1)]-— sin (φ + a-θ1- . . . -‰-1-θJπ) = sin (φ + a-θ1- . . . -θm.1-~2-) cos-sin(φ + a-θ1- . . . -‰-1-θJn),то, в случае когда -9⅛ = 0, имеемО < к (φ) = sin (φ + a - θ1— . . . - ‰.1) cos2 --cos(φ + a-θ1- ... -‰.1)sin ~- cos jy -sin (φ + a--9∙1- .. . -θm,1) == -sin cos (φ + a-θ1- . . . -‰~1 - < sin ,а если θjn = ‰, то аналогично

0<k (φ) = sin Д'"- cos (φ + a-θ1- ... -‰.1 - Д^-j < sin Д'"-. Справедливость оценок вида (2.7) и (2.8) в случае, когда <р— J < —a, уста­навливается еще проще, так как в этом случае достаточно воспользоваться неравенством (2.6).Итак, если a<φ≤ j , то при любом ε>0 и достаточно большом г, спра­ведливы неравенства „ 4 . θ In I L (rei<p) Iπ (С sm φ — S cos φ) — πτ sm — ε <------- -------- <<π(Csinφ-Seos φ) + πτ sin -^- + ε, (2.9)где С и S определены равенством (2.5).Совершенно аналогично при - j ≤ φ < — a, положив h (φ) = C∖ sin φ ∣ + S' cos φ, можно доказать неравенства,z, I . ∣lo \ -Я In I ь (rety Iπ(Cj smφI + Seosφ) — πτ sm -у — ε<------- -------- <<π(C∣ sinφ ∣ + Seos φ) + πτ sin ^y + ε. (2.10) 
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имеющие место при любом ε > О, если г достаточно велико. В силу четности функции L (z) соотношения (2.9) справедливы при α<φ<π-α, а соотноше­ния (2.10) при — (π-a)<φ< — а. В том частном случае, когда θ1 = 2a, S-2 = ... = B∙* = 0, имеем

h (φ) = ∙i∙ πτ [sin (φ — a) + sin (φ + a)] = πτ sin φ cos aпри a<φ<π-a и
h (φ) = πτ I sin φ Į cos aпри — (π-a)<φ< — a, то есть в неравенствах (2.9), (2.10) следует считать, что C=τcosa, S = 0, θ = 2a и, следовательно, при a<∣φ∣<π-а, любом ε>0 и достаточно большом г∣∙∣ ∙ In IL (rei<f>) I I . I 1 .πτ cos a Į sin φ Į — πτ sin a — ε <------- -------- < πτ cos a Į sm φ ∣ + πτ sm a + ε.Заметим, в заключение, что условие | arg Хл 1 ≤ a (и = 1, 2, ...) можно ослабить, потребовав лишь, чтобы множество предельных точек последова­тельности {argλn} принадлежало интервалу [ — а, а]. Все сказанное выше останется при этом справедливым, если под θ1 понимать угол — a-η≤ ≤argz<Θ1, а под — угол Θjfc-1 ≤argz≤α + η, где η>0 и сколь угодно мало.

§ 3. Особенности одного ряда ДирихлеПусть последовательность {Хл} удовлетворяет всем тем условиям, о которых шла речь в предыдущем параграфе, и пусть ее индекс конденса­ции 8 конечен: 1
L'(K)

> ∞.Для этого достаточно, чтобы был конечен индекс конденсации 8 последова­тельности {ĮХлI}, так как 8≤8 (см. [1]).Рассмотрим функции
e~zsdz 

L{z)
e~zsdz 
L (z)

lγ — луч argz = γ, Z_Y — луч argz= —γ и α<γ<π-a. Как бы ни было мало ε>0, при достаточно большом г имеем по доказанномуIn Į L (reiγ) Į > π (Сsin γ — Seos γ — p - ε) r,где p = τsin у. Отсюда на ∕r (z = reiφ)

∣
e~zs Il I < exp {[ — π(C sin γ — S cos γ — p) — σ cos γ +1 sin γ + ε] r }1y=σ + ⅛) и, следовательно, интеграл Iγ(s) сходится в полуплоскости(σ — π S) cos γ — (t — π С) sin γ > π p.Объединение всех таких полуплоскостей при a<γ<π-a образует область, которая содержит область, дополнительную к области D1, изображенной на рис. 1.Рассуждения, дословно повторяющие соответствующие рассуждения в [1], приводят к выводу, что функция Iγ(s) голоморфна во внешности области Z>1. Аналогично доказывается, что функция I-γ(s) голоморфна 
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во внешности области D2, симметричной с D1 относительно нулевой точки.Применяя, далее, теорему о вычетах к интегралуГ e~zsdz
j L (z) ’y(Λλ)где контур y(Rk) — граница сектора, образованного лучами ∕γ, /_т и другой окружности I z Į = Rk, а Rk подобрано так, чтобы на этой дуге имела место

для IL (z) I соответствующая оценка снизу (см. [1]), и, переходя к пределу при Rk→∞, получим ∕.τω-∕γ(i)=χ од)
причем сумма ряда (3.1) голоморфна во внешности областей D1 и D2. Всегда можно считать, что область D1 расположена выше действительной оси, а область D2 — ниже этой оси, то есть, что С>р. В самом деле, можно, на­пример, так дополнить последовательность {Хл}, не изменяя ряда (1) (поло­жив соответствующие коэффициенты ряда равными нулю), чтобы после та­кого дополнения имели место равенства θ1 = θ2 = θ3 = θ- = , τ1 = τ2 = τ3 = τ0 (в качестве τ0 можно во всяком случае взять „первоначальную“ плотность последовательности {∣λnj}). Тогда τ = 3τ0, p = 3τ0sin у и, как нетрудно подсчитать, С = τ0 (cos α + 2 cos у). Но очевидно, что 3 sin у < cos а + 2 cos у при а=у и, тем более, при 0<α<y.Что касается числа S,, то будем в дальнейшем, для определенности, считать, что S,>0.
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§ 4. Интерполяционные теоремыПредположим, что существует функция φ(z), экспоненциального типа в угле Į arg z ∣ < β, где α < β < j , удовлетворяющая условиямφ(λn)=anL'(λn) (и=1, 2, ...)и такая, что для ее индикатрисы ∕Γ(ψ) справедливы неравенства∕Γ(ψ) < кπ (Сsin ψ — Scos ψ)при a< ψ < β и ,H^(ψ) < к π (C Į sin ψ ∣ + S' cos ψ)при -β < ψ < - a.Пусть сначала к<0. Сопряженная диаграмма функции φ(z) находится, как нетрудно подсчитать, в угле^- + β<arg(z-z')<∙^--β,где z' =k~ (С tg β + ∕Sctg β). Сумма ряда

как было доказано, голоморфна во внешности областей D1 и Z>2, опреде­ленных в § 3. Отсюда, пользуясь теоремой Крамера — Полна приходим к выводу, что функция
00

∕(z) = Σ
л=1голоморфна в области, заштрихованной на рис. 2, причем, как показывают несложные подсчеты, координаты точек D и А равны соответственно

(см. [1]),

у в = π 5 (к ctg β - ctg a).xβ = -(Ck

У d =π (С-р + kS ctg β);
Xa = - [-S + ptg (γ-y) + ⅛ctgβ] , ^=π(-C+p + ⅛Sctgβ).Составив уравнения прямых DD, и АА', найдем координаты точки пересечения В этих прямых:

Выберем точку E с координатамиA'r = π I С (к- l)tga + p [tga + tg ]∣ , yε=πS(k- l)ctga.
Точка Е находится строго внутри угла раствора π-2a с вершиной в точ­ке В и биссектрисой, параллельной действительной положительной полуоси. 



Действительно, tgβ>tgα, ctgβ<ctga и поэтому xe>×b, Уе<Ув- В то же время УВ~УЕ = ~ ctg a ctg β < ctg β < ctg a, так как ½ < tg a.
хе—хв с сИтак, функция f (z) голоморфна в угле ∣ arg(z-z0)∣ <у — а, где z0 = π I C(fctgβ-tga) + ρ [tga + tg - у) ] + *S(fcctgβ-ctga) } , 

причем точкаπ I C(k-l)tga + p [tga + tg - у) ] + iSŲc- 1) ctga } 
лежит строго внутри этого угла.Пусть теперь 0 ≤ к < 1 — . В этом случае сопряженная диаграмма функ­ции φ(z) лежит в области I (см. рис. 3), ограниченной ломаной, вершины 
А, В, С которой имеют координаты:

Применив снова теорему Крамера — Полна, мы придем к выводу, что функ­ция ∕(z) голоморфна в области, заштрихованной на рис. 4. При этом, как. показывают подсчеты, точки Z), Е, К имеют, соответственно, координаты:
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При этом

KD = π [(1 -к) (—— + -Д—)----- —1>0,Lv , ∖ cos α sm а ∕ cos а Ja если xk<xe (то есть, если точка К не лежит на ЕЕ'), то
EK=π [(1 -к) --------- Д— ——1.Lv ' ∖ cos α sin а / cos а JИтак, нами доказана

Теорема 1. Если существует функция φ(z) экспоненциального типа в 
угле I argz∣ < β, где β > а, причемφ(λn)=β,Γ(λ,) (»=1,2,...),
а индикатриса Н (ψ) функции φ (z) удовлетворяет условиям

Н (ψ) < k π (С sin ψ — S' cos ψ)
при α<ψ<β и

H(ψ) < feπ (С ∣ sin ψ | + S, cos ψ)
при β<ψ< —а, то1) в случае, когда k<Q, функция

∞
∕(z) = ∑ ane~λ"1

л=1

голоморфна в угле ∣ arg (z — z0) Į < у — а, где z0 = π∣C(fctgβ-tgα) + p[tgα + tg(j-∙^∙)] + 
+ iS (k ctg ß - ctg a) j , 

причем строго внутри этого угла нахо­
дится угол I arg (z — z*) ∣ < у — а, где z* = π∣ C(Ar-l)tga + p [tga + tg (^~y)] +

+ iS(k- l)ctga j ; (4.1)
2) в случае, когда 0 ≤ < 1 — -у , функ­

ция f (z) голоморфна в угле | arg (z — z*) Į <π< у — а и на примыкающих к вершине от­

резках сторон этого угла, длины которых ∕1 уна луче arg(z-z*) = y -а j 
и /2 (на луче arg (z —z*) = α-yj, определяются равенствами∕1 = π f (1 - k) (—-—I- )------ -—1, (4.2)L ∖ cos a sin a Į cos a J v ’∕2 = max ∕ π Γ(l-k) (— --------- -- —)----- -—1, 0∣. (4.3)Į L ∖ cos a sin a ∕ cos a J J v ,Заметим, что всегда Ą + 4 ≤ 2(1-fe) C-pcos a
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Пусть к < 1 - -£•, функция f (z) голоморфна в угле ∣ arg (z -z*) Į < у - α, где z* определяется равенством (4.1), на примыкающих к вершине отрезках сторон этого угла, длины ∕1 и Z2 которых определены с помощью (4.2) и (4.3), и в области G, ограниченной этими отрезками, проведенными через концы этих отрезков прямыми, наклоненными к действительной оси под углами y-β и ß — у соответственно (см. рис. 5) и прямой Im z = Im z*.

Повторение рассуждений, которыми автор пользовался в статье [1] (в этих рассуждениях существование угловой плотности последовательности не предполагалось) приводит к заключению, что существует функция φ(z), для которой φ (λn) = a-nL' (Хл) (п=1, 2, ...) и которая имеет вид φ (z) = — Ф (z) L (z), причем функция Ф (z) — экспоненциального типа в угле [argz∣<β и ln Į Ф (re'ψ) 1 < [Re (z1 e'ψ) + ε] г, при α<ψ<β, In I Ф (re'ψ) I < [Re (z2 e'ψ) + ε] г,при -β<ψ< — a (ε>0 сколь угодно мало, г достаточно велико). Здесь z1 и z2 — точки пересечения с прямой Imz = πS(fc- l)ctga прямых, наклонен­ных к действительной оси соответственно под углами ±(y- ψ) и проходя­щих через концы соответствующих отрезков сторон угла ∣ arg(z-z*) j <•£• - а, входящих в границу области G.Пользуясь значениями Z1 и Z2 из (4.2) и (4.3) и зная z* из (4.1), найдемRez1 = (l —⅛)S+ptg (^-∣)-[(l-fc)(5ctga + C)-p]tgψ,
Im z1 = π S (к — 1) ctg a.
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ОтсюдаRe (z1 e'*) = π I [(1 - k) S+p tg (| ±) ] cos ψ - [ (1 - fc) C - p] sin ψ } ,а так как при ε>0 и достаточно большом г (a<ψ<β)Į L (re1*) I < exp { π r (С sin ψ — S cos ψ + p + ε)},то при тех же условияхĮ φ (re,ψ) I < exp { πr[fcCsinψ-A∖S,cosψ + p + ρsinψ + ρtg — у) cosψ + εj Нетрудно установить, что sin ψ + tg (ψ — у) cos Ψ < V 2 и поэтомуI φ (re,ψ) 1 < exp { π г [& (С sin ψ — S' cos ψ) + p (1 + ]∕ 2) + ε]}.Если

(i-fc) (-≤----- Д-)—≤o,v , ∖ cos a sin a ∕ cos a τo z2 = z*, откуда (4.4)
= π∣ [c(k-l)tga + p [tga + tg (j~⅛)]) cos ψ + S(fc-l)ctga ∣ sin ψ ∣ |, 

а так как при ε>0, достаточно большом г и —β<ψ<-aIL (reiφ) I > exp{ π r (С ∣ sin ψ ∣ + S cos ψ + p + ε)},то при — β < ψ < — a∣φ(refΨ)∣<exp { πr £ ^C(fc-l)tga + p [tga + tg cosψ +
+ [S (к — 1) ctg a + C] Į sin ψ ∣ + p + ε J |.

Но из (4.4) следует (к — 1) S ctg a + C < p + kC, кроме того C sin a > S cos a, поэтому I φ(reiψ) I <exp | πr ^fcS,+ p [tga + tg (ψ~y)]) cosψ + 
+ (kC + p) I sin ψ Į + p + ε J |.Так как [tgα + tg (^-y)] cosψ<sina + tg (ψ-y),

ТО [tg a + tg - У) ] cos ψ +1 sin ψ | + 1 < 1 + 2 sin a + tg ~ у) cos a == 2 + sina<3.Итак, если выполнено условие (4.4), тоI φ (rei^) I < exp { π r [к (С ∣ sin ψ ∣ + S cos ψ) + 3ρ + ε]} (-β<ψ<-a, ε>0, г достаточно велико).Пусть теперь (1 - к) (— --------- 4—------ £— > 0. Имеем
Rez2= —(1 —⅛)S,+ ρtg (ψ-∙j-^-[(1 —fc)(-Sctga + C)-p] I tgψ∣,

5. Литовский математический сборник, VI, 4 
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откуда, после несложных выкладок, получим ( — β<ψ< — а)Re(z2e,*) = π {[-(1 -⅛)S+ptg (γ-∣) ] cosψ + [-(l-к) C+p]∣ sin ψ | } И ∣φ(reiφ)∣ <exp | πr QfcS+ptg (j-y)] cos ψ + (fcC + p)∣ sinψ ∣ + p + ε^ |<
<exp{πr[fc(C∣ sinψ ∣ + Scosψ) + 3p + ε]}(ε>0, г достаточно велико).Таким образом, нами доказана

Теорема 2. Если k<I-~, функция f (z) голоморфна в угле∣arg(z-z*)∣<y-α,
где

z* = π I C(fc-l) + p [tga + tg (ψ-y) ] + iS(⅛- 1) ctg a } , 
на примыкающих к вершине отрезках сторон этого угла длины π[(1-⅛)(^—Ч--Ч1' ∖ cos a sm a Į cos a Jmax I π [(1 —k) (— ------- Я—)-------- -— , 0 IĮ Lv ∖ cos a sin a ∕ cos a J
соответственно и в определенной выше области G, то существует функция φ(z), экспоненциального типа в угле ∣argz∣<β, для которой φ(λn) = anL' (Хл), (л=1, 2, ...) и индикатриса ⅛(ψ) которой удовлетворяет в угле a<ψ<β 
неравенству h(ψ)≤π[fc(Сsinψ — S'cosψ) + p(1 + ]∕ 2)], a e угле —β<ψ< - a — 
неравенству h (ψ) ≤ π [k (C ∣ sin ψ | + S cos ψ) + 3p].

§ 5. Основные теоремыПусть O<a<-J и множество предельных точек последовательности { arg λn } принадлежит отрезку [ — а, а]. Всякий угол Į arg (z — z0) Į < у — а, в котором функция
00

∕(z)= ∑ ane~λ"z (5.1)
л=1голоморфна и который не находится строго внутри другого угла ∣ arg (z - z0) ∣ < < у — а, в котором функция f (z) также голоморфна, будем называть углом голоморфности ряда (5.1).Пусть z* — вершина угла голоморфности ряда (5.1) и пусть функция ∕(z) голоморфна на примыкающих к вершине отрезках сторон этого угла длины 91=π [(l-fc1) (—-------- Д-)- e- 1L ∖ cos a sιna ∕ cos a J

И ę2 = max I π [(1 — k1) (— --------- -- —)------ -—1, 0 1 ,( Lv ∖ cos a sin a ∕ cos a J Jсоответственно, а также в области G, ограниченной этими отрезками и пря­мыми, проходящими через концы этих отрезков и наклоненными к действи-
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тельной оси под углами, равными соответственно y-ß и β-y (α<β<yj. Пусть, наконец,

к < 3p1 С sin a — S cos а (5.2)Сделав заменуζ = z-z* + (fc1- l)πCtga + πρ [tga + tg - у) ] + iπS(k1 - 1) ctg а,получим ∞
f(z) = ∑ Ane~λ'∙ζ = F(ζ),

п— 1причем угол ∣ arg (ζ — ζ*) | < у — а, гдеζ* = π I (fc1-l)Ctga + p [tga + tg (y-y)] + ∕S(fc1-l)ctga | является углом голоморфности функции F(ζ) и функция F(ζ) голоморфна на примыкающих к вершине отрезках сторон угла голоморфности длины q1 и q2 со­ответственно, а также в области G', полученной с помощью соответствую­щего сдвига области G. На основании теоремы 2 мы можем утверждать, что существует функция φ (ζ) экспоненциального типа в угле ∣ arg ζ ∣ < β, удов­летворяющая условиям φ(λr,) = AnL' (^kn) (∕ι=l, 2, ...) и для индикатрисы которой в углах a<∣ψ∣<β имеют место неравенства:
h (ψ) ≤ π [fc1 (С sin ψ — S'cos ψ) + 3ρ] < kit (C sin ψ — 5 cos ψ)при a<ψ<β и

h(ψ)≤π[&i(CĮ sin ψ Į + S'cosψ) + 3ρ] <fcπ(C∣ sinψ ∣ ÷Scos ψ)при — β<ψ< — a, где k = k1+ ^cs(nl̂~scθ-<θ∙ Основываясь на теореме 1, мы можем теперь утверждать, что функция F (ζ) голоморфна в угле arg (ζ — ζ0) I < у - a с вершиной в точкеζ0=π I C(fctgβ-tga) + ρ [tga + tg (у - у) ] + iS (к ctg β-ctg a) ∣. Выясним, при каком β точка ζ* окажется внутренней для этого угла. ИмеемIm ζ* - Im ζ0 = π S(k1 ctg a -k ctg β), Re ζ* — Re ζ0 = π С(k1 tg a — k tg β).Но Į k1 ctg a Į > I A: ctg β |, поэтому k1 ctg a - k ctg β < 0, то есть Imζ*<Imζ0. Пусть I k11 tga< ∣k∖ tgβ, тогда Reζ*>Reζ0. Положим Ar1 = (l+ε)Ar, тогда наложенное нами условие примет видtgβ>(l+ε)tga. (5.3)Для того, чтобы точка ζ* была внутренней точкой угла ∣ arg (ζ — ζ0) 1 < у - ‰ нужно, чтобы
I lmζo~lm ζ* |__£ (l+ε) ctgq-ctgβI Reζ0-Reζ* |- С tgβ-(l+ε)tga откуда tgβ>4^ [(ι+ε) (⅜+tsa)+У о+ε)2 (⅜+tsa)2~4 ⅜ tsa]∙ (5∙4> Легко при этом видеть, что неравенство (5.3) содержится в неравенстве (5.4). Итак, если выполнены условия (5.2) и (5.4), то точка ζ* находится внутри 
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угла, в котором функция F(ζ) голоморфна, а это противоречит тому, что ζ*- вершина угла голоморфности. Из равенств⅛ = ⅛1+ _ . 3pc,------- , ⅛1 = (l+ε)fc1 Csιnα-Scosα ’ 1 v ,следует 1 — k1 = 1 + (1 + -į-j ^csina^ιycosa • Таким образом, справедлива
Теорема 3. Функция f (z) имеет по крайней мере одну особую точку в 

замкнутой области Ωe, β, ограниченной прилегающими к вершине угла голо­
морфности отрезками его сторон длины

.{[1÷(,÷1)

.{[1÷(,÷1)
и

_ ...Je___ _____________ L Į
С sin a — S cos a J ∖ cos a sin a ∕ cos a J

⅜ ] ∕ C_____ S_\______ plCsina —ScosaJ ∖ cos a sin a ∕ cos a J
соответственно и проведенными через концы этих отрезков прямыми накло­
ненными к действительной оси под углами, равными соответствено у —β 
и ß — у , где ß и ε связаны условием (5.4) (β>a, ε>0). zТеорему 3 можно несколько уточнить, если заменить (5.2) неравен­ством

Пусть k1 < — max P (1 + 1/2) I 
C sin a — S cos a JЗр

С sin a + S cos a ’{
< ∞— индекс конденсации последовательности {λn}, H - угол голоморфностифункции ∞∕(z) = ∑ a>1e^λ"z∙л = 1

Теорема 4. Всякий луч,. лежащий в Н, наклоненный под углом j - a 
к действительной оси и отстоящий от соответствующей стороны угла Н 
на расстоянии, большем чем δ + π[Csina-Scosa + (1 +]/ 2)р], лежит весь, 
за исключением, быть может, конечного своего отрезка, в области сходи­
мости ряда (5.1). Такое же утверждение справедливо и для луча, парал­
лельного другой стороне угла Н и отстоящего от нее на расстоянии, 
большем чем δ + π(Csina + Scosa + 3ρ).Доказательство. Сдвиг влияет только на коэффициенты ряда, поэтому можно считать, что вершина некоторого угла Н', в котором функ­ция f (z) голоморфна, находится в точкеz* = π { C(fc - l)tga + p [tga + tg (у-J + zS(fc- l)ctga | , 
ТдеЛ<1--^-. Положим С (k- l)tga= -ε, откуда fc=l--^ctga, где ≤>ptga (при этом можно ε взять сколь угодно близким к ptga). Тогда z* = π ∣-ε + p [tga + tg (τ-⅛)]~zε ⅜ ctg2°t } ’ 
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причем z* может быть сколь угодно близким кπp[⅛(τ-∑)-',⅜ Pct≡α}∙Предположим, что функция f (z) голоморфна также и на сторонах угла Н' (угол Н' можно образовать с помощью сколь угодно малого сдвига угла го­ломорфности). Тогда из теоремы 2 следует, что существует такое β > a и такая функция φ(z), экспоненциального типа в угле ∣argz∣<β, для которой 
φ(λn) = anL' (λn) (w=l, 2, ...), а при a<ψ<βlim ≤fcπ(Csinψ-Seos ψ) + πρ(l +|/ 2) =

r→∞ r= π (Csin ψ-Scosψ)-π ctga(Csinψ-Scosψ) + πρ(l+]/ 2)<<π(Csin ψ-Scosψ)-π -£• (Csin ψ— Seos ψ) + πp(l + ]/ 2).В силу непрерывности индикатрисы можно утверждать, что существует та­кое η>0, что, как бы ни было мало ω>0, при a—η<ψ<a+ηlim ln IФ(re ψ)L ≤ π [Csin ос — Seos а + p(1 +]∕ 2)] + ω, 
r→∞ rтак как Csina — Seosa>0.Пусть {λnfc }-та подпоследовательность последовательности {λn}, длячленов которой argλ ∈(oc-η, a + η). Так как aπ. = (fc=l, 2, ...), тоb (λ"jt)----- In I ал. į .—lim ——----—≤π[Csina-Scosa + p(l+]∕ 2)] + ω +

k→∞ I λ∏k I+ lim —— In i — I ≤ π [C sin a — S cos a + p(l+]∕ 2)] + δ + ω. Ar→oo I ^nk I I Ь (ЛЛА) ĮИз правила для определения области сходимости ряда теперь (см. [5]) сле­дует, что бесконечный отрезок прямойxcosa — j sin a — π [C sin a — Scosa + ρ(l + ]∕ 2)]- δ- v = 0 (5∙5)(z = x-h>), где v>0 сколь угодно мало, лежит в области сходимости ря­да (5.1). В то же время расстояние вершины угла голоморфности ряда от прямой (5.5) сколь угодно близко к числуπ(Csin a —Seos a) + πp { l+]∕2- ∞sa[tg(τ-⅞)+⅜]}+s<<π(Csina-Scosa) + πρ(l+]∕ 2) + δ.Именно это и требовалось доказать. Совершенно аналогично проводится до­казательство и второй части теоремы.Объединение Е всех углов голоморфности ряда
00∕(z) = ∑ ⅛e^λ"2

я= 1назовем звездой голоморфности этого ряда. Очевидно, что функ­ция ∕(z) голоморфна в Е. Очевидно также, что всякая прямая, наклоненная к действительной оси под углом Θ, где ∣ Θ | < у — а, встречается с границе й 
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звезды голоморфности только в одной точке. Граница звезды голоморфно­сти — кривая с уравнением χ = χ(y), причем функция х(у) непрерывна. Дей­ствительно, всякому заданному у соответствует такое единственное конечное 
х, что x + iy — вершина угла голоморфности (если х= — оо, то f(z)- целая функция). Если бы функция х(у) не была непрерывна на (—оо, оо), то для некоторых у0 и δ > 0 при любом ε > 0 нашлось бы такое y1,' удовлетворяю­щее условию ∣jι-y0∣<ε. что ∣xι-xo∣>δ (*ι = x(y1), *o = *W)∙ Но тогда, если ε достаточно мало, один из углов ∣ arg (z — z0) ∣ < у — α, | arg (z — z1) ∣ < < -J — α (z0 = x0 ÷ iy0, z1 = x1 + iy1) находился бы строго внутри другого и, следовательно, один из них не был бы углом голоморфности, что противо­речит определению звезды голоморфности.Пусть, сначала, последовательность {λπ} имеет угловую плотность. Тогда (см. [1]) на ломаной, состоящей из примыкающих к вершине отрезков сто­рон угла голоморфности длины π (—-—h—Д—и π f— -------- Д—соот-r j rτ ∖ cos a sin a f ∖ cos a sin a ∕ветственно, имеется по крайней мере одна особая точка функции f (z). Здесь

a+0 a+0 z

C= [ cosφdσ(φ), S= ∫ si∏φ<Zσ(φ),
—a—0 —a-0а функция σ(φ) определена с помощью (1.1).

Теорема 5. Если последовательность { Хл } имеет угловую плотность, то1) все точки границы звезды голоморфности ряда (5.1), не лежащие на 
наклоненных под углами ± (у — а) к действительной оси прямолинейных от­

резках, входящих в эту границу, — особые для f (z);2) точка z0 на границе звезды голоморфности, являющаяся вершиной, 
входящей в эту границу ломаной, состоящей из отрезков лучей arg(z-z0) = = ± (у + а), - особая для f (z);3) на всяком прямолинейном отрезке границы звезды голоморфности 
длины π (—-—Н—Д—наклоненном к действительной оси под углом Д —а,∖ cos a sin a Į 'j 2.
и на всяком прямолинейном отрезке этой границы длины π (~0^a Д^а ) , 
наклоненном к действительной оси под углом — (у —aj, имеется по край­

ней мере одна особая точка функции f (z).Доказательство. Если точка z0 границы звезды Е не является особой для f (z), то существует такая ее окрестность ∖z-z0∖<ε, в которой 
f (z) голоморфна. Точка пересечения окружности |z — z0∣ = ε с границей звезды 
Е не может находиться внутри угла ∣ arg (z — z0) ∣ < у — a, и если z0 не лежит на прямолинейном отрезке границы звезды Е, наклоненном под углом ±(^∙-a) к действительной оси, то в точках пересечения окружности ∖ z-z0∖ = ε с границей звезды ∣ arg (z — z0) ∣ > у — a, и поэтому существует угол голоморфности, внутри которого находится точка z0. Но тогда точка z0 на­ходится внутри Е и первая часть теоремы доказана.Пусть теперь z0 — точка на границе звезды Е, о которой идет речь во второй части теоремы. Если точка z0 — правильная для /(z), то функция 
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f (z) голоморфна в области, которую мы получим, присоединив к £ некоторую окрестность точки z0. Но такая область содержит некоторый угол вида I arg (z — z') I < у - а, внутри которого находится точка z0 и, следовательно, 
z0 лежит внутри некоторого угла голоморфности функции f (z) и, тем более, внутри Е, что приводит к противоречию. Этим доказана вторая часть теоремы. 'Пусть, наконец, в границу звезды Е входит прямолинейный отрезок длины, большей чем π j , наклоненный к действительной осипод углом у — а, и предположим, что все точки этого отрезка — правильные для /(z). Возьмем на этом отрезке такую точку z0, что прилегающий к точ­ке z0 отрезок луча arg (z — z0) = у — а, лежащий на границе звезды Е, имеет длину, большую чем π (~o^κ +~s⅛α )• Угол ∣arg(z-z0)<y — а является углом голоморфности нашего ряда (в противном случае этот угол лежал бы строго внутри некоторого угла голоморфности и точка z0 была бы внутрен­ней точкой звезды Е), и так как сторона arg(z-z0)= -(у ^^α) этого угла лежит внутри Е, то на примыкающем к z0 отрезке стороны arg(z-z0) = = у —а длины π (~c0^α +~^ftt ) Должна иметься особая точка функции ∕(z) (см. [1]), что приводит нас к противоречию. Совершенно аналогичны рассуждения для прямолинейных отрезков на границе звезды Е, образующих с действительной осью угол — (у —αj. Теорема доказана.Заметим, что утверждения 1) и 2) теоремы 5 следуют из самого опре­деления звезды голоморфности и поэтому остаются справедливыми и в слу­чае, когда последовательность {λπ} не имеет угловой плотности (и даже тогда, когда последовательность {∣λn∣} не имеет плотности).Пусть теперь последовательность {Хл} удовлетворяет лишь условиям, сформулированным в § 2. Возьмем любую точку zz границы звезды Е, ле­жащую на прямолинейном отрезке этой границы, наклоненном к действи­тельной оси под углом у —a или — (у-а). Угол ∣ arg(z-z')∣ < у — а яв­ляется углом голоморфности нашего ряда и поэтому, если обозначить через Ωεt β (zz), построенную для этого угла область Ωet β, о которой идет речь в теореме 3, то можно утверждать, что область Ωe, β (zz) содержит по крайней мере одну особую точку функции f (z). Итак, для рассматриваемого в этой статье общего случая имеет место

Теорема 6. Справедливы утверждения 1) и 2) теоремы 5. Если точка z 
принадлежит прямолинейному отрезку, входящему в границу звезды голо_ 
морфности рассматриваемого ряда и наклоненному под углом ± (у —aj к 
действительной оси, то всякая соответствующая этой точке область Ω6ιβ(z)⅛ содержит по крайней мере одну особую точку функции f (z).

Москва Поступило в редакцию10.IV.1966
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DIRICHLE EILUTĖS, KURIŲ RODIKLIŲ ARGUMENTŲ SEKOS NĖRA 

REGULIARIAI PAS1SKIRSCIUSIOSG. LUNCAS
(Reziumė) Darbe nagrinėjama Dirichle eilutė

∞∕(z)=∑n=l kai rodiklių seka ∙jλn}- patenkina šias sąlygas: (1)
■ . i π nI argλπ I ≤α<- ir τ= lim -py~p < oo,ir įrodoma kelios teoremos, kuriose nušviečiama funkcijos f (z) pavienumų pasiskirstymo klausimai ir nustatomi sąryšiai tarp (1) eilutės konvergencijos srities ir šios eilutės holomorfiškumo srities.Tarkime, kad kampas ∣ ar z(≤α susideda iš kampų φj(∕ = I, 2, .... m) ir seka -Jλn} susideda atitinkamai iš sekų { λθj}, kur λ^eθy∙. Jei visi kampai ttj yra maži ir eg-

nzistuoja ribos lim -gy(∕=l, 2, .... m), tai rezultatai gauti aukščiau minėtose teoremose n→oo λ∏yra artimi atitinkamiems rezultatams, kai seka <Iλn}- yra reguliariai pasiskirsčiusi, t. y., kai seka -{λnJ- turi kampinį tankį.
LES SERIES DE DIRICHLET AVEC UNE 

DISTRIBUTION IRRĖGULIERE DES ARGUMENTS DES EXPOSANTSG. LUNTS
(Resume)On considėre la sėrie

∞
∕(2)=∑ ane~λ∏z. (1)

л=1La suite λn est telle que ∣argλn∣ ≤α<^ et τ= lim ∣ λ ∣ < ∞∙ On dėmontre quel- ques thėorėmes sur la distribution des points singuliers de f(z) et sur la relation entre les domaines de convergence et d’holomorphie de la sėrie (1). Supposons que Tangle ∣argz∣≤α se compose des angles 6,j∙(∕=l, ..., m) et les suites {λ∏7^}, composėes des 
n texposants λn appartenants ä flj, sont telles que les limites lim ~T77j~ (∕=1, ∙∙∙, m)Π→OO I λ∏ I existent. Si le plus grand parmi les angles θj est petit, les thėorėmes dont il s’agit sont proches ä ceux qui ont lieu au cas ou la suite ^λn)∙ possėde uπe densitė aπgulaire.


