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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ГЕОМЕТРИИ МЕТРИЧЕСКОГО 
ПРОСТРАНСТВА ГИПЕРПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВИ. X. МЕДВЕДЦВАЙТЕПространство опорных элементов называется пространством гиперпло­ских элементов, если опорным объектом является ковектор. Рассматривается метрическая связность пространства гиперплоских элементов с метрикой, а так же один вариант теории кривых метрического пространства гиперплоских элементов. Аналогичные вопросы для метрического пространства линейных элементов рассмотрены в работах В. И. Близникаса [1], [2].

§ 1. Метрическое пространство гиперплоских элементовПусть дважды продолженную группу аналитических преобразований определяют формы ωf, ωj, ω⅛, структурные уравнения которых имеют вид:2)ω' = [ωk, c⅛], (11)PωJ = [ωjc, ωjfc] + [ωfc, ω⅛], (12)
Dωtjk = [ωjfc, ω}] + ∣⅛, ωj] + [ωj7, ω^] + [ωz, ωj∙*∕] (13)(z, у, к, . . . =1, . . . , п),где формы ω⅛, ωjw — симметричны по всем нижним индексам. Система урав­нений ω, = 0 вполне интегрируема, и ее первые интегралы можно считать ло­кальными координатами «-мерного дифференцируемого многообразия Vπ. Система уравнений ω' = 0, duk -upω%, = 0тоже вполне интегрируема, ее первые интегралы (x', ui) определяют локаль­ные координаты нового пространства, которое называется пространством гиперплоских элементов. Оказывается, что формы Θi = dui-ukωf имеют сле­дующую структуру: Z>Θz = [ωf, Θjt] + ]ω⅛,, ωP]uk.Будем считать, что в пространстве гиперплоских элементов определено тензорное поле gij=gij(x, и). Пространство гиперплоских элементов, в кото­ром определено симметрическое невырожденное тензорное поле gij, называ­ется метрическим пространством гиперплоских элементов 9Лл. Система диф­ференциальных уравнений этого тензорного поля имеет следующий вид:

Vgij ≡ dgij - gkj ω* - gik ω} = gijt kωk + g'k Qk. (2)Так как тензор gik определяется следующими соотношениями:
g∣iglk = δj ,
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где - тензор Кронекера, то, дифференцируя эти равенства, мы получим
Vgil ≡dgu + gkiω,k+glkωtk = g'į ωk+g'4∙kQk, (3)где

gk,------g∣J.ι>glkglk, (4)
g'pk.<! = -gkglkgi. (5)Дифференцируя внешним образом систему (3) и применяя лемму Картана,получаем: W" - 2g* σ ωj>p - g'«- k и, ωslιp = gl's ωs+g'j∙s Θs, (6)Vg'tf∙p=g'į; p<as +g",>∙ps Θs, (7)где

σ'J = v Ü σ*'J, Ps = σ"ij, SP°ps °sp, О öЕсли WA = pWb (p > 0) И Θ, = <7w,-wjfcωf,то Θ1∙= ξ>(Θi + uidlnρ). (8)Будем считать, что gij(x, u)=gij(x, и). Отсюда следует, что⅛,(x' δ)=⅛(A “)- (9)
gV∙k(x, u) = p-1g'V-k(x, и), (10)

gk's(χ∙ «) ¾ = 0∙ (Н)
§ 2. Аффинная связностьАффинная связность в метрическом пространстве гиперплоских элемен-тов может быть определена при помощи следующих форм [2]:ω' = ω', ωj = ωj + ΓJjt ωfc + Cjk Θfc. (12)Евклидовой связностью картановского типа, присоединенной к метрическому тензору gii пространства гиперплоских элементов 9Jζ1, назовем аффинную связность, определенную пфаффовыми формами (12) и подчиненную следую­щим требованиям (они аналогичны требованиям, приведенным в [2]):1. Γ)*(x, H) = ΓJi(x, и),Cjt(x, и) = ρ^1 Cjk (х, и),2. q*⅜ = 0,3. yglj ≡ dgil+gkl ⅛+g'k <34 = 0,4. CJ* = C{',5. Γ,4' = ∏J, где

(13)
Γ^=Γjt+C∕I‰⅛∙ (14)Докажем, что евклидова связность картановского типа пространства гиперплоских элементов однозначно определяется компонентами фунда­ментального объекта первого порядка пространства 9Лл. Так какΘ,∙ = du j -ωku∣t,
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ТО Θi=Θi-Γi°ω', (15)где n=n>⅛∙Из (14) следует, что no=ι¾.Выполнив вычисления, получаем:ωj = ωj + Гz∙∕ ω* + C,k Θ⅛. (16)Из (3), в силу (16), следует, что∖7g'y ≡ dgu + gkj ⅛ + gik ωjk = gii ωk + g y∙k Θk, (17)где

g ι=gl+gpj r;į+gip г;4+g'∙j- р r°fc,
g ii, k = g U. k + gpj c∣k + glp ClkВ силу линейной независимости форм ω* и Θfc соотношения (13) эквива­лентны следующим уравнениям:

g,jl+gpl Ypk+g,pT'pik+g't>∙p Γ⅛ = 0, (18)
gii,k + gP) cl+g<PCi* = 0.Очевидно, что vgf7 = 0,

Vgv≡dglj-gkj S>i-glk <*)=gt,,kvk +gk Qk, где
gy, k=%ij, k ~ gpi F ik ~ glp + gip Γpfc , 

(19)
(20)

⅛=gf-gpl C4k-gip Cpk.Так как формы ω' и Qk линейно независимы, то из (20) получаем следую­щие уравнения:
⅞ k -gpi τ'tε-g,p v-ε+gp r⅛=o, (21)

⅛-gp)Cpk-gipCfk = b- ' (22)Общее решение системы (19) можно представить в следующем виде:
ci=4 gpk (gi>∙p - gip∙i - gpι∙ '■).Если ввести обозначения:
⅛ = ^2 gpk p + 8Jp∙ f ~ 8Ph Jи провести циклирование индексов f, 7, k в уравнениях (21), то получим: γ>a⅞ +1 g∣s (glk ∏,+gkj rkι-gki ι¾). (23)Если тензор H5itp∖

Hįt=% -1 gi∙ (gk 81 8į +gk, 8} 81 -g'ki 81 8J),невырожденный, т. е.
det II Н% И ≠ 0
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и Hpsjk — обратный тензор, определенный равенствами:
то, свертывая равенства (23) с us, получаем:

Γb=XfpH%- (24)Из (23) и (24) следует, что величины Г$ определяются’ через g.j, g.. k и gų однозначно. Таким образом, метрическая связность картановского типа определяется однозначным образом.
§ 3. Структурные уравненияОказывается, что величины Γθ, V*jjc и Cijk являются решениями следую щих систем дифференциальных уравнений:</Г» - И; ωf - Г?* uį - ω*. uk = Г?,,, ω∙ + Γ⅛ ’ Θ,, Г(25)

<ιrji - г>- ωj - r;i ωj+i# <4 - ω⅛=г;д , ω<-+⅛ -> ©„ (26)
dCik + С/ ω* + Cfk ωj, - С» ωf = C'kp ω* + Cijk∙" Θp, (27)где

Γg,.,. Г&», T⅛,p, V%>, C}kp, Cjk∙pоднозначно выражаются через компоненты фундаментального объекта второ­го порядка пространства 2Rn. Уравнения (11) можно переписать в виде:
Dωi = [ωfc, ⅛] + Rikp [ω* ω*] + Cikp [Θp, ωfc], (28)где ¾ = Γ[‰ • (29)Дифференцируя внешним образом (15) и (16), в силу (2), (7) и (26), получим:DΘ,∙ = [ωf, Θp] + Rip, k [ωp, ωfc] + Kp [Θp, ω*] + Mpik [Θp, Θjfe] , (30)Z)ωJ = [ωjc, ⅛] + R⅛ p [ωP, ω*] + AJ>p (Θp, ω'] + Mjk∙ p [Θp, Θjfc], (31)где

R ip, к = f∖θ⅛p], (301)ru=r,‰+∏√r°fc, (зо2)∕^=∏∙'-r> (зо3)
MPk = CIpk∖ (304)

Rjk, р = Гу Ьф] ~ Гу [р Γ,λ,] q — Cjq Γ° [fcp], (311)⅛^=r,7^-cjfs-rj'^-rθ∕ c⅛+r^ c,qp, (312)
Mjk∙p=cj^ - ckli. (313)Уравнения (28), (30) и (31) называются структурными уравнениями метри­ческого пространства гиперплоских элементов с метрической связностью картановского типа. Каждая из систем величин, определенных равенствами (29), (301), (302), (303), (304), (311), (312), (З13), образует тензор. Тензоры 

C}k и R)k будем называть тензорами кручения, а все остальные — тензорами кривизны.
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§ 4. Кривые в метрическом пространстве гиперплоских элементовПод кривой в метрическом пространстве гиперплоских элементов будем понимать однопараметрическое семейство гиперплоских элементов, центры которых образуют точечную кривую (центроиду рассматриваемой кривой). Дифференциальные уравнения такой кривой можно записать следу­ющим образом: ω,' = ∕(1 j ds, Θz = Zf1} ds, где 5 — дуга центроиды.Дифференцируя внешним образом уравнение (321) и применяя лемму Картана, получим:

(32)
<¾,1) + ⅛) ∞Λ — ¾) ds.Последовательно продолжая полученную систему, будем иметь: ^(p) 4^ ¾o ¾ = li(pjr∖) ds,

р= 1, 2, . . ., п.Последовательное продолжение (322) дает: 
dlW-lptf = ⅛+" ds.Построим систему векторов

(33)
(34)

и систему ковекторов (35)
Рассмотрим те случаи, когда<fe∕∣∣∕⅛∣∣≠0, det ∣∣∕i<'>∣∣≠0.

(36)
Очевидно, что

Λ1 = <∕Λ, = Λi+1 ⅛ dΛt=Λi+1 ds,где А - вершина локального репера {A, e,∙} пространства ЭДл. Ковекторы I Zn Z12
! /21 /22

τi = ∣,

∕ι,<-ι Д1 

∕2,l-l Д2 (37)
где Z'1 //2 . . . ∕∕, i-ι Л/

l"k = (А" Λ*) = ∕i°,> l}k> g«образуют ортогональную систему ковекторов. Таким образом, ковекторы⅜=-1______√]∕¾i¾∣-l ’где i'∙ I/11 /12

/21 /22 . • • Z21’
//1 /<2 . • - Z"

(38)

образуют ортонормированную систему ковекторов. Дифференцируя равен­ства (38), получаем: (39)
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где
, , ]∕7l'-1 7l' + 1
κ “ 71'Система векторов 41 4г ∙ ∙ ∙ 4, i-M1 1

t1∙- 1 41 4г * ' ∙ 4, i —1 Λ2]∕¾¾-, 41 4г • • • 4, i —1 А/где
(40)∙

! 41 4г9I0=l, %= ∖'a 'ω41 4’2
• 4/• 4«• 4,-

ipk = (Л, Лл) — /į,) lįk) gijобразует ортонормированную систему (см. [1]). Дифференцируя (40), получим: + (41)где ,¾,∙-ι¾∙+1κ ', ~ %Уравнения (39) и (41) будем называть уравнениями Френе рассматри­ваемой кривой, величины ki — ковекторными кривизнами, а ki — векторными кривизнами рассматриваемой кривой.Выражаю глубокую благодарность своему научному руководителю В. Близ- никасу за помощь при выполнении этой работы.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 17.1.1966
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METRINĖS HIPERPLOKŠTUMINIŲ ELEMENTŲ ERDVES 
GEOMETRIJOS KLAUSIMUI. MEDVIEDEVAITĖ

(Reziumė)Siame straipsnyje nagrinėjamas Kartano tipo euklidinis sąryšis, jrodoma, kad šio sąryšio objektas (ΓJa,, C')k) vienareikšmiškai nustatomas erdvės ≡∏ pirmos eilės funda- mentalinio objekto komponentėmis. Surandamos kreivės Frene lygtys, vektoriniai ir ko vektoriniai kreivumai.
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EINIGE FRAGEN DER GEOMETRIE DES METRISCHEN 

RAUMES VON HYPEREBENENELEMENTĘNI. MEDVIEDEVAITE
(Zusammenfassung)In diesem Artikel wird der euklidische Zusammenhang des Cartaπschen Types erklärt. Es wird bewiesen, dass das Objekt (ΓJfc, Cjk) dieses Zusammenhanges einstellig durch die Komponente der ersten Ordnung des Fundamentalobjekts des Raumes ЗЛл ausgedrückt wird. Da werden die Frenetsche Gleichungen der Kurven, die vektorischen und kovektorischen Krümmungen gefunden.




