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О НЕКОТОРЫХ СВЯЗНОСТЯХ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВВ. И. БЛИЗНИКАСВ работах [1], [2] построена теория различных связностей пространства опорных элементов F⅞,¼, которое является расслоенным пространством со специальной группой Ли (дифференциальная группа определенного порядка). В этой заметке рассматриваются аналогичные вопросы для расслоенного про­странства, фундаментальная группа которого является произвольной груп­пой Ли.
§ 1. Структурные уравнения расслоенного пространтсваЛокальные координаты xi дифференцируемого многообразия Vn можно считать первыми интегралами вполне интегрируемой системы ω*  = 0, гдеDω' = [ω*,  coį],

z4..∙4= Σ T⅛)Γ ωU ∙∙∙ΛP*1 + tω*' <..∙4> <1>
j = l(ι, J, k=↑, 2, ..., п; α, β, γ=l, 2, г;Z, J, К=1, 2, АГ; а, h=l, 2..............р).Структурные уравнения группы Ли G с инвариантными формами bα имеют вид (Cβγ - структурные константы, связанные тождествами Якоби):βb∙=∣ <7βγ[bβ, bη. (2)Любое представление этой группы определяется при помощи вполне интегри­руемой системы (см. [3]): <∕ξ7+≡i(ξ)bα = 0. (3)Если каждой точке дифференцируемого многообразия Vπ сопоставлено про­странство представления F группы G, то таким образом полученное новое пространство называется расслоенным пространством E(Vn, F, G, p, Z), при­чем р является канонической проекцией

p.E→Vnt pi(x, ζ)≈xi,
F — типовым слоем, т. е. пространством представления группы G для точки 
x0≡Vn, Z — семейством локальных гомеоморфизмов hx,.F→Fx(Fx - слой точ­ки xeVn), которые согласованы со структурной группой G(kx1ohxeG). Главное расслоенное пространство E(Vπ, G) пространства E(Vn,F, G, p, Z) определяется формами ω', ωα, причем формы ωα имеют следующую струк­туру (см. [3], стр. 228):

Dωa=⅛ Cgγ[ωP, ωγ] + [ω*,  c⅛ZM = [ωJ, ωg] + [ωg, ωg + [ωfc, ω‰], (4)(5)



6 В. И. БЛИЗНИКАСгде
ωfcA = ω‰> ωβ = Cβγ ωγ∙Тогда инвариантные формы группы Ли, которая действует в слое F и изо­морфна группе G, имеют вид bα=ωα Ио­формы ωg имеют следующую структуру:Z>ωg = [ωJ, ωg + [ωfc, ωgfc], (6)где

ωβΛ = C,βγωZ∙Расслоенное пространство E(Vπ,F, G, p, Z) можно определить формами ωf и 07: 07=<∕ξ7+Ξ7ω≡ + ≡iωfc, (7)которые имеют следующую структуру:
где

Q1j =∂jΞ1aωa+∂jΞ1hωh,

DΘ7=[Θ*,  Θa + [ωfe, 0į], (8)
®L = ≡i “£ + Ξj ωj*+∂ jr≡i (Ξf <∣>1+Ξf ω*).Слой F определяется формами 07[ i которые на нем обращаются в нуль. Оказывается, что формы ω≡ j имеют такую структуру:

где
Z>ω0t

Jl--Je
Σ j!(α-s)! ∏ω0ι..∙V ωZ+1∙∙∙⅛)J +

5=1

+n-..js> (9)ω≡∙ (Ю)Дифференцируя уравнения (10) внешним образом и пользуясь вами Якоби, мы получим тождест-

(П)Формы 07 ., определенные равенствами
Ji ... Jаjr*∙∙∙Λ Ξ7ωα + ∂j (12),J1...Jaудовлетворяют структурным уравнениям

pθΛ...Ja-∑ J∣(a-J)! ⅛..∙V ‰...∕a)J+ '

5 = 1+[Θt. ¾...∕oJ+fωt∙ ¾...∕> (13)
θj1 ... Jakl ... kc ∂jl ... J6 kc+...

где
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2j⅜... jakl...ke ∑ Л(в—/)! Х

/-1

§ 2. Инфинитезимальная связность пространства E{Vni G)Г. Ф. Лаптев доказал [3], что формы инфинитезимальной связности главного расслоенного пространства E(Vn, G) имеют вид:ωα = ωα+Γ^ωfc, (15)причем величины Γ⅛ образуют дифференциально-геометрический объект сле­дующей структуры (см. [3], при Λβ = δg)Z</Г£-Г?со£ + I‰J-ωζ = Γ5fcω'. (16)Дифференцируя уравнения (15) внешним образом, мы получим
D ω* = 1 Cįy р, + Rt, [ωt, ω∙J, (17)где ΛL=Γ1⅛-∣ C5r∏i7. (18)Объект R‰ называется тензором кривизны инфинитезимальной связности главного расслоенного пространства E(Vπ, G). Дифференцируя внешним образом формы ωg=Cβγωτ, мы получимZ>⅛ = ∣ <¾C⅞[ω°, ω<>]+∣ ⅛¾[ωt, «1-Отсюда, в силу тождеств Якоби, следуетZ)⅛-[⅜, ⅛ = ‰[ω∖ со*],  (19)где ∕‰=1 Qr¾. (20)Таким образом, с любой инфинитезимальной связностью главного рассло­енного пространства Е (Vπ, G) ассоциируется вертикальная аффинная связность с тензором кривизны R%ks.

§ 3. Вертикальные усеченные аффинные связностиРассмотрим формы <⅜ = ωβ + Γ‰ ω*,  где
dΓ^k - f -к ωg - ⅛ <⅛ + ⅛ ω≈ - ω⅛ = f‰ ω', (21)



8 В. И. БЛИЗНИКАСт. е. Γβjt образуют объект аффинной связности, который назовем объектом усеченной вертикальной связности (считаем, что он определен на базе 7л). Дифференцируя внешним образом равенства (21), мы получимβ⅜ = ⅛ ⅜] + ∕‰[ωt, ωj], где ^⅛j = 2(Γβ[⅛j)-fγ∣tfj'0∣,]). (22)Объект ассоциированной вертикальной аффинной связности имеет видΓ‰ = QγΓ‰Естественным образом возникает следующая задача: когда вертикальная усеченная аффинная связность порождает такую инфинитезимальную связ­ность расслоенного пространства, ассоциированная вертикальная аффинная связность которой совпадает с исходной аффинной связностью. Эта задача сводится к исследованию системы уравнений (Г£ — неизвестные):⅛t = ¾∏. (23)Если группа Ли G полупростая, т. е. det∣∣gβρ∣∣≠O(gαβ = C°γCJσ), то система (23) имеет единственное решение
π= -r⅛⅝где gσ⅛(3γ=δ≡. В других случаях система (23) решается не однозначно (име­ются в виду те случаи, когда она совместна) и произвол решения зависит от дефекта ранга картановой матрицы ∣∣gaβ∣∣.

§ 4. Главные расслоенные пространства
с финслеровой структуройГлавное расслоенное пространство E(Vn, G), на котором определена ска­лярная функция F, т. е.

dF= Fl ωi + Fu ωa,назовем главным расслоенным пространством с финслеровой структурой. Продолжение этой системы дает:V F к - Fλ ω⅛ = Fsk ω*  + Fak ωa,V⅞ = Λ⅛ωfc + Fβaωβ,V Fttk -Fa u⅛k — Faa, ω⅛ = Fask ωs + FaP* ωP, (24)
VF«0 = Faßfcüifc + FY«ßCüY’v Faβfc - Fσβ ω‰ - Faσ c⅛ - Fγaρ = F^k ωs + Fγaρjt ω‰V F0βγ = Fafrfk ωfc + Fεafrr ωe, где

Fsk = Fks, Fask = Faks, Fa^ks = Faβkst

^[aβ] Yι ... Ya = ~2 ^aβ Fσγt ... γa∙Если det∣∣F(aβ)∣∣≠0, то величиныгде



G НЕКОТОРЫХ СВЯЗНОСТЯХ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 9являются решением системы
где J7g = δS+f*vF σC¾,т. e. Ир — тензор. Если этот тензор невырожденный, то величины (ff$Hį = 8*):

Gak = H^образуют объект инфинитезимальной связности пространства E(Vn, G).

§ 5. Индуцированные связности расслоенного пространства 
E(Vπ, F, G, p, Z)

1. Индуицрованная инфинитезимальная связность. Как известно, инфи­нитезимальная связность главного расслоенного пространства E(Vn, G) инду­цирует связность расслоенного пространства E(Vn, F, G, p, Z):Θ'=(≡M+∏ωfc, (25)где f į =≡' г? (26)и
dΓ'∣c - f'<4 + ΓIWr-θi = ΓJ*ω'+⅛kΘS (27)причем ⅛ = ≡'Γ¾, ⅛*=⅛≡i∏∙ (28)Дифференциальные уравнения (27) можно переписать в виде

d⅛ - f⅛ +⅛Θfτ-ΘL = ⅞⅛⅛⅛. (27')где у — символ неголономной базисной производной относительно объекта ОΓ⅛. Дифференцируя внешним образом соотношения (25), мы получим 
f>Θ'-[Θr, Θ'r+⅛ω^1 = l ⅛[ω*, ω^], (29)где ΛL=2vκ⅛. (30)

о оОказывается, что тензоры кривизны связностей Γ⅛ и Г£ связаны соотноше­ниями ½=≡⅞<∙ (31)Если структурная группа G действует в пространстве F просто-транзитивно, то det И ≡3∣∣≠0 и из (26) следует, что между инфинитезимальными связно­стями расслоенных пространств E(Vn, G) и E(Vπ, F, G, р, Z) существует естественный изоморфизм, определенный этим равенством (см. [5]).2. Индуцированные линейные связности высшего порядка. Частичное продолжение уравнений (27) дает⅛-f^ΘΖ+f≡4%-f^ω*+⅛¾ r-Θ'ιt=f'ιrtω'+Γ'ι04Θfi,



10 В. И. БЛИЗНИКАСЕсли ввести новые формы
4...zβ-¾...∕β+⅛...∕β*ωtто, дифференцируя их, мы получим (33)

A...∕a-Σ ^⅛f¾...zs¾+1...4>eι= 

j≈l

-4 ¾... ,ιttμ, ωη+[Θ≡, ⅛... /о0], (34)где
а

rj1... JβΛΛ = 2V[Λrfj1... jβ∣Aj- ∑ s! (а—5)! x

5 = 1

x { ⅛ ... js ∣fc∣ ⅛+χ... jfl)β⅛~⅛ j,iäi ¾+1... jα) βfc}∙ (35)

оФормы ΘJ j определяют линейную связность, которую мы будем назы­вать индуцированной вертикальной связностью высшего порядка. Если про- 
о странство F является линейным представлением группы G, то формы ΘJ являются формами аффинной связности, т. е.P⅛-[⅜, ⅛] = 4(Γ½ω)-ffκf{β,M)[ωt, ω*].  (36)

Для любого представления формы Θj имеют структуру
PΘj-[⅛, Θa=∣(VtiΓ{∕1M-Γ^1*ff 0∣4))[ωk, ω*]  +

+ [©е, (‰ + Γ⅛ω*]. (37)Оказывается, что величины Rj∣d,, в общем случае, тензора не образует, а 
Ообразует вместе с Rrkh линейный и однородный дифференциально-геометриче­ский объект, т. е.
V R1Jkħ ÷ R∙kħ ®TJ = R1Jkħ, sω*+  Rjkh, Q®Q’

о оОбъект (Rjch, Rykh) будем называть объектом кривизны вертикальной линейной связности ^первого порядка, а объект (R,kh, R1jtkh............. R!j j kh) — объектомкривизны вертикальной линейной связности порядка р. Оказывается, что

(38)
Jakh rj1 ... Jathωh ¾ ... ∕.*Λ +

s!(α-y)! ...JslkħκjT∖J∙+1...Ja> v(∕1
О

R1...jsλ∖t∖js+1

О о о+ ⅛Θ'. ..JβT*⅞...  Jakh, rω* + ¾ QT
...Jakh.τ'jТаким образом, инфинитезимальная связность главного расслоенного про­странства индуцирует усеченную линейную вертикальную связность высшего порядка пространства E(Vnt F, G, p, Z). Когда группа G действует в F транзитивно (но не просто-транзитивно), то для определения объекта Г£ (объект Г( произвольный) уравнений (26) не достаточно для того, чтобы 



О НЕКОТОРЫХ СВЯЗНОСТЯХ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 11определить Г*.  Продолжая дифференциальные уравнения объекта Г£ (они 
отакие же как и для объекта Γ⅛), мы получим объект усеченной линейной вертикальной связности. Возникает вопрос, когда объект усеченной верти­кальной связности (подобъект р-раз продолженного объекта Г£) порождает инфинитезимальную связность главного расслоенного пространства. Оказыва­ется, что для этого должны выполняться следующие соотношения:

C⅛Ξ'Γb⅛≡in-Ξ*‰

(39)т. е. когда эта система совместна и имеет ранг σ = пг. Аналогичную задачу рассматривал Ю. Г. Лумисте для того случая, когда F=G∣H (см. [4]).
§ 6. Линейные связности высшего порядкаСтруктурные уравнения (1) можно рассматривать как структурные урав­нения главного расслоенного пространства Е (Vn, Dnp), где DNpn — диффе­ренциальная группа р-го порядка. Пфаффовые формыЬЛ.../О=®Л ...∕J<√.0, θ,-o являются инвариантными формами другой дифференциальной группы ^msn∙ Пользуясь этими группами мы имеем возможность строить различные связ­ности. Эти построения приведены в работах [1, 2] для специальной груп­пы Ли. (число q зависит от разменостей п и г, а также и от внутренних свойств пространства F).Рассмотрим формы (40)(41)

(42)Эти формы на расслоенном пространстве E(Vn, F, G, p, Z) определяют ли­нейную дифференциально-геометрическую связность порядка (p, q) тогда и только тогда, когда на нем задан дифференциально-геометрический объект 
о следующей структуры (объект Г£ имеет такую же структуру как и Г*):

s= 1

о!

а!

(43)
а

а

(44)
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ьΣZ>!s!(6-s)!
5=1 -¾.... ⅞ θ*̂  ¾... ∕δγ=¾λ ... ⅛ °f,+H⅛... z4rθr, (45)

b

÷Σ
5=1

*!____ (ст
b~s)'. tt-χ(Λ

+

,jl...jbτ

(46)Этот объект называется объектом линейной дифференциально-геометрической связности двойного порядка (р, q). Очевидно, что он имеет два подобъекта, т. е. объект линейной горизонтальной связности порядка р:∏λ...4∙ cr1....la («-b 2,и объект линейной вертикальной связности порядка q:

⅛ll...h><bl...>b (*= 1>2.................. <?).Формы (41) и (42) можно переписать в виде
⅛ .∙∙>β≡ωΛ ∙.∙⅞+ r⅛∕ι ∙∙∙⅞ωfc+ cτk ...ja θr*

= Θil...7a+¾....∕oω4 + c^...7oΘr- 
(4Γ)

¾..∙Λ,=¾→ (42')где (47) (48)Эти новые величины образуют самостоятельные дифференциально-геометриче­ские объекты, т. е.• * 
dΓi - Г'ULKh.-Ja ktjl. -ja^+ Σ

5 = 1

fl! f Р ωi
s! (а-s)! ^1fcOι...jsωJs+1...JaV* * *ωG. ... Js Г1 к 1 ys+1... ja) t} 0⅛1 ... Ja - rWι... Ja ωh + r⅛.... Jfl θ ’ (49)⅛...∕i-¾... 4⅛÷Σ

5= 1

Ы f Hτ Θz —s!(6-s)! <-π*(Λ...  Jj^J5+1...∕pr* * *Θr Hiu(∕l... J,21∣fc∣Jj+1. )-Θz..jb)τJ vj1 ... Jb k = -¾Jl ... Jb ω* + H1kj^ '.'jbτ Θr∙ (50)Найдем структурные уравнения расслоенного пространства со связностью. Из (1) и (4 Г) следует, что
Dωt- [ω*,  ⅛] = 9‰[ωfc, ω*]  + Ciτk [Θr, ω*],  (51)



О НЕКОТОРЫХ СВЯЗНОСТЯХ РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ 13*где 3⅛A = Γpyi]. Величины ‰ и Ciτk образуют тензоры, первый из них будем называть тензором горизонтального кручения, а второй — тензором кручения. Дифференцируя внешним образом равенства (40), мы получим/>©'-[©*  ⅛ = ∣%[ω∖ ω*]+⅛[ω t, Θ∏ + ‰[Θ^ Θ"], (52)где
Lį-k = Hix — Γ‰ ‰ = C[kh∖.Тензор L1τk назовем простейшим тензором кривизны, а 9‰ — тензором тикального кручения (9‰ — тензор кривизны объекта Г£).Дифференцируя (4 Г) и (42'), мы получим2>¾...4- Σ 7∏⅛Γ ⅛∙∙∙V ¾+1 ∙√β>J =

s=l4¾...v,[ωt, ω*]  + Я'„.vr[ω*,  Θ∏ + l ¾...4ra[θ', ¼
b

D&, , - ∑ ,, [©Г, ,, ©' ,,τ]-
А ••• Jį ∣y! (6β5)l (А Jį "^r+ι ,** jb> *

5=1[ω∖ ωη+≡'ι...,tja.[<Λ Θ4 + ⅛....mb[Θ', ⅛

вер-
al

(53)
2 'где Л... Jb!Λ (54)
¾ ...jαkh~ 2V[jt ri∏1 ,,.ja Σ 5∣ (fl—5)1 {Γ*

5=1

“ rl 01... Js r! к 14+1 ... t } + cTh ...ia ^kht

a j
¾ ...7aX-H=2C[Ä^Ä-∙∙Jfl- Σ d (α-j)! { ‰,..J,‰∕,+1...4H

“ cH (Jl ... Js c∣ κI√5+1...√β)} ÷ 2c⅛1... Ja

¾..∙4*H sVtfr⅛∕1...ja~cτjl ∑ j∣ (fl-,s)∣ { 1‰1 ...js ciffua+1 ...jjt~

s≈∖

*
i(∕ι...y,r{*M, +l...∕β)*

(55)
(56)

а!

ch U,...), ri * I i,+l ...}J t J+c⅛,... Jα L»*'

b

^J1...Jbkk = 2V[kffΛjJ1...Jb~ ∑ sl(b-s)! iffk(Jt... JaH\h\jλ+1... Jb}τ~

5=1

(57)

ь

-Σ
5 = 1

b\
51 (6-5)!

b
-Σ

j = 1

hh (J1 ... Js H\k I Jj+1 ... jp r } ÷ cγj1 ... jb

¾... jbKH = 2c{κff] Jl ...Jb~

{cκul...Ja c{H∣Js+1...Jb)T cH

... jb kH~^k C1hj1

s∖ (b-s)'. { ffk (/» ... js c∣Tl Js+1 ... ⅞) w” ch
Jb likJi ... Jb Н cTJl ... Jb

♦
T u7 1
H{jl...ja11∖k∖js+1 ...jb)T*

(58)
(59)
(60)



14 В. И. БЛИЗНИКАСи Vfc —символ неголономной базисной производной относительно объекта Г(. Система величин ξ)ijt...i kh является решением системы
а

rf¾ ...∕β**"¾ ...v*ω*^¾ ...jak, <4 +
а

(61)т. е. образует линейный и однородный дифференциально-геометрический объект, который будем называть первым картановым объектом горизонтальной кри­визны. Структура этого объекта такая же, как и полной неголономной ба­зисной производной высшего порядка V√fl (vyβ-1(∙∙∙VΛ⅛)∙ • •) от тензора ¾∙ Аналогичную структуру имеют и дифференциально-геометрические объекты 
¾ j кн и ¾ j kit κoτoPbie будем называть, соответственно, вторым и третьим картановыми объектами горизонтальной кривизны.Величины Q,1ji j^kh являются решением системы

ь

(62)т. е. образуют линейный и однородный дифференциально-геометрический об­ъект (его структура такая же, как и многократно продолженного тензора T[h относительно слоевых форм), который будем называть первым картановым объектом вертикальной кривизны. Объекты 9D¾1...j6fcfr и ¾...76zh имеют такую же структуру и их назовем, соответственно, вторым и третьим карта­новыми объектами вертикальной кривизны.
§ 7. Обобщенные тождества БианкиНеголономные инвариантные производные объекта ⅜ih j kh мы получим, если систему дифференциальных уравнений этого объекта представим в виде

а

*
(6Г)где (V/ — символ неголономной инвариантной производной первого рода, а уг - второго рода)

V'tyl...jakh~⅛ji...jakħ,t ¾ ...7flihr'* ¾...yβAar⅛+

а
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Vr¾..√aΛΛ~¾ ...;вЛА, т ^>h...jashcTk ⅜ ... jakscTh +

+ Σ j!(α-s)Γ {⅛tUι ...Js↑khcτt∣js+l...j^Γcui ...Js^∖τtlJs+1...Ja)kh^ (64)

5 = 1Обобщенные тождества Бианки мы получим дифференцируя внешним образом уравнения (51) —(54) и приравнивая нулю коэффициенты при внеш- *них кубических формах, в которые входят формы ωf и Θz. Таких тождеств в нашем случае будет 15 групп:1 ∙ Via 9‰j + 29?} [а 9‰ + у Cij∙[h ЖкП ~ .δi[ħkn = θ>2. V£ fRihk — via C,1l 1 jt] — 29?į [a Cf£i а] — CtLt 9‰ — 9‰t] τ= θ,3∙ V[iQh + ⅛¾-⅛∣r∣ ¾a-у <≡⅛az = 0,4. 4 Vw‰ + 9lf1*‰-⅛⅛ tt9lδι=O,
5. £ Vi∙9‰+Vt*⅛∙ ∣M-УУи i и+½ ^⅛+⅛tΛ^-∕z.∣ я + 51½, 9?Jį = 0,θ∙ Va9⅛h~ V[*⅛JΛ+∙⅛∣r∣  C⅛∏a~^⅛9?Ьг--9?^[^£я1 а-9?г[к-£я]а +

+99⅛ ∣A∣H] = 0>7. V(λ‰ + 291zγ^91Il]-4‰] = 0,
8∙ 2^ ¾A‰.--√αl*n÷S⅛  .. Jflf[ft⅞~'2 ¾ ..√β[A∣τ∣¾] = θ>9. у Vt5j1 ..Jfltt÷V[A%1 ...yβ∣ A]X + ¾ ...jat[hc∖n Jt] +

+ ¾ ...JatL^hk~^jl ...Ja[h\TLL\k} + ~2 ¾ ...√β7Z¾≡θ>

10. V[r¾...7flAlLj + y Va¾ ...^^, + 9?^ ...jatiκctL]h~'

+ 2 ¾ ∙ ∙ ∙ JbKL + ¾ ... JbT[K^,L] А - 0’

^h ...JakTf^KL ¾ ...yflΓ[Kr¾A~0∙

11. 2^ ¾H¾ ...yfl∣XZ] + ¾ .. 9lr =0 .JaT{H^KL} u»12. ^2 ¾Λ*4Λ  ... J6∣⅛Π + ¾ ... w -I9jy 9?г
.Jbt[h^kn 2 jjtJl..Jb |Ä 1 т 1 λA∕]13. у Vr¾ ... j6aa + V[a2R[j1l ... J6∣Λ]I,-¾ ... Jbt[hc↑L∖k} +

+^v..vλ-¾... Jbh[T^,L∖ kj^^^2 ¾ ... JbTL ^hk = ’14. ... Jb h 1 L] ÷ ... J6([lQ]∕ι~¾ ... JhAΓ^Jtt +

15∙ у vΛ,,.j4in+¾...76m‰=o.

Вильнюсский Государственный педагогический институт Поступило в редакцию25.V.1966
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APIE KAI KURIUOS IŠSLUOKSNIUOTŲ ERDVIŲ SĄRYŠIUSV. BLIZNIKAS
(Reziumė)Nagrinėjami išsluoksniuotų erdvių aukštesnės eilės tiesiniai sąryšiai ir jų kreivumo objektai.
ON THE SOME CONECTIONS OF FIBRE SPACES

V. BLIZNIKAS
(Summary)The linear conectioπs of higher order and their objects of curvature of the fibre spaces are considering.


