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К ТЕОРИИ ИНВАРИАНТНЫХ АФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ НА 
ГРУППЕ ЛИ

р. в. восилюсВ работе [2] в пространстве группы Ли ЭД с заданной оснащенной под­группой g построено однопараметрическое семейство связностей, инвариант­ных относительно группы ЭДпр × gn, т. е. относительно всех правых сдвигов и относительно левых сдвигов, определяемых элементами подгруппы g и име­ющих геодезическими траектории однопараметрических подгрупп группы ЭДпр × Sn∙В этой заметке рассматривается более общая задача об отыскании для некоторых классов инвариантных аффинных связностей на группе Ли ЭД гео­дезических, являющихся орбитами однопараметрических подгрупп полупря- мого произведения G этой группы на некоторую группу ее автоморфизмов.Задача решается методом внешних форм Картана.В пространстве r-мерной группы Ли ЭДГ можно найти г линейно незави симых правоинвариантных линейных дифференциальных форм ωz, удовлетво­ряющих структурным уравнениям Картана:
dωr=^ Cikl<ak к ωk,

I, J, К, L, Р=1, 2, . . ., г,где CrKL — структурные константы этой группы:
c'kl=-c'lk,

C1κ(j C{p^ = 0. (1)Рассмотрим некоторое разбиение форм ωz на две части- ω,', ωλ,z, j, kf l, p= 1, 2, . . ., r1∖ α, β, γ, λ, μ, v = r1÷ 1, . . r,при котором система форм ω' - вполне интегрируема. Тогда Cjlμ = O и систе­ма уравнений ω' = 0определяет некоторую подгруппу g группы ЭД. Структурные уравнения груп­пы ЭД теперь можно записать в следующем виде:
dωi = C{k ωλ A ωk + у Cikl ωk л ωz,

dωλ = C⅛v ωμ л ωv + C* k ωμ A ωfc + у Ckl ωfc A ω,.



30 p. в. восилюсРассмотрим некоторую группу автоморфизмов группы Φ,. Ее инвариант­ные формы обозначим через Θτ, а структурные уравнения запишем в виде:JΘτ = y CIpΘτ∆Θp,τ, σ, р = 1, 2, ..., и,где СоР удовлетворяют условиям, аналогичным (1). Тогда система форм Ωz, Ωλ, Θσ, удовлетворяющих структурным уравнениям<∕Ω' = αj,tΘσΛΩt + CLiΩxΛ∩t + y CjzΩtΛΩ',<∕Ωλ = ⅛1Θ°ЛΩ>*  + <⅛tΘ∙,λΩ*+  ± Cx,Ω* λΩ,' ++ <⅞Ω'*ΛΩ*  + i C¾ΩxλΩ', (2)rfΘτ = ∣ C⅛Θ°λΘp,составляет систему правоинвариантных форм группы G, являющейся полу­прямым произведением этих групп. Так как группа автоморфизмов сохраняет структуру группы ⅛r, то она оставляет инвариантным ее структурный тен­зор. Поэтому ⅛L aaP + СРК ⅛ — CpL a1oκ = 0.Формы ωi = ⅛tΘ<", ωj1 = 0, ω⅛=<⅛tΘ°, <⅛ = ⅛1Θ°задают линейное представление группы автоморфизмов в алгебре Ли группы ⅛r. Условие ωjt = 0 означает инвариантность алгебры Ли подгруппы g, а тем самым инвариантность относительно группы автоморфизмов вышеуказанного разбиения.Уравнения Ω' = ω1, Ωλ = ωλ, Θσ = 0определяют изоморфизм группы ⅛r на некоторую подгруппу QIr группы G, которую мы и будем рассматривать. Наконец константы Cikl, C⅛a, arσκ вместе взятые должны удовлетворять соотношениям вида (1).На многообразии Мп с параметрами иа и базисными формами ωα(√, v*,  
duc) аффинная связность без кручения может быть задана системой форм ωα, ωbc(udt vφ, dud, dv*),  удовлетворяющих уравнениям такого вида:

dωa = ωb л ωg,
dωab = ωcb л ω% + у Rabcd ωc A ωd.Канонически параметризованные геодезические линии такой связности суть решения системы дифференциальных уравнений:

-'*∙ rf(⅛)=ω6ωζ∙Любая другая аффинная связность без кручения на многообразии Мп задается системой форм ωα, τg = ωg + Zgcωc,где tbc = tacb - тензорное поле на многообразии [1].



К ТЕОРИИ ИНВАРИАНТНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 31Канонически параметризованные геодезические линии этой связности являются решениями следующей системы:~dt'd (-^) = ωftωft + ⅛ω6ωc∙
Из уравнений (2) следует, что система форм ⅛=y ⅛lΩl, Ωy, Θσ = 0 определяет некоторую аффинную связность на группе ЭД. Эта правоинвари­антная аффинная связность на группе ЭД называется связностью Картана данной группы [1]. Отсюда следует, что любую другую аффинную связность на группе Ли ЭД можно задать системой формΩ', ⅜=1 ⅛βt + y⅛21. Θσ = 0.Эта связность тоже правоинвариантна, если ⅛z, постоянные [1]. Обозначая через γi-z, компоненты рассматриваемой связности в репере Ωz, Θσ группы G, геодезические линии ее зададим следующей системой дифференциальных уравнений: -<Λ-rf(⅛) = ωjrΩ*+γkΩ*Ω>.  (3}Компоненты инвариантного относительно правых сдвигов тензорного поля на группе Ли ЭД под действием группы G будут преобразовываться по такому же закону, как компоненты соответствующего тензора в алгебре Ли группы ЭД при преобразованиях соответствующих автоморфизмов:

dYκL = Чкр ωf + γf>L ω⅞ - γ‰, ω1p. (4)Вместе с разбиением форм сУ на две части, компоненты аффинной связ­ности соответственно разбиваются на группы:
Ykb γiα, Yαβ

Ykb yL, γ≡β∙Рассмотрим класс аффинных правоинвариантных связностей на группе Ли ЭД, у которой не равны нулю лишь компоненты γ⅛z и γ⅛a. Для этого класса связностей мы укажем некоторые условия на направляющий вектор геодезической а1, достаточные для того, чтобы геодезическая, проходящая по этому направлению, являлась траекторией однопараметрической подгруппы группы G.Уравнения (3) для рассматриваемой связности принимают следующий вид: -<H4∙ 
-<W^4^Ω⅛⅛Ω'  (5>

Канонически параметризованные однопараметрические подгруппы и их классы смежности на группе Ли G задаются следующей системой диффе­ренциальных уравнений:
(6}



32 P. в. восилюсИз уравнений (4) следует, что вдоль траектории однопараметрической подгруппы группы G■^^кР^+^а^-^а^Ь'’. (7)Допустим, что некоторая геодезическая, т.е. решение системы (5), является траекторией однопараметрической подгруппы группы G. Тогда она является решением и системы (6), и можно подобрать тикие величины а1 и Z>σ, что Ω' = α', Θσ = 6σ.Подставляя в систему (5) эти выражения получаем такие условия:
aiσk ba ак = О, 

a* κbσaκ+^- γklak a,+ γkaak aa = 0,которые должны выполняться тождественно вдоль траектории однопараме­трической подгруппы.Произведем следующую группировку членов второй строки этих урав­нении:
A⅛ = a}ab° + γiaak,

Bλ = ayσk b° ak+ j γ%l ak а1.Воспользовавшись уравнениями (7), мы получаем вдоль траектории одно­параметрической подгруппы следующую систему дифференциальных уравне­ний для этих величин:
dAλ

—jį- = ahk baak Ayt-<⅛0 b° B<i.Ввиду однородности полученной системы Ak≡0 и Bλ≡0 вдоль траекто­рии одиопараметрической подгруппы группы G, если в начальной точке на­правляющий вектор геодезической удовлетворяет условиям A⅛ = 0, Bλ = 0. Таким образом мы получаем следующий результат:Теорема 1. Если у правоинвариантной аффинной связности на группе 
Ли ЭД не равны нулю лишь компоненты γjy и γ⅛α, то геодезическая, про­
ходящая по направлению, задаваемому вектором а1, для которого можно 
подобрать такие величины bσ = bσ(ar), чтобы в начальной точке выполня­
лись условия aL* σ + γii0t = 0. ⅛* σa4 = 0, ⅛** σat + -5- 4i∣aka' = O, 
является траекторией однопараметрической подгруппы группы G.Теперь рассмотрим класс связностей, у которых равны нулю все компо­ненты, кроме γia. Уравнения геодезических в этом случае принимают такой вид:



К ТЕОРИИ ИНВАРИАНТНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 33Если некоторая геодезическая такой связности является траекторией однопараметрической подгруппы группы G, то рассуждения, аналогичные предыдущим, приводят к тому, что вдоль этой подгруппы должны выпол­няться следующие условия: ⅛fcZ>σαfc + γjtλα*α λ = O,
a* κbσaκ = 0. (8)Дифференцированием вдоль однопараметрической подгруппы выражения 

Ci∣, = a'akba + γikλa∖получаем
= a,a∣c b- Ci - alal b” C'lc + γiμ β‰ b- a∖ (9)Если α⅛λZ>σoλ = 0 в начальной точке, то a‰bσaλ≡0 и вдоль траектории од­нопараметрической подгруппы. Но тогда система (9) становится однородной относительно величин Cį и уравнения (8) выполняются тождественно вдоль однопараметрической подгруппы.Мы получаем следующий результат:Теорема 2. Если у правоинвариантной аффинной связности на группе Ли ЭД не равны нулю лишь компоненты γ*< x, то геодезическая, проходящая по направлению вектора ат является траекторией однопараметрической под­группы группы G, если можно подобрать такие величины Ь°, чтобы в на­чальной точке выполнялись условия:⅛* σ+γkαλ = 0,<⅛tfc°fl*  = 0, (10)<⅛β⅛σα9 = 0.В том случае, когда подгруппа g группы ЭД является оснащенной и за группу G берется группа ЭДпрх£л, этот класс связностей содержит указанное в начале однопараметрическое семейство инвариантных аффинных связностей. В этом случае уравнениям (10) можно удовлетворить при любом выборе вектора а1.Сейчас укажем пример группы, на которой связность с неравными нулю только компонентами γ⅛z и yįa имеет геодезические, которые все являются траекториями однопараметрических подгрупп группы G. Это «-мерное вектор­ное пространство, которое является коммутативной группой относительно операции сложения векторов. Автоморфизм этой группы — любое невырож­денное линейное однородное преобразование пространства. За группу G возь­мем все линейные неоднородные невырожденные преобразования. В подвиж­ном репере пространства {M, li} преобразования группы G можно задавать следующими формулами:

dM = ω4h

dh = ωf lκ,где формы ωz и coį удовлетворяют уравнениям Картана
dωr = ωκ A c⅛, dωrκ = ω⅛Λ ω[.Возьмем некоторое разбиение форм ωz на части ω' и ωλ и как это де­лалось выше, соответствующее разбиение компонент аффинной связности,

3. 1.



34 P. B. B O C ИЛ Ю cинвариантной относительно группы сдвигов. Поступая как и раньше, мы по­лучаем, что геодезическая связности, у которой не равны нулю лишь ком­поненты γ⅛z и γ⅛α является траекторией однопараметрической подгруппы группы G, если вдоль этой подгруппы выполнены следующие условия: 
aik ак = О,

γ⅛∣akal + y⅛aakaa = 0.Ввиду произвольности величин arκ, для любого вектора ar, их можно подобрать таким образом, чтобы в начальной точке выраженияΛi = ai + γ‰0*,
Bλ = akak + -i∙ Ykiaka,обратились в нуль. Тогда наше утверждение будет следовать из теоремы 1. 

Теорема 3. Все геодезические инвариантной относительно сдвигоз аф­финной связности в линейном пространстве с неравными нулю только ком­понентами γjz и γ‰x являются траекториями однопараметрических подгрупп группы всех линейных неоднородных невырожденных преобразований этого- пространства, оставляющих подгрупу ω' = 0.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 22.IX. 196&
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1NVARIANTINIŲ AFININIŲ SĄRYŠIŲ LI GRUPĖJE TEORIJOS 
KLAUSIMUR. VOSYLIUS
(Reziumė)Straipsnyje nagrinėjamos dvi invariantinių afininių ryšių Li grupėje a klasės. Nurodomos pakankamos sąlygos, kad geodezinė linija būtų duotos Li grupės automo:- fizmų ir kairinių poslinkių grupių pusiau tiesioginės sandaugos vienparametrinio pogru­pio trajektorija.

ZUR FRAGE VON DER THEORIE DER INVARIANTEN AFFINEN 
ZUSAMMENHÄNGE IN DER LI GRUPPER. VOSYLIUS
(Zusammenfassung)In der Arbeit werden zwei — Klassen der invarianten affinen Zusammenhänge auf der Liescher Gruppe q untersucht. Es werden hinreichende Bedingungen gegeben, um geodätische Kurve. Eine Trajektorie der einparametrischen Untergruppe von des halb­direkten Produktes der Automorphismen gruppe der Lieschen Gruppe und einer Gruppe ihren linken Verschiebungen wäre.


