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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ НУЛЯМИ .А. А. КОНДРАТЮКМы будем рассматривать целые функции /(z) с положительными нулями О < a1 ≤ α2 ≤ • • • конечного положительного порядка р. Обозначим через п/(г) число нулей функции ∕(re'φ) на сегменте [0, г], а через Nf(r) — величину

N∕(r)≈ f n,(t)dint≈Λn,(t)*)  (1)
оПусть p (г) — некоторый уточненный порядок [1], p(r)→p при r→ оо, такой, что 0 < ∆z < оо, где δ'=±2≡∙ (2)Обозначим через G^Δ, p(r)) = G(Δ) класс целых функций с-положитель­ными нулями порядка р, у которых верхняя плотность нулей ∆z, измерен­ная с помощью функции гр(г), не превосходит положительного числа Δ.В настоящей статье мы находим точную оценку сверху для индикато­ров целых функций [1] из класса G(Δ).Аналогичную задачу, в которой ∆z определялось как

решил А. А. Гольдберг [2], [3], [4] (в [3] изложена история вопроса). Функ­ция Nf(r), хотя и более сложная, чем nf(r), однако более употребительна в неванлинновской теории (см., например, [5]). Кроме того, в силу известной формулы Йенсена равенство (2) можно переписать в виде2rr∆z= limr_₽(r)∫ In ∣∕(re,'φ) ∣ <Zφ,и нашу задачу можно интерпретировать так: зная рост среднего значения In ∖f(z) I на окружности ∣z∣ = r, оценить рост In ∖f{z) | на каждом луче argz = φ.Через а+ будем обозначать число y(α + ∣α∣), а через а~ — число ( — α)÷. Автор выражает глубокую признательность А. А. Гольдбергу за вни­мательное руководство и непосредственную помощь в работе.
♦) Через А будем вообще обозначать оператор, переводящий неотрицательную функцию а (/), заданную на (0, ∞), такую, что интеграл от a (t)Įt существует на (0, о) при любом о, в функцию

ГJ*  α(τ)<∕lnτ, 0<r<∞.О
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§ 1. Целые функции нецелого порядка. 
Предварительные замечанияВ § § 1 - 5 мы будем рассматривать целые функции нецелого порядка P>[o]=Λ Индикаторы будем измерять относительно того же уточненного порядка р(г), с помощью которого вводится верхняя плотность нулей (2), таким образом 0≤φ<2π. (1.1)Мы докажем следующую теорему.

Теорема 1. Для всякой целой функции f(z)εG(Δ) выполняется нера­
венство

hf(<v)≤∆fl(<f, р),
-где I (φ, р) — некоторая непрерывная функция от φ, 0 ≤ φ < 2π. 

Существует целая функция f(z)eG(Δ), такая, что 
hf(<fi) = ∆(>l(<f, р)

(1.2)
(1.3)■для всех φ, 0 ≤ φ < 2π.Вид функции ∕(φ, р) дан в конце § 4.Известно [1], что всякая функция ∕(z)∈<7(∆) представима в виде ∕(z) = = exp{P(z)}g(z), где g (z) — каноническое произведение рода р, а P(z) — мно­гочлен степени не выше р. Так как In ∣ exp {P (z)} | = 0 (∣ z p,) = 0 (∣ z ∣p (1 z 1 >), то Az(φ) = hg (φ). Поэтому мы, не уменьшая общности, будем в § § 1—5 счи­тать, что

ао

л= 1где Е(и, р) — первичный множитель Вейерштрасса рода р.Всюду далее будем считать 0<φ<2π. Справедливость результата для ∙φ = 0 будет следовать по непрерывности. В обозначениях Nf, nf, hf будем иногда опускать значок /.Представим In ∣∕(refφ) | интегралом Стилтьеса (см., например, [2]) и, ин- янтегрируя по частям, получим:ln∣∕(re,φ)∣ = ^ 1π∣e(^--, p)∣ = f ln Į E (e''φ, p) ∣<*ι(τ)  =
л=1 0

= f n(τ)K1(r, τ, φ, P)(-7f+ dτ= f ^(τ)bι(r, τ∙ 9» P)(⅛f+ dτ =o o= J*  n(rt)K(∖, t, φ, p)dt=f N(rt)L(t, t, φ, p)dt =o o
Здесь

(1.5)
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L1(r, t, φ, p)=pK1(r, t, φ, p)-t =

_ r cospy— t cos (p + 1) φ _
—P r2_ 2rt COS φ + Za, r≡cos (p-1) φ-2∕τcospφ + facos (p+1) φ . . c∙,.t (ra-2rrcosφ + ∕a)a ’ 1∙°'^ln∣E(^√φp)I = ^(-∕Λr) = ⅛ L = ^)p+'l1. (1.5")Ограничимся сначала случаем p(r)≡p. От этого ограничения мы освобо­димся в § 5.Если ∕(z)∈G(Δ), то без уменьшения общности можем считать, что для всех г, 0<r<∞, и произвольно малого ε>0 выполняетсяMz(r) = ΛHz(r)≤(Δ + ε)rP. (1.6)Этого можно добиться, разделив ∕(z) на некоторый многочлен, что не повли­яет ни на индикатор, ни на верхнюю плотность нулей.Из [1.1] и [1.4] следует, что при фиксированном φ, 0<φ<2π, для не­которой последовательности rk → ∞ и произвольно малого ε > 0 существует 

к0, такое, что при k>k0 справедливо неравенствоΛz(φ)-ε≤rΓp^(Λ∕('∙t'))∙ (1-7)Мы рассмотрим класс Λ(δ) неотрицательных неубывающих функций v(t∖ О < t < ∞, δ> О,
R (δ) = {v (r): А V (0 = Н (In t) ≤ δ ∕p}. (1.8)Определим функционалы F и F1 при v (t) ∈ R (δ) следующим образом: f,(v(f)j = ∫ v (t) К (г, г, φ, p)dt и F1^(lnr)j= I* Я (ln Г) L (г, Г, φ, р) dt. Мы о 6будем находить sup F(v(r∕)j.

v (rr) е Я ((Δ + ε) rp) ' 7В § 5 мы докажем теорему 1, где в правых частях (1.2) и (1.3) стоит sup r((v(r)) = pΔZ(φ, р).v (r) e R (Δ) \ 'Равные почти всюду функции из класса R (8) будем считать эквивалентными. Обозначим далее Я(1) через R.

§ 2. Исследование функций X1(l,. г, φ, р), L1 (1, φ, р)В дальнейшем в K1,L1,K, L будем обозначать зависимость лишь от t и φ или лишь от одного переменного t, в Е(и, р) не будем отмечать зави­симость от р.Множество точек φ, 0<φ<2π, для которых функция K1(t, φ) как функция от г, имеет при 0 < t < оо ровно i нулей, i = 0, 1, и положительна (отрицательна} в достаточно малой окрестности / = 0, будем обозначать через Φ∣( + )(φi(-))∙ Эта множества зависят от р, причем, некоторые из них могут оказаться пустыми для фиксированного р. Очевидно функция K1(t, φ может обращаться в нуль при 0 < t < оо лишь в точкеcospφ cos (р+ 1) φ = c(φ).



82 А. А. КОНДРАТЮКЭлементарный анализ (см. [2]) показывает, что21) при φ∈Φ0( + ) выполняются неравенства: cospφ>0 и cos(p÷l)φ≤0r X1(r)>0 для всех ∕∈(0, оо);22) при φ ∈ Фо (-) выполняются неравенства: cosp φ ≤ 0 и cos (р + 1) φ ≥ О, X1(r)<0 для всех r∈(0, оо);23) при φ∈Φ1( + ) выполняются неравенства: cospφ>0 и cos(p+l)φ>0, ln∣E^)∣ >0 для O<z<e0(φ), ln∣r(-^j∣<0 для e0(φ)<z<+∞, 
е0 (?) < c (?)» a также справедливы соотношения:In I =0, In j I → ∞ ПРИ t → θ, In j^(⅛^) j θ ПРИ t →co*причем ln'∣jE(^)j убывает при r∈(θ, с (φ)j и возрастает при 
t ∈ (с (φ), ∞ j монотонно;24) при φ∈Φ1(-) выполняются неравенства: cospφ<0 и cos(p+l)φ<0 Очевидно, указанные множества не пересекаются и

iĮJ (φi( + )+Ф, ( —)) = {0 <φ< 2π}.
/=0Нули функции ~-1d<f*  = K,1 (t) как функции от t определяются формулой (при cos(p+l)φ≠0) cos р φ ± j sin φ j• κι, 2 (?) ≈ κι, а cos (p+ 1) φ (21 >Причем при 0 < t < ∞ для положительных κlι 2 справедливо соотношениеκ1<c(φ)<κ2, (2.Γ>ибо если sin φ = 0, 0 < φ < 2π, то <p = π, и κ1,2 (π) = — 1.Легко проверить, что при cos (р + 1) φ ≠ 0, φ ≠ π, 0, справедливо

Покажем равенство
κ2 > cos φ.это, например, для случая, когда cos(p+l)φ<0. Тогда наше не­равносильно следующим:COSpφ-∣S⅛φ∣.aco cos(p+l)φ τCOSр φ COS2 φ — sinр φ sin φ COS φ > cos φ — ∣ sin φ∣,— sin φ sin (p + 1) φ> — I sin φ ∣,± sin(∕>+ l)φ> - 1.в (1.5z) r=l. После приведения к общему знаменателю в (1.5'>Положимв числителе будет стоять многочлен по t, который мы обозначим через Λ(φ, 0, P8(φ, 0 = P (cospφ-/cos (p+ l)φj (1 — 2zcosφ + r2)-

— t (cos(p — 1) φ — 2t cos р φ +t2 COS (p + 1) φ) .Точки на положительной полуоси, в которых многочлен P3(φ, t) меняет знак, если они существуют, будем обозначать через ∕ι(φ) = fι, G(ψ) = z2> ∕3(φ) = ∕3 в порядке их возрастания. Мы будем использовать тот факт, что 
cosp φ и cos (р + 1) φ не равны нулю одновременно.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 83Пусть р ≥ 1. Множество тех φ ∈ Φi (+) (φ∕( — )j, для которых функция 
L1(t, φ), 0<t<oo, j раз меняет знак и положительна (отрицательна) в до­статочно малой правосторонней окрестности точки г = 0, обозначим через Φ⅛( + ) (через Φi,(-))∙2į) Пусть φ∈Φ0( + ). Тогда P3(φ, 0)>0, если cospφ>0. Если же cospφ = 0, то P3(φ, ∕) = -rcos(p+ l)φ{p - 1 -2ptcosφ + r2}.Следовательно, P3(φ, r)>0 в достаточно малой окрестности г = 0, так как cos(p+l) φ<0. Для достаточно больших t многочлен P3 (φ, /)>0. Это сразу видно, если cos(p+l)φ<0. Если же cos(p+l)φ = 0, то справедливость это­го следует из неравенства cospφ>0. Следовательно, для положительных t функция L1(t) или ни разу не меняет знака, или дважды меняет знак. Таким образом, мы получили разбиение множества Φo( + ) на два непересе- кающихся подмножества Φoo( + ) и ‰( + )∙22) Пусть φ∈Φ0(-). Из рассуждений, совершенно аналогичных толькочто проведенным, вытекает, что множество Фо( —) представляется как сум­ма непересекающихся подмножеств Φoo(-), Φ02(-). )г ’23) Пусть φ∈Φ1( + ). Так как cos(p+l)φ>0 и cospφ>0, то P3(φ, t)<0 для достаточно больших t, P3(φ, 0)>0. Следовательно, функция L1 (/), 
Q<t<∞, может иметь одну или три перемены знака. Из неравенства ^(c(φ))<0, которое легко проверить, учитывая соотношение (2. Г), следует, что Р3 (φ, C(φ))>θ, но P3(φ, r)<0 для ∕≥κ2. Следовательно, при φ∈Φv, √=1, 3, выполняется неравенствоκ2>∕j>c(φ).24) Пусть φ ∈ Φ1 (—). Рассуждая как в 23), получим разбиение множест­ва Φι(-) на непересекающиеся подмножества Фц( —) и Φ13(-). При этом выполняется неравенство (2.2).Покажем, что при φ∈Φi3(-)U Φι3( + ) справедливо соотношениеG<∕2<c(φ), (2.3,)которое вместе с неравенством (2.2) дает:r1<r2<c(φ)<z3. (2.3)Обозначим Qp = Qp(<p, t) = cos(p- l)φ-2rcospφ + ∕2cos(p + l)φ. Нули много­члена 0p = (φ, t) равны κ1 и κ2. Мы будем использовать тождества sin2φ = = cos2∕>φ-cos(p+l)φcos(p-l)φ и cos(p+l)φ = 2cosφcospφ-cos(p-l)φ. Так как (cospφ-∕cos(p+ l)φj(l -2∕cosφ + r2)= -f3cos(jp+ l)φ + 

+ t2 [(2 COS φ COS (p + 1) φ — COS p φ).+ 2 COS p φ] — t Į(2 COS φ COS p φ — - cos (p + 1) φ j + 2 cos (p + 1) φ] + cos p φ = -1 Qp + βp+ll
to P3(φ, t)=pQp^1-(p+∖)tQp и уравнение P3(φ, r) = 0 перепишется в видеCp+ι _ P÷ 1 

Qp ~ р (2-4)

6∙



84 А. А. КОНДРАТЮКТак как выражения P3∖φ, c(<p)j и P3(φ, г) при r≥κ2 разных знаков, то соотношение (2.3') будет доказано, если мы покажем, что уравнение (2.4) имеет при c(φ)≤r<κ2 только один корень. Последнее утверждение будет следовать из неравенства4(⅜γ)>jtl при c⅛)≤'<×2∙Обозначая ∕(φ, r)= 1 — 2∕cosφ + ∕2, имеем
L-L( Qp,^ \= sin3.<Pj =I (φ t∖2 dt∖ Qp ) Qtp 'λ

(2.5)
Действительно,∙^(βp+ιβp-2iep+ι) = '2sin2φ + <[cos(∕>-l)φ(2cosφcos(∕>+l)φ- — cospφ)-cos∕>φ(2cosφcosp<p- cos (р— l)φj + sin2φ = sin2φ∕.Многочлен [qp(<p, f)j2 убывает при κ2>z≥cosφ, многочлен ∕(φ, t) воз­растает при Z>cosφ и ∕p(φ, c(φ)j=l. Следовательно, неравенство (2.5) до­казано для тех φ ∈ Φ13 (—) U Φ13 (+), при которых выполняется неравенство COS φ ≤ с (φ).Пусть cosφ>c(φ). Так как 7p(φ, cosφ) = cos-2(p+l)φ> 1, то неравенст­во (2.5) достаточно доказать для c(φ)≤∕≤cosφ. Обозначимτ(α) = c(φ) + ¾ , φ ' ■ 0≤a≤l. (2.6)Ясно, что τ(l) = κ2. Поэтому τ(a0) = cosφ при 0<ao<l,«•=jTs⅛1^Fl∣cos^+1^∣∙ <2∙6'>Неравенство (2.5) перепишется для c(φ)≤r≤cosφ следующим образом:, ( /Л (l+a≡)sinaφ + 2a ∣sinφ[ Icos(p+l)φ∣ [c(φ)-cosφ]4φ, т(а)) =------------------------- (a∙-l)≈ sin≡φ--------------------------- -а2 — 2aa0+l . р+1 n . . 1 /о------ 0≤≈≤2⅛<l∙ (2.5)Но o±√'(φ' tw)-I(F∑V⅛)∙
Из равенства (2.6z) находим, что 1 — aξ=cos2(p + l)φ. Неравенство (2.5,), та­ким образом, будет следовать из неравенства∣cos(p+l)φ∣>^y. (2.7)Пусть φ∈Φ13(-). Рассмотрим множество Фс тех φ∈Φ13(-), которые удов­летворяют условиям 0<c(φ)≤ 1 и cosφ>0. Это множество содержится в интервалах (θ, и , 2π). Рассмотрим интервал (θ, у). Множество то­чек φ∈Φc, содержащихся в интервале (θ, у), состоит из всех интервалов
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вида » 4 4p^Γ1~)> k = θ, 1 > • • • ’ [~22 ]> rAe левый и правый кон­цы этих интервалов найдены нами соответственно из следующих уравнений.Л z . ix π(2Ar+l) (Ar+l)πcospφjt = 0 и cosp<pA = cos(p+l)<pb ——<⅜<-----~p----- •Пусть ∕π(2Ar+l) 4(Λ+l)π∖

φe∖ 2p ’ 4р+1 ЛТогда cos(p+l)φ<max∣cos-^-π(2fc+1), cos ((p + 1) 4 ∖~)]∙ (2∙8)Мы будем использовать неравенство sinβ>^-β при β∈(θ, у). Нетрудно по­казать, что при к = 0, 1, ..., Į—^2-j справедливы неравенства
cos {^~2p π№ + θ) ≤ cos (p+ 0π 2рcos4j,÷l)(*÷nπ4р+1 = cos ((*+l)π- 3(⅛+l)π∖ . 3(⅛+l)π______ 1_4∕>+l )~ sm 4р+1 Р+1Из последних соотношений и неравенства (2.8) следует неравенство (2.7) для точек φ∈(θ, у).Чтобы получить неравенство (2.7) для точек φ∈Φc, содержащихся в интер­вале , 2π), рассуждаем аналогично, прибавив к аргументу φ. Таким образом, неравенство (2.7) для φ∈Φ13(-) доказано. При φ∈Φi3( + ) мы при­дем к доказательству неравенстваcos(p+l)φ>^∣τ. (2.9)для тех φ ∈ Φ13 (+), которые удовлетворяют условиям 0 < с (φ) ≤ 1 и cosφ>0. Учитывая структуру указанного множества точек φ, как и в пре­дыдущем случае приходим к неравенству (2.9). Тем самым доказательство соотношения (2.3) завершено.Пусть теперь р = 0. Запишем равенство(0. ⅛>-[⅞. 4F]J(o. ⅞)u(⅛.2√)μ

Первое из этих множеств есть Φoo( + ) = [y, -⅛j. Множество (θ, у) ∪ U 2πj обозначим через Φ12. При р>0 будем считать, что Φ12 пустое множество. Легко видеть, что при φ∈Φ12 справедливы соотношения: cosφ> >0, L1(∕)<0 в достаточно малой окрестности точки r = 0, L1(t2)=L1 (f3) = 0, где 0<z2 = e°^ 2 COS φ ' (2.10)Выводы относительно числа нулей, взаимного их расположения, знака функции L1 (t)(tf1 (г)), очевидно, справедливы и для ядра



86 А. А. КОНДРАТЮКИтак, в этом параграфе мы получили разбиение интервала (0, 2π) на непересекающиеся подмножества Φ12, Φi,∙( + ), Φo∙(-), z = 0, 1, j=i, i+2, которые зависят от р, такие, чтоΦi2∣JΦi√ + ) и Φv(-) = {0<φ<2π}.
i, jЗдесь первый индекс означает число нулей ядра К (t), второй — число пере­мен знака ядра L(t), 0<t<∞. Значок ( + ) или ( —) показывает положи­тельны или отрицательны К (t) и L (t) в достаточно малой окрестности / = 0.Через Φθι( + ) обозначим объединение множества тех φ∈Φ13( + ), для которых выполняется неравенство e0 (φ) ≤ t1 (φ), и множества Φ11 (+), через Ф?з( + ) — множество тех φ∈Φi3( + ), для которых выполняется неравенство ⅛(φ)>'ι(φ)∙

§ 3. Определение и свойства операторов ВкОператор А переводит класс R = R (1) (см. (1.8)) функций v(∕), 0<t< <∞ в класс выпуклых функций H(x) = A v(ex), который мы обозначим че­рез S. Далее, lnr = x. Для каждой функции H(x)eS и произвольных чисел <z≤Z>≤c справедливы соотношения0≤77(x)≤epx, (3.1)
H(b)-H(a) < H(c)-H(b) (3 2)

b—a c—b ' ' *Здесь (3.1) следует из (1.8), а (3.2) - из выпуклости функции Н(х).Через у (а, Ь; х) и 1(з; х) обозначим следующие линейные функции: 
y(a∙ b: χ) = -J≡7^

l(s; х) = ρep5 (х — 1y) + eps, /(— оо, x)≡0.Из выпуклости Н(х) следуют неравенства,W(x)≤j>(α, Ь; х) при хе [а, Ь], (3.3)∕f(x)≥j(o, Ь; х) при хе (а, Ь). (3.4)Пусть — оо ≤x1<x2<x3≤ + ∞ — некоторые числа, zi = expxi, ι = l, 2, 3. Определим на S оператор B1=B1(xi) следующим образом. При H(x)eS по­ложим
B1H(x) = H1 (3.5)где sl — такая точка оси х, что

Н (x1∙) = Z (si∕ xi), - ∞ ≤ si ≤ xi. (3.6)Из простых геометрических соображений следует, что точка sit удовлетворя­ющая соотношению (3.6), единственна, поскольку y = l(s; х) как функция от х представляет уравнение касательной к кривой y = et>x с точкой касания 
(s, eps). При этом, положив ξi = exρs1∙, имеем:O≤ξl∙≤fi. (3.7)Заметим, что при разных Я(х) точка ξi может лежать в любой точке сег­



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 87мента [0, ∕i]. Аналогичные замечания будут справедливы в соответствующих случаях и в дальнейшем, но мы не будем это специально отмечать.Покажем, что 7f(x)≤771(x) при -oo<x≤xi, (3.8)
H(x)≥H1(x) при xl∙≤'x< + оо. (3.9)Из соотношения (3.6) находим, что∕(⅛ (3.10)x∣-s∙ X∣-blУчитывая (3.1) и (3.5), и положив a = sb b = xi из (3.10) и (3.3) находим (3.8), из (3.10) и (3.4) находим (3.9). Действительно, при x∈[si, x,∙]

и(х) ≤ —- Я(Х,) + ~ H(ji) ≤ ~ H(xl)+ X∣-X
xi-si eps∣ = H1(x),при X ∈ [xi, + оо]Я(х) ≤ H(xl) + H(si) > ff(s,) + e*t ≈ Hi (х).

Xį—Si Λ∣—∣S∣ Λi Si Л į δ∣Оператор 52=B2(xi∙) определим на S следующим образом. При 7f(x)∈sположим: 0 для x∈[-∞, ∙si-7}
B2H(x) = H2(x) = l(si'. х) для X ∈ [s, — γ , si j, (3.11)

epχ для x∈(ji, + ∞),
тдр si определено соотношением

H(xi) = l(sb Xi), J,∙>Xl∙. (3.6-)Из соотношений (3.1) и (3.6') находим, что ⅛∙ = lnξ1∙)X,≤5i∙ ≤ χ∣∙ н— , 
Р

∕1≤ξz∙≤√^. (3.12)Покажем, что справедливы также соотношения
H(x)≤H2(x) для x∈[xl-, + 00), (3.13)
H(x)≥Hi(x) для X ∈ ( - 00, X,∙). (3.14)Действительно, из соотношения (3.6') следует тождество (3.10) и, учитывая (3.1) и (3.11) и положив α = x1∙, b = si, получаем неравенство (3.13) из (3.10) и (3.3), неравенство (3.14) из (3.10) и (3.4)Определим теперь на 5 оператор B3 = B3(x1, х2).Положим 

B3H(x) = H3(x) =
B1(x1)H(x) при х ≤ s0,
B2(x2) Н (х) при x>⅞, (3.15)

где s0 удовлетворяет следующему уравнению по х: l(s1∖ x) = l(s2∖ х), т. е.¾=⅜(⅛ ⅛)- ■ (злб)здесь s1 и s2 удовлетворяют соотношениям (3.6) и (3.6') соответственно. 



88 А. А. КОНДРАТЮКОбозначая ξf = expjl∙, i=0, 1, 2, получим, что справедливы (3.7) и (3.13), а также
⅛0-⅛0∖⅛l, p(ξp≡ξpjУчитывая (3.15), из неравенств (3.8) и (3.13) находим, что tf(x)≤tf3(x) для xg(x1, х2).Из неравенств (3.9) и (3.14) аналогично получаем, чтоЯ(х)>Я3(х) для x∈[x1, x2].

соотношения
(3.16')
(3.17)
(3.18)Перейдем к определению на S оператора Bi=B4(x1, x2, х3). Уравне­ние по х

epx = y(x2, х3; х) (3.19)или не имеет ни одного корня, или имеет два корня (они могут совпадать), которые лежат в промежутке [x2, х3]. Действительно, обозначая через h(x) разность epx-y(x2, х3; х), имеем:
h(xi) = epxt-H(xi)≥0, i = 2, 3.Если уравнение (3.19) не имеет корней, то положим

BiH(x) = H,(x) = ∖ B1(x1)H(x) при x≤λ, y(x2 х3; х) при x>λ, (3.20)где λ удовлетворяет следующему соотношению:Z(⅛ λ)=y(x2, х3; λ), (3.20')здесь s1 удовлетворяет равенству (3.6) с z=l.Учитывая соотношения (3.2) и (3.9) из простых геометрических сообра­жений заключаем, что x1≤λ≤x2. Если уравнение (3.19) имеет два корня, то для чисел s2 и s3, удовлетворяющих соотношениям
H(x2) = l(s2, x2), s2≥x2и Я(х3) = /(53; x3), ⅞≤x3,соответственно, справедливо неравенство s2≤s3. Это также следует из эле­ментарных геометрических соображений. В случае, когда уравнение (3.19) имеет два корня, полагаемВ4Я(х) = Я4(х) = B3(x1, X2)H(x) при X≤53, 

l(s3, х) при x>⅞.Справедливы соотношения:Я(х)≤Я4(х) для х∈(- оо, Xi) U (x1 х3),
(3.21)
(3.22)Я(х)>Я4(х) для x∈[x1, х2] U [х3, оо). (3.23)Действительно, если Я4(х) определяется по (3.20), то последние соотноше­ния для x≤λ следуют из соотношений (3.8) и (3.9), для x>λ из (3.3) и (3.4). Если же имеет место соотношение (3.21), то объединяя аналогичные неравенства для операторов B3(x1, х2) и B1(x3) при x≤¾ и при x>s3, со- отвественно, приходим к (3.22) и (3.23).



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 89’Определим оператор B6(x2, х3) в классе S, положив β5(х2, *з)  Я(х) = Hs(x) = Bi(-∞, x2, х3)Я(х).Тогда из неравенства (3.22) и (3.23) следует, чтоЯ(х^Я5(х) для x∈(x2, х3), Я(х)^Я5(х) для x∈(-∞, x1] U [x3, да).
(3.24>∙

(3.22')(3.23'>Очевидно, оператор Вк, к = 1, 2, ..., 5, переводит класс функций S в под­класс Sk^S. Через Rk обозначим класс функций |у(/) = Л_1ЯЛ(1пГ) = = Л_1ВЛЯ(1п z)∣, где A~1 - оператор, обратный к А, Hk(x)εSk. Очевидно также, что
Rk≈R. (3.25)Некоторые другие операторы будут определены в следующем параграфе.

§ 4. Нахождение максимума функционала FПусть действительные функции h (t), δ(r) и τ(z) определены при 0<∕<∞, δ(f)>O, f(ä«) — некоторый линейный функционал, определенный на неко­тором классе То функций А (г), такой, что для 0<r<∞ из соотношения 
h{t)eT0 следуют соотношения h(rt)eT0 и rh(t)eT0. Класс функций h(t)εT0, удовлетворяющих для некоторого числа 8>0 условиюA(r)≤8τ(∕)обозначим через T(δ), T(1) = Γ.

Лемма 1. Если для некоторого г > 0 и функции h (t) ∈ To выполняется не­
равенство

h(rt)≤S(r)τ(t),
то A(rt)∈r(δ(r))
и sup f(a(γ∕)) = 8(γ) sup f(λ(∕)). (4.1)

Л (r∕) е Γ(δ (r)) ξ 7 Λ(r)∈Γ ' 7Доказательство. Запишем очевидное равенствоsup F(h(t)}= sup r(δA(∕)}. (4.2>∙
h(f)eT ' ' δh(t)eτ ' /Очевидно также, что если Λ(∕)∈T(δ), тоyA(0∈Γ.Отсюда, учитывая (4.2), получаем, что

sup r{δΛ(r)) = δ sup Flh(t)∖ 
h(ι)eT ' ' h(t)eT ' '

(4.Γ>



-90 А. А. КОНДРАТЮК■Функция hr(t) = h(rt) определена при 0<t<∞, по свойству класса То вы­полняется соотношение Λr(∕)∈T0. Следовательно, по условию леммы 1 Λ,W∈r(j(r)), и из (4. Г) вытекает (4.1).Будем теперь находить supF(v(∕)) (см. (1.4)). Через v3κ(∕) обозначим 
v(r)∈Λ ' /«функцию (если она существует) из класса R, для которой выполняется ра­венство SUPjΓ(v(θ)=f(v,κ(θ).

Далее, x = In t, ti = ti (φ) - нуль ядра L (t, φ), 0<ti<∞, xi = xi φ = In ti (φ)∙ i=l, 2, 3, Λv3κ(∕) = ‰(lnf).Рассмотрим следующие случаи:1. φ∈Φ00(-) U Φ02(-)∙Так как К (t, φ)<0, 0<t<∞, то, очевидно, v3κ(r)≡O иsup F (v(∕)) = 0.
v(∕)∈Λ v '2. φ∈Φoo( + )∙В этом случае L(t, φ)>0, 0<∕<oo. Ясно, что Яэк(1п t) = A v3κ(t) = tp

И

3. sup F (v (t)∖ = f tp L (f, φ) dt. v(O≡Λ v 1 įφe Φ11( + ).По определению множества Φn( + ) имеем L(ex, φ)>0 при x<x1 = ln∕1, 
JL(ex, φ)<0 при x>x1. Отсюда и из соотношений (3.8) и (3.9) получаем, что

F (v w)=Л (я w) ≤F1 (b1 H w)=f{a~1 Hi (In o) .Из последнего неравенства и соотношения (3.25) следует, что supf,[v(r)) = sup r(v(r)Y
v(r)∈Λ ' ' v(t)eRι ' ‘

(4.3)Заметим, что если производная от Н(х) в точке х существует, то
A~1H(x)≈ dH(χ) 

dχ ’Теперь из (3.5) находим:Λ^1 J71(ln∕) = р/₽ для ∕∈(0, ξ1], pξ*  для ∕e[ξ1, +оо).Отсюда, учитывая соотношения (3.7) и (4.3), получаем:
ξl ооsup F (v (r)) = max p( f tp K (r) dt + ξξ f K (t) dt) = p max Y1(ζ1). 

vtfeR ∖ ∕ 0≤ξ1≤∕l 'θ ς > O≤ξl≤r1^Учитывая определение K (t), находим:
αo

-⅛- Y1 (∣⅛) = Y'l (ξι)=5? W+p ξr1∫ Jfdt - ξj Λ(ξl)=p m Į E (-g) |.Ši



■ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 91Из 23), учитывая неравенства (2.2), заключаем, что y((ξ1) = ln∣E(-^)∣ 
y((r1)=ln∣s(^)∣ <0, и точку максимума функции Y1(ξ1) на промежутке необходимого условия

+ оо, когда ξ1→0,
[О, Z1] можем найти из

Из 23) следует, что ∙e0(φ). Следовательно,
y((ξ1) = ln∣E(^)∣ = O.корень последнего уравнения единственный равени

to (ф)e□(φ)
.ωf∕(vW) = p( f K>K(t)Λ + eg(φ) f. K(t)dt] = f> (t>K(t)dt, 

о et (ф) Опричем, eo(φ)>O.Заметим, что так как e0(φ)<c(φ)<r1(φ), то eo(φ)→0 при ∕1(φ)→0∙4. φ∈Φ1(-) = Φn(-) uΦn(-)∙Пусть f 0 Для O<z<c(φ), Vc I v(z) для c(φ)≤∕<oo.По определению Φ1(-) (см. 24) имеем:F(v(θ)≤f(vcω)∙Пусть φ∈Φυ(-). Очевидно для ∕<c(φ) выполняется Яс(1п t) = А vc(r) = Oи

(4-4)

(4-5)
B'tfe(lnr)=,B,(¾)Hc(M-0 при t<c(φ). (4.5')Из (2.3) следует, что L (t, φ)<0 для c(φ)<r<∣)∙ и L (t, φ)>0 для tj<t< < + oo, 7= 1, 3. Отсюда и из соотношений (4.5), (3.13) и (3.14) получаем: f(v (о) ≤ F (vc(θ) = F1 (tfe(ln о) ≤ Л (b>2 Hc (In 1)] = f(a→B>2A vc (Z)). (4.6) Из (3.11) находим:

о Для
A→⅛Avc(t) =

pζj

р/₽При этом из (3.12) и (4.5,) вытекает,
длядлячто £ £ 

ee c(φ)≤ξ,≤ep tj.In С (φ) + J ≤ sj ≤ In tj + -i-,£ £Обозначим сегмент [ep c(φ), βp tj] через Dj. Далее, в случае, когда φ∈Φv(-), 
(4.7)



92 А. А. КОНДРАТЮКв обозначениях sj, ζj, Dj мы будем опускать индекс j. В силу (3.25), (4.6) и (4.7) имеем: sup f(v(∕))= sup r(v(r)] = maxlξp f K(t)dt + 
v(t)εR ∖ ∕ y(j)eΛ1 ∖ ∕ ξeD I j

e pξ+ f ∕ptf(∕)Λ = pmax y2(ξ), 
•' F c П⅛e D

И

имеем:
Рассмотрим уравнение

(4 9)(4.10)
ιW=o, (4.11>или

In с (φ) ≤ ω ≤ in tj=xj.Тогда уравнение (4.11) принимает видψ(ω) = ψ ψ'(ω)-ψ (ω) = 0. (4.11")Корень ω уравнения (4.11) имеет следующий простой геометрический смысл: касательная к кривой ψ (х) в точке М (ω, ψ (ω)) является хордой с кон­цами в точках М и М (ω + -, ψ fω + -Обращаясь к 24) и 24) видим, что: а) ψ' (х)<0, б) Ψ(x)>0 для х> >lnc(φ), в) ψ(x)→0, когда x→ + oo, монотонно для x∈(lnc(φ), +∞), г) функция ψ (х) выпукла вверх на промежутке [lnc(φ), ху] и ψ'(x) убывает монотонно для этих х; ψ(x) выпукла вниз на промежутке [ху, + оо) и ψ'(x)→0, когда x→ + ω, монотонно на указанном промежутке. Отсюда, в. частности, следует, что
i I

Y'2[et∙ c(φ))= -p(ep c(φ))p ψ(lnc(φ)) =
(4.12)



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 93Так как xj — точка перегиба функции ψ(x), и ψ(x) выпукла вниз на про­межутке [xz∙+∞), то угловой коэффициент хорды с концами в точках xj и x7∙+y больше Ψ,(xj), т. е.
ψ (xy+l)-ψ (X,) -ψ'⅛)=pΨ⅛∙)>0.

Р“Следовательно, K∏e÷0)<O. (4.13)Учитывая (4.12) и (4.13), приходим к выводу, что точку максимума функ­ции y2(ξ) можем находить, записав необходимое условие максимума, т. е. решив уравнение (4.11).Уравнение касательной к кривой ψ(x) в точке x = ω имеет вид
у = ψ' (ω) (х — ω) + ψ (со). (4.14)Так как функция ψ(x) выпукла вверх на промежутке [lnc(φ), х7], тоΨ' (ω) (xi - ω)+ψ (ω) > ψ (¾∙),Учитывая соотношения: ψ'(ω)<0 при ω∈(lnc(φ),xy], ψ(x)]>0 при x>xj, за­ключаем отсюда в силу строгой выпуклости вниз функции ψ (х) на промежутке [xz∙+oo), что существует единственная точка пересечения прямой ψ'(ω)(x- — ω) + ψ(ω) с кривой ψ(x) для x≥x7, ω∈(lne(φ), xj. Эту точку мы обо­значим через Θ = Θ(ω). Пусть lnc(φ)<ω1<ω2≤xy. Тогда в силу выпуклости функции ψ(x) вверх на промежутке ∏nc(φ), x7∙], получаем, что корень урав­нения по х ψ' (ω1) (х - ω1) + ψ (ω1) = ψ' (ω2) (х - ω2) + ψ (ω2),который мы обозначим через ω*,  лежит в промежутке (ω1, ω2). Функция) = ∫ Ψ'(ω2)(χ-ω2) + Ψ(ω2) ПРИ x≤θ(ω2),I ψ(x) при x>Θ(ω2)выпукла вниз и ψ*(x)>0  для всех х. Рассмотрим уравнениеψ*  (х) = ψ' (ω1) (х - ω1) + ψ (ω1). (4.16)Так как ψ' (ω2) <ψ' (ωi), то в силу выпуклости вниз и положительности функции ψ*  (х) это уравнение имеет два корня. Один из них равен, оче­видно, ω*,  второй находится из уравнения (см. (4.15))Ψ W = Ψ' (ωι) (х - ωl) + ψ (ω1), x> Θ (ω2).Отсюда заключаем, что второй корень уравнения (4.16) равен Θ(ω1) (см. определение Θ(ω)) и Θ(ω1)>Θ(ω2). Таким образом, мы показали, что Θ(ω), ω∈[lnc(φ), x7∙], — строго монотонно убывающая функция. Рассмотрим раз­ность Θ(ω) = Θ(ω)-со, которая также является строго монотонно убыва­ющей функцией при ω∈(lnc(φ), x7∙]. Из определения Θ(ω) следует, что

lim Θ(co) = + оо,
ω→l∏ с (φ) + 



94 А. А. КОНДРАТЮКтак как ψ'(in c(φ)j = 0, а также Θ(xy) = 0, т. е. функция Θ(ω) строго мо­нотонно убывает от + ∞ до 0, когда ω меняется от In с (φ) до xj. Следова­тельно, существует обратная функция Θ^1(j), которая строго монотонно убывает, когда у меняется от 0 до + ∞. Значение этой функции в точке у, т. е. ω = Θ-1(y) — искомый корень уравнения (4.11"). Тем самым до­казана единственность корня ξ*  также для уравнения (4.11), причем,0<max({ze p, c(φ)j<ξ*<∕ 7∙. (4.16).5. φ∈Φ02( + ).Учитывая определение Φ02( + ) (см. 2į), а также (3.17), (3.18) и (3.25),получаем*
F (v (Z)) = F1 (я(х)) ≤ Fl (¾ Я(х)) = f(a~1 Я,(1п Г))

И

Из (3.15) находим: sup F
v(t)εR

(vω)= sup F v(O<≡Λ, (√0)∙

(4.17)
(4.17'>

Λ-1H8(M = pfp для ∕∈[0, ξ1), pξj для r∈[ξ1, ξ0), pξξ для r∈[ξ0, ξ2),P* p для Z∈[ξ2, + oo),где ξi = exρji и si, i = Q, 1, 2, взяты нами из равенств (3.16), (3.6) и (3.6'> соответственно. Отсюда, учитывая (4.17'), (3.7) и (3.12), получаем:sup r(v(r))= max pl f tpK(t)dt + Q f Kdt + 
v(t)εR ' ' G≤ξ∙≤'t l j J

• ⅛1+ ξξ f Kdt+ f tpKdt} = p max T3(ξι, ξ2)∙ (4.18>
ė. ė» * A≤ξ,≤r.Далее,
__±_ pγn į ⅛(1-1°⅜-⅞(∣-1"⅞) 1 _

<H, - ∂ξ, exp∣ p(⅞-⅞> J-

_ К» 1 ∫ [~P ⅞^l d -1° ξf) + pξΓl] (⅞-ξg> _ 
"M «?-©•

pξ∏ζp(l-lnξp)-ξp(l-lnζp)]
= pξS-∣^-(taξl-1nξ.). (4.19>Аналогично, ∂ξp

∂ξa = pξ0 ζap~1 ξf-ξap (lnξ0-lnξ2). (4.20)



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙПоэтому = ξj *(ξ 1) + ξf [κ(ξ0) ⅛ -K(ξ1)] -
ξ0-ξ∏(ξo)4⅜-+p⅛Γl f Kdt=

ix
* = ξo= tf(ξ0) 4⅛- (g - ξg) - Р ξP-ι1n I E ( ę ) I =
Γ-ξι=pξΓ1 {ξ0¾)(inς1-inξ0)-in∣f(^-)∣ j,

аналогично,
∕ = ξ.⅛ = P ⅛~1 {ξ0 K(⅛) (In ⅛> -to ξ2) - In IE (-£-) I }.

Запишем систему уравнений
4r=o∙ 4⅛=o∙ <4∙21>или, учитывая (4.9) и (4.10): = -⅛)-⅜>) ^ψ-⅛). (4.22> O2~ <⅛ sO~ ∙ilРассмотрим функцию K3(ξ1, ξ2), определенную формулой (4.18) в области 0≤ξ1<ξ2 и будем находить корни системы уравнений (4.22) в области sl<⅛ Решение (j1, s2) системы уравнений (4.22) будет иметь следующий геометри­ческий смысл: касательная к кривой ψ (х) в точке χ = j0(51, s2), которая оп­ределяется по (3.16), является хордой с концами в точках x = s1 и x = s2.Используя 21) и 2'1), заметим, что функция ψ (х) монотонно убывает от + ∞ до — ∞, когда х меняется от — ∞ до + оо, выпукла вниз на проме­жутке (—00, x1], [x2, +∞) и выпукла вверх на промежутке [x1, х2], при этом ни на каком промежутке не равна тождественно линейной функции,, ψ' (х)<0 для всех х.В силу сделанных замечаний, легко видеть, что касательная к кривой' ψ(x) может являться хордой и иметь три общих точки с кривой ψ(x), две- из которых лежат по разные стороны от точки касания, если ее точка ка­сания x = ω принадлежит промежутку [x1, x2], т. е. уравнение по хΨ W = Ψ'(ω)(x-ω) + ψ(ω), ω∈[x1, x2] (4.22')имеет два решения Θ1 = Ω1 (ω), Θ2 = Ω2 (ω), причем Θ*  ≤ Θ1 ≤ x1 и ΘJ ≥ Θ2 ≥ х2, где Θ*  = Ω1(x2), ΘJ=Ω2(x1). Как в п. 4, легко показать, что Ω1(ω) и Ω2(ω) — непрерывные строго монотонно убывающие функции на промежутке [x1, x2J. Тогда функции Ω1-1(Θ1), ΘJ≤Θ1≤x1, и Ω^"1(Θ2), x2≤Θ2≤ΘJ, так­же строго монотонно убывают. Легко видеть, что функция Θ2 = Ω2((Ωf1(Θ1)) = = Θ(Θ1), ΘJ≤Θ1≤x1 строго монотонно возрастает. Полагая ω = ω(Θ1, Θ2)r, где Θ1 = Ω1(ω) и Θ2 = Ω2(ω) удовлетворяют соотношению (4.22z), получим,, что функция Ω(Θ1) = ω^Θ1, Θ(Θi)j строго монотонно убывает для Θf ≤ ≤Θ1≤x1.



96 А. А. КОНДРАТЮКРассмотрим функцию s0(s1, s2)t определенную формулой (3.16) для -51<s2. Имеем: ⅞(θ1*,  Θ(Θ1*))= j0(Θ1*,  x2)<x2 = ω(θ1*,  Θ(Θ*)),  (4.23)
⅞(⅞Θfe)j>x1 = ω(⅞ Θ(*ι)].  (4.24)

Легко видеть, что ⅞(θ1, Θ(Θ1)j — монотонно возрастающая функция пере­менного Θ1∈[ΘJ, x1].Учитывая (4.23) и (4.24), а также тот факт, что функция ω (Θ1, Θ(Θ1)) строго монотонно убывает на промежутке [Θ*,  x1], находим, что значение s*,  удовлетворяющее соотношению⅞ (tf. © W)) = <■> (tf, © ⅛*)),  е [θl∙, *J,единственно. Обозначим s*  = θ(∙sf)∙ Подставив значение ω(sjt, s2) = = 1y0W, ⅛) в уравнение (4.22'), получим (4.22), где ∙y1 = s*,  s2 = s2. Тем са­мым показано, что соотношение (4.22) удовлетворяется для единственной пары значений (1y*,  s2)t т. е. решение системы (4.21) существует и единст­венно при 0≤ξ1≤ξ2.Так как при р>0 справедливо 1п£(м, p) = ln(l-u) + u+у + ... ++ — , то для ξ1→0 при cospφ>0 имеет место
÷(÷)Hjtγ+"k∙'>∙Если же cospφ = 0, то из неравенства cos(p+l)φ<0 (см. 2l)) следует, что cos(p-l)φ>0, и при р>1 для ξ1→0 имеет место

÷(÷)⅛≡1P÷'∙b,-'>∙Отсюда заключаем, что при cospφ>0 выполняется ξ}-p-sp^→ + ∞, когда c* ⅛ιξ1→0 и ур- >0 в достаточно малой окрестности точки ξ1 = 0. Если cosp φ = 0 и р = 1, то при ξ1→0In , l)∣=ln∣ 1 -77∣= -lnξι + o(lnξ1).Но так как cos2φ>0 и zi≤ξo≤∕2. т0{ξ0 К(ξ0) - 1Į In ξl = {cos 2φ -f^r - 1J In ς1 > .
Следовательно, в этом случае⅛=⅛⅛+o^n^-* + °o при ξl→0∙Таким образом, точка максимума (ξ*,  ξ*)  функции y3(ξ1, ξ2) должна сов­падать с найденной нами стационарной точкой этой функции, которая един- •ственна, причем O<ξ1*<r 1, r2<ξf<e≡s t2. (4.21')



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 97Заметим, что s*  = lnξ*  и s*  = lnξ2 зависят от φ, т. е. s*=s*(φ)  и ⅞*=⅞*(φ). Легко видеть, что если последовательность точек φ*∈Φ 02( + ) такова, что x2(φJ-*ι(φ*) →0 ∏PH k→∞, то Ω2 (x1 (φfc)) - Ω1 (x2 (φjfc)) →0 при k→∞. Отсюда находим, что и s% (φfc) - s*  (<pjc)→O при x2 ⅛*)  ” *ι  (φΛ)→θ∙6. φ∈ Φι3( + ).Учитывая определение Φ13( + ) (см. 2į)), а также (3.22) и (3.23), имеем:
F (v (»)) = Л (я(1п о) ≤ F1 (¾ Я(х)) = F (л -1 Ht (In /)), (4.25)

И sup r(v(f)}= sup f(v(∕)). (4.26)
v(∕)∈Λ ∖ ∕ v(∣)≡R, ∖ ∕Из (3.20) и (3.21) находим (в зависимости от того имеет ли корни уравне­ние (3.19) или нет) соответственно:

A~1 H4(lnt) =
ptp при t∈(0, ξ1), pξJ при t ∈[ξ1, eλ), ρβp при ∕∈[eλ, + оо), (4.27)

где
и

Так как
и

βo^∕Γ(χ3)-H(j⅛)РР xa-xa
Р»р при '≡(0, ξl),
P¾ при »eßi, UЛ->Я4(1пГ)=. P⅞ при »eß., ξ2),.
Р»р при /еЕа» £з)>
P⅜ при *∈[ξ3, +∞)∙

(4.28)

'". e0(φ) да*■(»(»))- ∫ ln∣^(^)∣<∕v(O+ ∫ lnjf(^-)pv(r),'
о е„ (ф)то полагая v(r) при O≤∕<e0(φ), cv при ∕≥e0(φ), (4.29)где cv — некоторая постоянная, такая, что vβ(∕)∈Λ, и учитывая неравенство ln Į Е (-~-j I <0 при r>e0(φ) получим в силу определения интеграла Стилтьеса [ In ∣f(-γ^)I<∕v(r) ≤ f In =

eβ (Ф) eβ (φ)а также f(v(∕))≤f(v,(0)∙ (4.29')
7. 1.



98 А. А. КОНДРАТЮКЧерез Rei обозначим класс функций v(∕)∈Λ4 вида (4.29), где выбор с. будет уточнен ниже.Из (4.26) и (4.29') заключаем, чтоsup f(v(7))= sup J,(v(r)). (4.30)*")≡*  V 7 v(n∈^ ' 7Пусть v(∕)∈Λ4. Выберем cv следующим образом.Если e0(φ)≤r1, то положим cv = v (e0(9)]∙ Тогда из соотношений (4.27) и (4.28) получаем: veW = ∣ р/₽ для z∈(0, ξe), pξg для t ∈ [ξe, оо), где ξe = min (ξ1. eo(φ)), O≤ξβ<z1.
Таким образом, sup Flv(∕)l в случае, когда e0(φ)≤r1, будем находить такV(O∈KJ v 7же, как в п. 3. Далее будем предполагать, что e0(φ)>∕1, т. е. что φ∈Φ}3( + ) (см. определение Φθ3( + ) в конце § 2).Если G<e0(φ)≤eλ при λ, удовлетворяющем соотношению (3.20'), или tτ<e0(φ)≤ξ0> то положим cv = pηp, где η находится из уравнения<⅛(φ)=ξoKι> η)∙Тогда из (3.27) и (3.28) находим:

, pF при O≤r≤ξ1,₽ 5? при ξι≤z<ξ0(ξι, η). pηθ∏pκ ξ0(ξ1, η)≤Z<∞.Если функция v(r)∈Λ4 имеет вид (4.28) и e0(φ)>ξ0, то положивξ3 = ξ3(ξ2) = j e0(φ) при ξ2≤e0(<p), ξ2 при ξ2>e0(φ).

(4.31)
(4.32)
(4.33)мы тем самым определим cv и будем иметь соотношение (4.29). Если функ­ция v(∕)∈Λ4 имеет вид (4.27) и e0(φ)>eλ, то положим cv = pβp, т. е. ve(r) = = v(r).Пусть H{(x)=B4 А ve(r). Класс функций Щ(х) обозначим через S^. Оп­ределим теперь на Sei оператор B6 = B6(λ, e0(φ)). Пусть функция ve(r)∈Λf имеет вид (4.27), где eλ<e0(φ) (во всех остальных случаях В6 - единичный оператор), и пусть ζ удовлетворяет уравнениюλ = 1y0(s1, ζ), (4.34)где 1y1 удовлетворяет уравнению (3.6), а j0(j1, ¾) — функция, определенная формулой (3.16).Учитывая (3.20) и определение λ, перепишем уравнение (4.34) для оп­ределения ζ в виде соотношения

HeM=y{×^ *з ‘. λ) = ∕(⅛ λ) = ∕(ζj λ), ζ>λ.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 99Отсюда из простых геометрических соображений следует, что р epζ ≥ н* <χJ <* 8>. = р βP ≥ р ep* l.При eζ≤e0(φ) положим
При eζ>e0⅛) положим Для x≤λ,
Покажем, что

B6Hl(x) = H6(x) =

Я1(х)∕(ζj х) для λ≤x≤ζ,
epx для ζ<x≤lne0(φ), 7(lne0(φ)∙, х) для x>lne0(φ).

(4.35)
(4.36)

(4.36*)

f(a^1 я; (in о) ≤f(a-1 н, (in г)).Действительно, если имеет место соотношение (4.36), то р/₽ для O<r≤ξ1, pξJ для ξ1<r<eλ, ре^для ek<t
Λ-177β(ln t) =

и из (4.27) и (4.35) находим, что
f{λ-1b,hi (1п о) -f{a -*  H'l (In t)) =e0 (ф) ∞= p(epζ-ββ) ∫ K(t)dt + f>(e^-p) f K(t)dt = λ (ф)е е.е.(Ф)= p(eΛ-βp) ∫ K(t)dt>O.λ

еЕсли же имеет место соотношение (4.36'), то
Λ^177β(ln∕) =

при 0<∕<ξ1
P¾ при ξ1≤r<eλ,
ρepζ при eλ≤∕<eς,
р/₽ при eζ≤^<e0(φ),
Р (Ч>) пр>и e0(φ)≤r<∞

(4.37λ)
и аналогично получаем, что

t

f[a-' S,(ln∕))-Fp→Λ2(lnθ) = p(epc-β,,)∫ K(t)dt+λ
е

в» (ф) ∞+ Р f (ιf-βtl)JC(t)dt + p(eS(φ)-βfj f K(t)df>O,∕ e<,(φ)
7∙ 



10Ü А. А. КОНДРАТЮКтак как K(tt φ)>0 при r<e0(φ), а последний интеграл равен нулю. Таким об­разом, обозначая класс функции ∣Λ^1∕7β(ln r)j через Rβ, в силу равенства (4.30) имеем sup Wv(z))= sup F (v (r)). (4.38)
v(f)eJl ' ' v(J)eRt \ 'Если теперь в соотношениях (4.32), (4.37) и (4.37') обозначить η = ξ2 и eζ = ξ2, то легко видеть, что в силу соотношений (4.31) и (4.34) всякая функция v(f)∈Λβ будет иметь вид (4.28), где ξ3 = ζ3K2) (см. (4.33)), причем,'ι≤ξo(5ι. ξ2)≤min(el>(φ), f2) = re, rβ≤ξ2. (4.39)Таким образом, в силу равенства (4.38) получаем, чтоsup r(v(f))= max p I f tf> K(f)dt+ζ↑ f K(t)dt + v(o≡λ ' ! tl<ξ,*t e I į £

ξ. ξ,(ξ1) ∞
+ξgfκ(t)dt+ f t>κ(t)dt+⅛ f κ(t)dt=

i. ?. ξ,(ξ.)= p max y4(ξ1, ξ2). ∕ι≤ςi≤GНайдем -∣vl ,a также-|-p- при ξ2≠e0(φ) и запишем систему уравнений σ ξ1 О ξ8⅛= ^(ξo)-⅛-(ξJ-⅜)-pξΓ1∙nl∣ I ∕=ξ∙ = 0,∕=ξ. r = ξ. +r = ξ,
(4.40)

(4.41)Найдя -⅞∣i-, легко проверить, что производная -∣4^1 в точке ξ2 = e0 (φ) суще- α⅛8 О ζ2ствует и непрерывна, так как правая и левая производные по ξ2 от функ­ции y4(ξ1, ξ2) в этой точке равны.Учитывая (4.33), перепишем (4.40) и (4-41) при обозначениях (4.9) и(4.10) в виде: Ψ'(⅛)= φ<'∙>→w , (4.40')
⅞-∙>1ψ'(⅛r----- для ¾≤ln⅛(φ), (4.4Г)

∙s2 — ∙y0Ψ' (ιy0) = ~Ψ (5п)- для s2 > In e0 (σ). (4.41")
j2-∙>0Обращаясь к 23) и 23), заметим, что функция ψ (х) монотонно убывает от — ∞ Λθψ(lnc(φ)j, когда х меняется от — ∞ до lnc(φ), выпукла вниз на проме­жутках [-00, xi] и [x2, х3), выпукла вверх на промежутках [x1, х2] и [x3, + ∞). ψ(ι∏eo(φ)) = 0.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 101Рассмотрим следующие равенства для определения Θ1 и Θ2 соответ­ственно при ω≤Λ∙e = l∏re≤lnβ0(φ)Ψ'(ω)= ψtl∑V~ ’ 0>≤ω' (442)

ψ' = (ω) = ■ ω≤θ*≤l∏¾(φ),  (4.43)
ψ'(ω) = ы-е, ∙ 02>lneo(φ)∙ (4-43')Так же, как в п. 5, показывается, что функция Θ1 = Ω1(ω) (функция Θ2 = = Ω2(ω)), определенная из равенства (4.42) (из равенства (4.43)), строго мо­нотонно убывает при ω∈[x1, xe] (при ω∈[ω*, xj, где Ω2 (ω*) = In e0 (φ), ω*>x1). Покажем, что функция Ω2(ω), определенная из соотношения (4.43') также монотонно убывает при ω∈(x1 ω*). Действительно, из (4.43') нахо-дим, что

Отсюда П 7,л . Ψ'(ω) Ψ (ω)
ω°h^ (÷,w), •В силу определения множества Φ13( + ) и функции ψ(x) имеем ψ" (х)<0 при ω∈(x1, х2). При ω∈(x1, хе) выполняется ψ(ω)>0, так как ω<lne0(φ). Следовательно, Ω'(ω)<0∙Из предыдущего следует, что если положить ω = ω*,  то соотношение (4.43) примет вид (4.43'). Следовательно, функция Ω2(ω) непрерывна и стро­го монотонно убывает при ω∈[x1, хе].Причем Θj = Ω1 (xβ) ≤ Ω1 (ω) ≤ x1 = Ω1 (x1), Ω2 (xe) ≤ Ω2 (ω) ≤ Ω2 (x1).Как в п. 5 заключаем, что Θ2 = Ω2 (Ωf1 (Θ1)j = Θ (Θ1) и s0(θι. θ(θι)) - мо­нотонно возрастающие функции переменного Θ1∈[Θp x1]. Функция Ω(Θ1) = = ω(Θ1,Θ(Θ1)), где Θ1, Θ(Θ1) = Θ2 удовлетворяют соотношениям (4.43) и (4.43') соответственно, строго монотонно убывает при Θ1∈(Θf, x1). Так же как в п. 5 приходим к выводу, что значение s*  ∈ [Θf, xj, удовлетворяющее равенству

⅞(tf, θ(tf)) = ω(j∙, θ(tf)),единственно. Учитывая также замечание в конце п. 5, приходим к выводу, что функция y4(ξ1, ξ2) имеет единственную точку максимума (ξ*,  ξj), кото­рую мы находим из необходимого условия максимума, причемξ1*>0.  (4.44)Так же, как в конце п. 5, можно доказать справедливость замечания: s (<Pfc) ~ з*  (φ⅛)→0, если x2 (φjt) - χ1 (φjt)→0 при k→ ∞ для некоторой последо­вательности φjt∈Φθ3( + ).



102 А. А. КОНДРАТЮКПри p = 0 остается еще рассмотреть случай, когда φ∈Φ12.7. φ∈Φ12.Учитывая определение Φ12 и неравенства (3.22') и (3.23'), имеем:
F (v (О) = Л (ff(l∏ 0) ≤ Fi (⅛ Я(1п Z)) = f(a→ Я,(1п t)},а также sup r[v(r)]= sup f(v(z)]. (4.45)

v(r)efl ∖ ∕ v(∕)∈Λi ' fУчитывая соотношение (3.24), заключаем, что функция A~1B5A v (г) будет иметь вид (4.27) или (4.28), где ε1 = 0. Легко проверить, что рассуждения, проведенные в п. 6, останутся справедливыми при ξ1 = 0, и в силу (4.45) и (4.39) sup f[v(z)]= maxY4(0, ξ2).
V(O∈Λ ' ' ξtnte

Так как ξ3(tc) = e0(φ), то

, te e0 (φ)
-d≡,-> =⅞ f K(l)dt+ f 's*ω<*>o.

Из неравенства K(f)<0 при r>c(φ) заключаем, что<θ для Д°статочно больших ξ2.При ξ1 = 0 необходимое условие максимума функции У4(0, ξ2) запишется ввиде уравнения (4.41), где ξ0 = ξo(0, ξ2) = e ₽ ξ2. Рассматривая функцию Θ2 = = Ω2(ω), определенную в п. 6, и функцию ω = Ω^^1(Θ2), а также учитывая поведение функции ψ(x), приходим к выводу, что уравнение (4.41) имеет единственное решение ξ*.  Следовательно,sup r(v(r)) = pΓ4(0, ξ2*).
v(r)∈Λ ' /Введем такое обозначение

p f <p^1ln+для φeΦ00( + ) и Φm,(-)∪ Φ<e(-)U ΦJι( + ). о
/(<Р, р) =

а (ф) ∞αp(φ) f K(t, φ)dt + f P Kdt ДЛЯ φ ∈ Φ11 (-) U Φw( -),_ J_ «(Ф)e ₽ a (φ)3(Φ) ξo(P.Y) y(φ) 5 M
f r<=K('. <p)<*  + βt(<p) f U+γ∙(ψ) f Kdt+ f PKdt+ o β(Φ) 5. (P. y) y(φ)

00+ ξp(γ) f Kdt для φ∈Φ13( + ),ζ(γ)
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0(<P) ξ0(β. y) γ(φ) «f tpK(t, φ)dt+βp f κdt + yp [ Kdt+ f tp Kdt для
О β (φ) ξ0 (ß. T) Y (φ)φ ∈ Φ02 ( + ),

γ (φ) ξ (γ) ∞γp(φ) f K (t, φ)dt+ f tpKdt + ζp(γ) f Kdt для φ∈Φ12,
_i y'(φ) ξ0(γ)

e P Y (ę)lгде α(φ) - корень уравнения (4.11), (β(φ), γ (φ)j — решение системы уравнений (4.21) при φ∈Φ02( + ) и системы (4.40), (4.41) при φ∈Φ}3( + ), γ(φ) - корень уравнения (4.41) при φ∈Φ12, ξ1 = 0j ξ(γ(φ)} = ξ3(γ(φ)) при φ∈Φχ3( + ) ∪ ‰ где ξ3 (γ) — функция, определенная соотношением (4.33); функция ξ0(β, γ) определена соотношением (4.16'). Тогда результат настоящего параграфа можно сформулировать в виде равенстваsup f(v(∕))= max F (v (r)^ = p ∕ (φ, p).
v(r)∈Λ ' f \ 'Покажем, что функция ∕(φ, p) непрерывна. Так как нули полинома P3(φ, г), как функции от г, непрерывные функции от φ, то, очевидно, каж­дое из множеств Φo∙( + ), Φ,7(-), Φ12, ι = 0, 1, j=i, z+ 2, в силу их определе­ния состоит из промежутков. Эти промежутки, которые мы обозначим через 0Л, взаимно не пересекаются и покрывают интервал (0, 2π). Если φn∈Θ*,  л = 1, 2, . .., φ ∈ Θλ, φ71→φ, то равенствоlim Z(φn, p) = ∕(φ, р)Λ→∞очевидно при φ ∈ Φoo (+) U Φoo (-) U Φ02 (—); если же φ не принадлежит объединению указанных множеств, то соотношение (4.46) следует из того факта, что условия для определения функций e0(φ), α(φ), β(φ), γ(φ) непре­рывно зависят от φ и следовательно, при φ ∈ Θk, <р„ ∈ Θλ, п = 1, 2, ...,¾W→¾(<I⅛ a(φw)→a(φ), β(φπ)→β(φ)и Y (<P∏)→Y (?) ПРИ φn→φ. Остается установить непрерывность ∕(φ, р) в точ­ках φ ∈ (0, 2π), которые являются концами промежутков 0*.  Этот факт легко проверяется непосредственно, если учесть замечания в конце п. п. 3, 4, 5 и 6.

§ 5. Доказательство теоремы 1Докажем сначала неравенство дует, что для k>k0 выполняется (1.2) для случая p(r)≡p. Из (1.7) еле-
Az(φ)-ε≤ F(y(rkt)) F('>(r∣ll))

≤ sup --------—-
v(rkt)εfi (Δ + ε)rp rk

тдр. rk — некоторая последовательность, стремящаяся к ∞. Учитывая лем­му 1, получаем отсюда, что



104 А. А. КОНДРАТЮКВ силу произвольной малости ε отсюда следует
= р).Теперь отбросим ограничение p(r)≡p. Обозначим функцию гр(г) через V(r). Можем считать, не уменьшая общности (см. [2]), что для всех г, 0<r<∞∕p+σ ∏(r) при 1 ≤∕< 00, 

tp-a ПрИ 0<∕≤ 1, (5.1)где 0<σ<min(p-р, р+1—р); для каждого промежутка [ε0, η]∈(0, оо) (Δ + e)ε0<l, η>l, существует r0 такое, что при r>r0, ∕∈[ε0, η] вы­полняется (5.2)Не уменьшая общности, можем считать также, что для всех г, 0<r<oo, и ε0, выбранного ранее, Mz(rr)≤(Δ + εg+i)K(rr). (5.3)Комбинируя неравенства (5.1), (5.2) и (5.3), получаем для r>r0, ε = εo(∆ + e),что
Mz(r∕)≤ (Δ + ε) K(r)∕p"σ при O<r<εo, .(Δ + ε) K(r)rp при ε0≤f≤η, (Δ + ε) V(r) tt>+a при r∣<t<∞.

(5.5>
Действительно, при ε0≤r≤η(Δ + εg+1) («’ + ≡5+1) У (г) = f“ ∣∆ + εg+1 (1 + д+у.'_)| Г (г) ≤ ≤r(φ*{∆  + ε5+ι(l+^±J-)[ == Г(г)г» {Δ + ε0(εg + Δ + 1)} ≤ K(r) Γp{Δ + (Δ + e) ε0}.Из (1.1) следует существование последовательности rk→∞, такой, что для ε = εo(∆ + e) и k≥k0, rkt>r0, справедливо неравенствоΛz(φ)-ε≤ F<nf(rkt))

F(rk)
(5-6)Класс неотрицательных Неубывающих функций v(rr), 0<r<oo, r>rka>rQ, удовлетворяющих условию (5.5), где в левой части неравенства стоит Av(rt), обозначим через Ra ((Δ + ε) K(r)j, Ra(∖) = Ro. Из неравенства (5.6) следует, что

F(nf(rkt)) sup F(v(rjfc0)Λz(φ) - ε ≤-----yŲd---- ≤ v (r p e (и (rjt)(∆+ε))------Используя лемму 1, из последнего неравенства находим, что (5.7)
Λz(φ)-ε≤(∆ + ε)^supof(vwj (5.8>Значения функционала F (v (t) j ограничены, когда v(z)eAσ. Действительно, πpM√√,.(r)ι∈zj^ имеем:

f(v(∕)) = F1(λv(∕))≤ f А v(r)∣L(r)∣Λ≤ ∫∕p~σ∣L∣Λ + f rp+σ∣L∣Λ<∞.о о о



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 105-В классе Ra существует функция v0 (г) ∈ Ra, такая, чтоsup f(vW)≤f(v0(∕)) + ^⅛γ.
v(r)eflσ ,Следовательно, неравенство (5.8) можно переписать так:Λz(φ) - 2ε ≤ (Δ + ε) F (v0 (θ)∙ (5∙9>Рассмотрим такую функцию v1(r).

{О при O<f<ε0, v0(Z) при ε0≤r≤η. v0(η) При (>η.Очевидно, v1(r)∈Λ (см. обозначение в конце § 1), и
F (vo (ö) - F (v1 (Г)) = f v0 (Г) К (t) dt + f ∣v0 (∕) - v0 (η)∣∕C (r) dt.° η l jЗаметим, что v0 (t) ≤ A v0 (et). Следовательно,F(v0W)≤r(v1(r))+ f (et∕-° ∖K∖dt + f (e,>>+°∣K∣<Λ.0 6Отсюда, так как 0<σ<min(p-p, р+1 -р), для произвольно малого ε>O можно выбрать ε0 столь малым, а η столь большим, чтоf(voω)≤f(v1ω)+√+∙Неравенство (5.9) можем теперь переписать следующим образом: A√φ)-2ε-ε1≤(∆ + ε)f(v1(r)).Отсюда Λz(φ) - 2ε - ε1 ≤ (Δ + ε) sup f(v (r)) = (Δ + ε) p I(φ, р).

v(r)∈Λ \ !В силу произвольной малости ε1, ε0, а, следовательно, и ε, получаем отсю­да неравенство (1.2).Для завершения доказательства теоремы 1 мы построим функцию g(z)∈ ∈G(Δ), для которой выполняется равенство (1.3). Ограничимся случаем, ког­да p(r)≡p. Построение примера в общем случае производится аналогично. Кроме того, можно ограничиться случаем, когда ∆ = y, так как для по­лучения отсюда примера с произвольным Δ, 0 < Δ < оо, достаточно заменить- 2_∕(z) на ∕[(p∆)p z].Пусть {qk} — последовательность, составленная из всех рациональных чи­сел из (0,1), φ< = 2π^, k = 0, 1, 2, ..., через {φjt} обозначим последова­тельность 91, 91, 92, 91, 9г, 9з, 91, 9г, 9з, 94, • • •Пусть {γa} - строго монотонно возрастающая последовательность, выбор кото­



106 Л. А. КОНДРАТЮКрой мы уточним ниже. Обозначим e0(φ*)  = e0⅛, a(<pÄ) = aA, ß(<p*)  = ß*,  γ(φ*)  = = γ⅛, ξ0 (φ⅛) = ξ0*,  ζ(γ⅛) = ζ⅛∙ Последовательность {γλ} должна удовлетворять условию ηt≤max{l, e0-* 2, β* 2, epα* 2, epγΓ2, e0k, <⅛, ξfc}.Дополнительные условия на последовательность {rk} будут наложены ниже. Введем множества Ji (i = 0, 1, ..., 5) индексов к:

keJ0, если φ⅛∈Φ00( + ), 
keJ1, если φjt∈Φ∏( + ),
kej2, если φfc∈Φ02( + ),fc∈J3, если φjt∈Φι3( + ),fc∈J4, если φ*  ∈Φ11(-) U Φi3(-), 
kεJct, если φ^∈Φ12.Положим далее

Рбк —

]/ rk при к ∈ Jq U J1 и J2 U J3t

е p<zkrk при kεJι,

е ?ЧкГк при kejs

rl при к ∈ Jo, 
e0krk при к ∈ J1, 
βkrk при keJ2 и J3, 
Рек при fc∈J4 U J5,Рвк+1 —

г| при к ejo и Jj,Pβfc+2- ξ0krk при kej2 и J3,

Рек при fc∈Jr4 и J5,
Рвк+2 при k≡J0 U J1,∕⅞fc+3~ aΛr⅛ при keJt,

γkr при keJ2 и J3 и J5,_ ( ξ*  rk при к ∈ J3 U J5, РбЛ-К j f2 при ⅛-∈ Jθu J1∪ J2g
Рьк+ь = Гк Для всех к.Для φ⅛ ∈Φ00(-) U Φ02(-) множества Ji и числа pj не определяются.Всегда можно выбрать последовательность {rfc} так, что для всех к справедливо _____

V'⅛+I>⅛ lim ^r*+' = 00,
k→∞ rk

к

ümpä? У Р?;-1 =θ. —>0 при *→∞.
Из определения последовательности {r⅛} следует, что pj+1>pj, j= 1, 2, 3, ...



"ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 107Построим каноническое произведение g (z) рода p = [p] с нулями порядка ,ζ{pgjt]+l в точках pβ⅛, порядка [p‰+3]- [pgfc+J в точках pβk, простыми нуля-ми во всех точках вида vp, v=l, 2, 3 ...» попадающих и интервалы (pβk, 
-Pek+ι)t (Рвл+з» P0t+4)∙Покажем, что эго каноническое произведение абсолютно сходится. Обо­значим через nβk(r) число нулей на пересечении промежутков [0, г] и [рвЛ, J,6Λ+δ]∙Легко видеть, что

∏6k(r) =

0 при 0≤r<p6λ,

И+ 1 при Pβ*≤r≤Pβ* +ι, Pβ*+3≤''≤PβΛ+4.  
[.Рб*+ J ÷ 1 при РбА+i ≤ r
[Pįt+з] + 1 ∏PH p6jfc+2 ≤ г ≤pβfc+3>
L‰4J + 1 при p6Λ+4 ≤ ≤Pβ⅛+5>

n6k(r) = 0 при φjfc∈Φ00(-) U Φ02(-)∙В (Pβ*-ι>  Рек) нули отсутствуют. Из определения pek+j и nfik(r) следует, что
Г

N<*(r)=  f (5.10)
ОДействительно, при r≤p6*+2 это неравенство следует из неравенства n6⅛(∕)≤ ≤rp+l при ∕≤p6jfc+2. Пусть p6⅛+2≤',≤P<⅛+3∙ Требуемое соотношение очевид­но, если к ∈ Jo U J1j если к ∈ J4, тоΛ⅛t('∙)=(<⅛α)p ∫ <∕ln( + O(lnr)=(o⅛rt)<,(y +ln^-) +2Р̂ 

‘ akrk+ 0(lnr)≤y rt, + o (rp).2.Действительно, в этом случае е p akrk≤r≤akrk, и производная по г от раз­ности (α*Γfc) p(-^ + ln-^-)-у rp равна I(a*η t)p+rp∣r-1≥(h если keJ3, то рас­суждаем аналогично; если же к ∈ J2 и J3, то
⅛Tk Ы'к

Nflk(r) = ∫ ∕<tflnr + (βjlrjt)p ∫ <Zln ∕ + (γ*rjt) p į <∏n ∕ +σ(ln г) ≤ у rp +о (rp), 
Wk ⅛Tk t∙krkтак как, вспоминая определение функций β(φ), γ(φ), ζ0(β, р) мы можем в этом случае представить Nek(r) в виде Nek (г) = A v (r) + о (ln г), где v(r)∈Λ(-j. Если ∕∙>jpβJt+3. то требуемое утверждение вновь следует из неравенства ⅜(0≤M ∏PH ^>PβJt+3-Пусть r∈[pβfc, jpβjk+J, тогда

к

"W≤ 2 P8>->+'⅛*('∙)+6fc-l  =ι⅛*(ι∙)  + o(j*),>-1
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И ΛΓ(r)≤ j-r'+o(r').Следовательно, N (r) — не более чем нормального типа порядка р, и канони­ческое произведение рода p = [p] < р абсолютно сходится, причем g (z) — це­лая функция не более чем нормального типа порядка р.Зафиксируем φr Пусть φ* m=⅛∙ Покажем, что
lim

m→∙<x>

ln∣jθ∙⅛β⅜1 
------- -rf---------- >' (‰ ₽).

а так как обе части этого неравенства являются непрерывными функциями от φ и множество {φ9} всюду плотно в [0, 2π), то для всех φ∈[0, 2π) бу­дет выполняться соотношениеlim lnlg⅛g,φ>l->∕(φ, р).
r→ao ~Чтобы упростить запись, всюду ниже в § 5 вместо кт будем писать к- Обозначим ft(re'φ)= ∏ ε[-~e∙>, р),

a^Ptk-ι

gz(re,r)= ∏ £(4ге'’’ p)-

g3(re,φ) = ∏ E(÷-ei*,  р).
Очевидно,

s(rei*)=  ∏sβ(re'φ)-
а=1Так как при | и ∣ ≤ -į- справедливо неравенство ∣ In | E (и, p) | Į ≤ С | и p,+1 (С = I при р > 0, С= 2 при р = 0), а при | и ∣ ≥ 2 - неравенство ∣ In ∣ E(u, р) ∣ ≤ Dp | и \? (здесь р>0) и ln∣E(u, O)j≤ln(l+|и|), то (см. [3])

∣l∏fgι(^ei⅛')iz∣1I' = o(⅛),, .. u » . f ∕ lil...., .l⅛∣g3(^e'φAr)∣∣ =θ(rβ.

Докажем, например, второе равенство∣ln⅛,b<⅛)∣∣≤ 2 ∣ta∣4⅛^eiφt)∣h
'cfc+B>flV<0°
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Но

≤c ∑ (⅛r=c*+1 f ⅛≤

pβk+bs≡βv ptk+b≤CrJ+1(p+l) ∫ -^⅛-≤CιrJ+1(p+1)((1+o(l)) į P~'-*dt

pdc+t ptk+s

- Cl τ⅞⅛r (1+0(1) (~f1~' t = о «)•Оценим теперь In ∣g2(rjt^φfc)l снизу:
In I gi (rkei*k)  I f In IE (γ ef¾) ∣ dnik (τ) =о

ptk+b

= ~ ] nβk(τ)~ln∖E^ei^∖dτ= f nβk(rkt)K(t, <pk)dt≥

0 pβk
rk

pβk+ι ptk+9
rk rk

>⅛ ∫ fiK(t, φt)Λ+∕¾t+1 ∫ K(t, <fk)dt +

ptk ptk+i
rk rk

ptk+3 ptk+4
rk rk+p⅛+3 f κ(t, φ*)Λ+r⅛  ∫ eκ(t, yk)dt+

ptk+t
rk

Pf>k+ι+Pβ*+4  į K(t> 9k)dt~' f l*¼  9fc)l*fr∙pβ⅛+⅜
rk

p9k+i 
'к

рлк+б 
rk

fβk 
rk

p*k+t  
rk

rk rk

≤ А- [∣K(t, φ4)∣<Λ = 0W). 6*  įУчитывая определения jpβ⅛+y, заключаем отсюда, чтоι∏l«2('•*«' ”*)  l>⅛∕(<Pt- ρ)+oW),ln∣g¼e,OT)∣>ι⅛∕(φ,, p) + o(r⅛). (5.11)



по А. А. КОНДРАТЮК.Проверим наше утверждение, например, при φ*=⅛=φ  ∈Φ02( + )∙ В этом случае к ∈ J2 и = -įr,
2 у гk

Рбк + 1 л
-  ̂= Рь

∕⅞⅛÷8

Гк Гк
Ptk+t _ Рлк+ь 

Гк Гк = rk∙Отсюда с очевидностю вытекает (5.11). Учитывая неравенство (2.3), имеем:.⅛(<p)=z⅛> p)∙ Тем самым теорема 1 полностью доказана.
§ 6. Экстремальный индикатор для целых функций 
целого порядкаТеперь мы найдем точную, оценку сверху для индикаторов целых функ­ций целого порядка относительно подходящим образом подобранного уточ­ненного порядка при заданной верхней плотности нулей Δ. Основные определения и доказательства будут аналогичны содержащимся в статье- А. А. Гольдберга [4], поэтому мы не будем подробно останавливаться на некоторых деталях.1. Формулировки результатов. Сначала приведем некоторые определе­ния и факты из [4].Пусть р — целое число, р > О, р (г) — уточненный порядок, 1 ≤ г < оо, p(r)→p при г → оо. По определению р(г) принадлежит классу сходимости (p(A)∈C) или расходимости (p(r)∈Z>) в зависимости от того, сходится или расходится интеграл

( ∕*ω-p-'Λ.

Уточненные порядки p7∙(r), p7∙(r)→p при r→∙oo,j≈l, 2, 3, медленно расту щие функции L1(r), L2(r), L (г) и функции K1(r), V2(f), V(г) определяются следующими равенствами:=/■₽.(') = jza (г), H><')=r*  L (г) = V(r∖при ρ(r)∈Z> г» ∫ t,ω-p-ι dt=^> = f Ll(r)=Vi(r),
1при p(r)∈C rp f f∙M-P-' Λ=^≈ιPLt(r)=Vt(r).
ГПри p(r)∈D имеют место (»отношенияr(r)=o(κ1(r)j, ∕p = o(κ1(r)) , (6.1>при p (r) ∈ С
r(r)=o(κ2(r)), r8(r) = o(∕*).  (6.2)Пусть f (z) — целая функция порядка p с положительными нулями (∕(0)≠0). Рассматриваются следующие индикаторы функции/(z):
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⅛(φ) = J™ lπ ■ 0≤<F<2π, 7=1, 2, 3.Функция N(r) = Nf(r) и число ∆ = ∆z определены равенствами (1) и (2) соот­ветственно. Будем обозначать через an, 1 < a1 ≤ α2 ≤ • • • > нули / (z). Не уменьшая общности, можно считать α1>l. Если p(r)∈C, то ∕(z) можно представить в виде∕(z) = exp {α(∕) zp + P(z)} I^[ P~l), (θ∙3>
лгде a(∕) — постоянная, P(z) — многочлен степени не выше p— 1, E(z, р) — первичный множитель Вейерштрасса рода р. Если же p(r)∈Z), то функция ∕(z) представима в виде∕(z) = exp { β(z)} ∏ ∙E(⅛-, р),

лгде Q(z) — многочлен степени не выше р.Теорема 2. Пусть f (z) — целая функция с положительными нулями 
целого порядка р>0, число Δ — верхняя плотность ее нулей, измеренная 
относительно функции rptr>, A1(φ), Λ2(φ), ⅞(φ) — индикаторы функции f(reiφ∖ 
измеренные относительно функций V1(r), V2(r) и V3(r) соответственно- 
Если p(r)eD, то

hi (φ) ≤ p∆ cos÷ pφ.
Если p(r)eC, то при a(∕) = 0A2(φ)≤p∆ cos^ pφ,
и при a. = <x.(f)≠0 M<P) =! a I cos (ρφ + arg a).
Существует функция fι(z)eG(Δ), такая, что (p(r)∈Z)).

hi (φ) = p∆ cos + pφ. (6.4)∙
и ∕2(z)∈G(Δ), такая, что (p(r)eC)

h2 (φ) = p∆ cos “ pφ. (6.5>2. Доказательство теоремы 2. Пусть p(r)∈Z), r> 1. Запишем ∕(z) в сле­дующем виде: ∕ω-∕r,>(z)Λ2>(z), (б.б>где ∕<'>(z)=exp { 7 *,∑ а*»
l ⅛≤' 1Λ2>(z)=exp{β(z)} ∏ e(~, Р-1) ∏ e[-~-, p) = exp{β(z)}∕<3>(z). ofc≤r ak>rИзвестно [1], что lnΛf(r, f∞)≤KV(r), (6.7>где постоянная К>0 зависит только от р и Δ.Очевидно, что In М (г, exp Q (z)j ≤ Кг г* .Учитывая (1.2), получимIn М (г, ∕<2>(z)) = o(y1(r)).



112 А. А. КОНДРАТЮКHe уменьшая общности, можно считать, что для всех г > 1 ΛΓ(r)≤Δ(14 ε)K(r), где ε — некоторое положительное число.Далее, N(er)≥n(r), а такжеГ(er) = o (κ1(r)), K(er) = 0 (f2(γ)). (6.8)Тогда l∏l∕J1,('∙e'φ)l = 7 ',p Σ α* p cos pφ = 7 i*  cos pφ f ~±- = 
at*'  i

= 7 cospφ {2⅛- + ∫ } = y lt c°sp<p {-⅛r- +

÷p(≡÷p∫⅛H'4⅛-÷ 
+ p27γl + Pi∕ -7⅛-'p<',-p-1<*}≤

≤ cos+ pφ { ∆(l +ε) K(er) + p∆(l +ε) F(r) + ρ2∆(l +ε) K1(r) J = = 7 cos+ pφ I о ( K1(r)) + ρ2∆(l +ε) K1(r) ∣.Отсюда, учитывая неравенства для f(r2) и Л3), получаем Äi (φ) ≤ p (1 + ε) Δ cos+ pφ.В силу произвольной малости ε имеемΛ1 (φ) ≤ p∆ COS+ pφ. Пусть теперь p(r)∈C и α(∕) = 0. Запишем f (z) в виде (r> 1) ∕(z)=Λ4>(z)√<2>(z), (6.6')где ∕<∕>(z)= exp I - у zp ∑ afp } ,
' “*>г ’a /J2)(z) определяется формулой (6.6), но вместо Q(z) стоит P(z) — много­член степени не выше p — 1.Так как in М (г, exp∕>(z))≤ Λ∖ rp^1,то, учитывая соотношения (6.2) и (6.7), получаемIn M (r, f™ (z)j = о (K2(r)) . (6.9)•Фиксируем некоторое значение φ. Для всякого ε > 0 найдется r0 = r0 (ε), такое, •что для всех r>r0 выполняется JV(r)≤(l+ε)Δ V(r). Тогда (r>r0)In ∣ ∕<4>(re'φ) I = - у rp cos pφ X (⅛₽ = - -į- rp cos pφ f =

p ak>r

1 0 ∫ n (r) f n (/) . )= - rp cos pφ j -P j 75+r dt | =
r
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1 о I п(г) tf(r) 2 Г N(t) ,I= -Γ-COSpφ∣-^-+p -y-p≈> J 7i⅛M)≤

г≤ 1 cos÷ pφ I π(r) + p7V(r) J + prp cos- pφ f tpω~p~1 dt ≤

r≤ “ cos+ pφ I (1 + ε) ΔV(er) + ρ(l + ε) ∆F(r) } + ρ cos" pφ(1 + ε) ΔУ2(r). Отсюда, учитывая (6.2), (6.8) и (6.9), находимIn ∣∕(,√φ) I ≤o (r2(r))+ р cos" pφ(l +ε) ∆F2(r)и
h2(φ) ≤ р COS^ pφ(1 + ε) Δ V2(г).В силу произвольной малости ε, имеемΛ2(φ)≤∆p cos- pφ.Таким образом первая часть теоремы 2 доказана.Замечание. В конце статьи 4 доказано следующее утверждение. Если функция f (z) порядка нуль и уточненный порядок p(r)→0 такой, что V(r), монотонно возрастая, стремится к ∞, то

Nf(r) 
У(г)

где Δ= lim
Γ→00Докажем теперь, соотношение (6.4). Последовательность {φjfc} выбирается так же, как в § 5. Последовательность 1 < R1 < R2 < ... возьмем столь быстро возрастающей, чтобы выполнялись следующие условия:i1(¾)=o(ll(∕⅛+1)), (6.10)K(Λ*)-o(r‰ 1)). (6.11)Не уменьшая общности, можем считать, что t=V(r) — строго монотон­но возраставшая функция на [1, оо) (см. [2]). Пусть r = φ(t) — функция, обратная к функции t= У (г). Введем множество J индексов к, удовлетворя­ющих неравенству cos+pφ⅛>0. Построим каноническое произведение f (z) рода p с простыми нулями во всех точках Ф ПРИ

Л‘<<р (⅛Hλ*+ i' где /=i’ 2> 3∙ и keJ.Обозначим через nk(r) число нулей функции ∕(z) на пересечении [0, r] с от­резком [Efc, Λfc+1]. Легко видеть, что wfc(r) = E[pΔK(r)] - E[p∆K(Eft)], если 
kεj и ∕7k(r) = 0, если fc∈J, а также w(r)≤p∆K(r).Из неравенства (2.7) следует, что каноническое произведение f (z) будет абсолютно сходящимся. Используя известные свойства уточненного порядка,легко показать, что lim

г-

N)(r) 
t'(r) ≤ Δ. (6.13)



114 А. А. КОНДРАТЮКНиже будет показано, что в соотношении (6.4) имеет место неравен­ство ≥, не исключая априори возможности ln M (r, f) = о (V1 (r) j, а из него тогда сразу будет следовать, что равенство ln M (r, f) = о (V1 (r) j невозможно. Следовательно, функция ∕(z) принадлежит среднему типу относительно K1(r), а значит, ∕(z) имеет порядок р.Покажем, что для функции ∕(z) выполняется соотношение (1.4). Зафик­сируем φm, пусть φ^ = φ,n (Z=1, 2, 3, ...). Мы укажем последовательность 
rkĮ такую, что In ∖f(rk,elΦnt) jf1≡ '⅛) i^δc°s+^∙ <614>
Отсюда следует, что при φ = φm справедливо A1(φ) ≥ p∆ cos÷ pφm. В силу непрерывности обеих частей этого неравенства по φ и плотности множества {φm} всюду в [0, 2π), учитывая первую часть теоремы 2, получим (6.4).Для упрощения записи всюду ниже вместо kl -будем писать к. Запишем (см. (6.6)) ∕ω=∕⅛2> ω∕g> ω∙ (6.15)

⅛+ι к+1Пусть λ > μ > 1. Используя теорему Валирона (см. [6] и [4], стр. 344), можем утверждать: существует rk такое, что Rk < κ-k+1 < rk < Rk+i , и при λ И∣z∣ = r⅛ выполняетсяln Į∙^¾+1 I *5* ~ Hin М ^Rk+it f^k+ι), (6.16)где Н — положительная постоянная, зависящая только от λ и μ.Так как (см. (6.7)) In М(Rk+1, ∕⅛3> )<KV(Rk+^, то при ∖z∖=rk спра­ведливо неравенство ln∣Λ3>+ι(z)∣> -HKV(Rk<.l).Из (6.15) получаем, чтоIn I f{rk e,*k) I > у r£ cos pφfc ∑ a~p - HKV{Rk+ι) ≥ 
av<Rk + i≥l^cos+pφk 2 <p~7rS Σ ^-HKV(Rk÷1). (6∙17) 

Rk<a^Rk+i a^RkНо ς fl_P= 7⅛+Т> -δp*γ^p÷ 
Rk^av^Rk+i Rk Rk

Rk+i Rk+i+ pa∆ [ z*ω-p- 1 dt - p [ t~p~1dt≥ -p∆L(Rk) +

Rk Rk+ p‘Δ(r1 (⅛+1)-Ll(Rk)} - Rke. (6.18)



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 115Аналогично Γ⅛"≤RkΣλ-P- f dn — n(Rk) I°v - J ∕P + ι rp ^ + P J<∖<*√  1 1≤ p∆L (Rk) + p2 Δ L1 (Rk).Так как Z,1(r) является медленно возрастающей функцией, тоlim 7⅛γlt=>Λ→oo (L1Kk + ι)и из равенств (6.10) и (6.11) следует, чтоLl(¾)=o (z,1(r*)),
L(Rk) = o (r1(rt)),

L1(Rk+1) = (∖+ηk)L1(rk), ηfc→0 при k→∞.

(6.19)

(6.20)
Подставляя в неравенство (6.17) оценки (6.18) и (6.19) и учитывая соотно­шения (6.20), получим, чтоlnj∕(rteiφ*)∣  > 1 τ⅞cos+ ₽ф*  { -pΔL(Λ*)  + p≡ Δ (i1 (Λ* +1) - L1 (J⅛)) -R-<∙ }- - 1 I ΔpΔ(Λi) + p2ΔI1(Λt)-∕MT‰1) ) ≥ >p∆ cos+pφ*(l  +ηp)i1(r*)  - HKλ'r°kL(Rk+1)-± ⅛ Rk<∙ - о (f⅞ Li (rfc)) = = ρ∆cos+pφ*(l+η*)  V1(rk)-o (κι(r*)j  .Отсюда следует неравенство (6.14). Тем самым для случая p(r)∈Z> теоре­ма 2 доказана.Пусть теперь p(r)∈C. Доказательство проводится в основном так же, как и для случая p(r)∈ZλПри определении последовательности Rk условие (6.10) следует заменить условием

Li(Rk+1) = o [L2(Rk)] . (6.21)Множество J теперь составим из индексов к, для которых cos” pφ*- 1>0. За f (z) возьмем каноническое произведение рода p—1 с простыми нулями во всех точках вида φ при Rk < φ < ^⅛+ι. гДе Z= 1 > 2, 3, ... и ke J.Запишем f (z) в виде (см. (6.6) и (6.6z))∕ω= ∏ e (⅛> ₽ - 1)=^Jz>≠¾+Λ (6∙22>
Точно так, как выше, показывается, что ∕(z)∈G(Δ), а затем задача сводится к доказательству неравенства 

lim 
ι→∞

In I f(rkI e,φm) I M^) ≥ p∆ COS pφw, (6.23>
8∙



116 А. А. КОНДРАТЮКгде r∣t∣ выбирается, как и раньше, так, чтобы при ∖z∖ = rkl выполнялось не­равенство (6.16). Снова будем опускать индекс /. Из (6.23) получаем, что
≥

Далее,

≥

In j /(ft e* k) I > - у rfk cos pφt 2 
yrfccos-pφjk 2 flv^p-~

ÄÄ + l<av<ÄJt + 2

^ + 2

∑ K'≈ f
Rk + l<a^Rk + 2 Rk + l

Rk + t> - ΔpΛ"l*̂+>*  ’ + ps∆ ∫ ∕p<')-p-1 dt - p f r>-1Λ*
Rk+i Rk+i> — ΔpL(Λfc+1)÷p∆ (l2(R1c+1)-Z∕2(^fc+2)) “ *Λ+1,

a^-KHV(Rk+1)½
V

⅛ 2 a->-HKV(Rk+l).λΛ + 2<°V
Rk+z

Γ2 dE[^tP^]
J /Р

Rk+l

nk+i

а также

Учитывая (6.21), заключаем, что
L2(Rk+2) = 0 (b2U⅛+1)) = 0 (L2(rk)j , 
I‰ι)= o (l2‰1)) = o (λ2(r*))  ,^•2(¾+ι) = (1 + ⅞⅛) i∙2(r*).  ⅛ ÷ θ ПРИ к → ∞.Отсюда, как раньше, получаем, чтоin ∣∕(rt Л») I > - ΔL(At+1) r>k + p∆rj cos" pφtΛ2(Λt+1) -- ΔΔ2(¾+2) Ą - Rk', ⅛ - fΔL2(Rk+l) ri - HK>,° r°kL(Rk+ι) == (1 +⅛) p∆rfc cos- pφjt L2(rk) - о (rpk L2(r)jи, наконец, неравенство (6.23). Таким образом, теорема 2 полностью до­казана.г. Львов Поступило в редакцию1.IX. 1966
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SVEIKOS FUNKCIJOS SU TEIGIAMAIS NULIAIS 
EKSTREMALINIS INDIKATORIUSA. KONDRATIUK
(Reziumė)Sakykime, f (z) — ρ eilės, 0<ρ<∞, sveika funkcija su teigiamais nuliais, ∆=ι⅛1 "<'≠Λ

,→o rθ('>kur N (r, o, f) — Nevanlino nulių skaičiaus funkcija, o
ρ(r) — tam tikra patikslinta eilė, 0<Δ<∞. Straipsnyje gautas tikslus indika­toriaus įvertinimas:A(φ, ∕)≤ff(φ, Δ, p (r)) •

Tam tikrai nurodytos klasės sveikai funkcijai f0(z)-

h(φ, f0) ≡-H-(φ, Δ, p (r) j .
EIN EXTREMALINDIKATOR FÜR DIE GANZEN FUNKTIONEN 
MIT POSITIVEN NULLSTELLENA. KONDRATJUK
(Zusammenfassung)Es sei f(z) eine ganze Funktion der Ordnung ρ, o<ρ<oo, mit positiven NuII-stellen, Δ — lim ΛΓ(r,O ∕). r→α> r₽ (')wo N(r, o, f) die Nevanlinnasche Anzahlfunktion und ρ(r) eine verfeinerte Ordnung sind. 

Im Artikel wird eine exakte Abschätzung von oben h (φ, ∕) ≤ H (φ, Δ, p(r)j für Indi- katoren^gegeben. Für eine gewisse Funktion fo(z) aus der angedeuteten Klasse gilt 
h⅛,f0)≡Hlφ- ∆,p(r)} .




