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О ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХ В МЕТРИКЕ ПРОСТРАНСТВА L1 и l1

А. БИКЯЛИС, Г. ЯСЮНАС
§ 1. ВведениеРассматривается ξ1, ξ2, ..., ξn, ... - последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин с математическим ожиданием О и дисперсией 1. Положим F(x) — функция распределения, f (t) — характе­ристическая функция, α3 — центральный момент третьего порядка, β3 — абсо­лютный центральный момент третьего порядка случайной величины ξ1. Пусть 

Fn (х) — функция распределения суммы ξ1 + ξ2 + ... + ξπ, F„ (х) — функция рас­пределения нормированной суммы Sπ = -y=- ξ7∙, Рп (s) = Р { ξ1 + ξa + ... +*z n √=ι
Il/Ц - норма функции f(x) пространства L1. Как обычно

X»

φw=τ⅛∕e 2du∙
— 00

C1, C2, С3, ... - положительные константы, независимые от и, s, х и t. δ1(w), δ2(w)... — убывающие функции при n→oo, т.е. lim δi(n) = O. ПустьЯ„(х) = Ф(х) + -2^Д <p(x),
Поведение xy, [Fπ (х) - Hn (х)] в метрике L1 изучали многие авторы [1—4, 5—13, 20]. В частности показано, что, если случайная величина ξ1 □ не является решетчатой и β3 < ∞, то при 0 ≤ v ≤||х’[/„(х)-Я„(х)]|| = 0(1). (1)Возникает естественный вопрос: возможно ли расширить интервал изме­нения показателя v. Здесь будет показано, что соотношение (1) имеет место для всех 0≤v≤2. Это утверждение легко получить из следующей доказы­ваемой ниже теоремы.
Теорема 1. Если ξ1, ξ2, ..., ξπ не являются решетчатыми и β3< оо, тоII хЧ£„(х)-Яя(х)]|| = 0Для решетчатых случайных величин доказывается
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φwll=o(⅛)∙

Теорема 2. Пусть ξ1, ξ2..............ξn - решетчатые случайные величины,ξ1 принимает значения 0, ± 1, ±2, ... с максимальным шагом распреде­
ления 1 и с β8<oo. Тогда

Здесь S(m) = w-[m] + -2 , М - целая часть и.Надо заметить, что при выполнении условий теоремы 1 равенство ∣∣⅛(x)-¾(x)∣∣-0 (у=-) 
является следствием известных [16] неравенств sup∣⅞(x)-ffn(x)∣≤-⅝⅛-

х v п
И

+-⅛- Ул

∣⅛(x)-Φ(x)∣≤ .ξ* n.* 2pJv- •(l + l*l  ) V п Действительно,НЛ(х)-Я„(х)|| ≤ f |/„(х)-Я„(х)|<& +
∣χ∣≤[δ1(∏)l 2

+ f ∣Fn(χ)-¾(χ)∣d⅛≤ +
∣x∣>(δι(Λ)] 2In(2 + l*l) J , ∣0⅛lι l + l*l 8 +6]∕2πn

.~2

1/л
ιd+^)e^2Λ = 0(J=).

I*I>[8 x(λ)] z I х l>[δ1(∕l)] 2Аналогичное утверждение доказывается для решетчатых случайных величин.
Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 имеет место ра­

венство

/ f

IKττ)>-b⅛4w)]H⅛
Здесь берется метрика пространства Z1.Для плотностей этот вопрос изучен С. В. Нагаевым в работе [17].

§ 2. Вспомогательные результатыПри доказательстве теорем будем пользоваться следующими известными результатами.
Теорема Г. (С. В. Нагаев [17]). Если независимые одинаково распреде­

ленные случайные величины ξ1, ξ2..............ξn имеют конечный третий мо­
мент β8, то для x>Q, у>0l-F„(x)<n(l-FW) + [^]'’exp[l+^-ln» ^-+≡⅛Jn∙^-}. (2) 

Аналогичное утверждение справедливо для Fn(-x).



О предельных теоремах в метрике пространства 197Теорема 2'. (С. В. Нагаев [17]). Если β3<∞, то существует абсолют­
ная постоянная С2 такая, что∣F.(x)-Φ(x)∣ <------ ciβ∖7=.' ' (l + ∣x∣>) 1/пТеорема 3'. (К. Ессеен [18]). Пусть ξ1, ξ2, ...» ξπ независимые одина­
ково распределенные и не являются решетчатыми. Если β3 < ∞, то

Теорема 4'. (К. Ессеен [18]). Пусть ξ1, ξ2..............ξn — независимые оди­
наково распределенные решетчатые случайные величины, ξ1 принимает зна­
чения s = 0, ± 1, ±2, ... с максимальным шагом распределения 1 и β3 < ∞. 
Тогда sup I φ(x)∣⅞⅜^.

х I V п I V п

Здесь S (и) = и - [w] + -i-, [u] - целая часть и.Теорема 5'. (К. Ессеен [18]). При выполнении условий теоремы 4'

Теорема 6'. (См. [18]). Пусть η1, η2, ...» ηn - независимые одинаково 
распределенные случайные величины, η1 имеет дисперсию σ2 и конечный 
третий абсолютный центральный момент β3, то при 111 ≤ σ Vя

2. Литовский математический сборник, VII

5β,
Здесь fn (t) - характеристическая функция суммы Sn = —l-7=- У (η• - Λf η ■).

Лемма Г. (См. [19]). Если β3< ∞ и , rno для xe^8]∕ п

]/ 2,5 и In 5У0я •) имеет место неравенство

л ;

Аналогичное утверждение справедливо для хе (-vπnln ⅛; - 8n)∙
§ 3. Доказательства теорем 1 и 2Доказательство теоремы 1. Для оценки интеграла 



198 А. Бикялис, Г. Ясюнасего интервал интегрирования (-∞, +∞) целесообразно подразделить на пять непересекающихся интервалов:-]/ 2,51n⅛), (-]∕ 2,5ta⅛ -[¾W∏),
(-[¾W∏J [32(n)Γ), ([М")Н; 1/ 2,51n⅛).

(V 2>5to⅛ι +°°)∙Для оценки I на первом и пятом интервалах можем успешно применять не­равенство теоремы Г, на втором и четвертом — лемму Г, а на третьем — результат теоремы 3'. Здесь δ2(n) из теоремы 3'. Результат доказываемой теоремы тривиален, если ]∕ п ≤ 500 β3, поэтому можем считать, что ]/ п > 500 β3.Как уже заметили, в силу теоремы 3'f x2∣Fn(x)-ffn(x)∣<fc≤ ,̂- J "-fc-"(⅛)∙ (3)
∣χ∣<[δf(∏)] 4 iхi≤[δt(л)j 4Очевидно

wfc f 1<',÷->∙^fi--'>(⅛)∙ <4>

IX I > [δt (Л) ] 4Осталось оценить интеграл∕= ∫ ^∣Fπ(x)-ΦW∣d⅛.
∣χl>[δ, (л)] 4

Положим [δ2(w)] < V 2,5 In . В противоположном случае оцен­ка / упрощается. Используя лемму 1', получаем
f Λ∙2∣Fn(x)-Φ(Λ-)∣rfx≤-b2 * _________ _

'8∙(")1 4<*<]∕ 2∙5l"⅛

≤Λ (⅛wΓ4<x<]∕2,5 Io ⅛-
. C.ß» 

V n
fιaιwΓ4<x<ywta⅛-

JC*

f
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Имеем
+ „ J jcs<zf(→^) + 0

[δi(n)] 4

(v⅛)"√T⅛)∙ (5)
f

1/ 2,5ln κ7i⅛ 
У 500βt

со
f 

]∕2∙5l≡⅛57

^(1-F„(x))ä +

Очевидно
+ f

^∣∕2∙5,θ5⅛

(6)
f _

]∕2∙5k,⅛

х2 (7)
Первый интеграл в правой теоремы 1*.  Именно, подставляя части неравенства (6) оценим с помощью в (2) вместо у у, получаем оценку

]∕2∙5to-⅛

+(

1-F1,(x)≤n (1-f(⅛)) +
400 β3 Yexp f 1+ 2 In*  *,V- 24β,

J exp ∣ ι-t- *a m 400β3 + χ9
xa V n

xi (1 -Fn(x)) dx≤n f x2 (

1/ 2,5 In
Į/ 500 0,∞

f 1 exo 1 2 ]∏2 V« i 24 β3
x4 p Į Л» ln 400 β3 + X®

ι∏3 *, V» I400 ₽, f

*⅛!i<
]∕2∙5to⅛∙

X2 (1 — ф (χ)j dX'

и

<≠(,-√⅛⅛-))÷y .f «№>

]Λ-⅛
÷⅜ ! ⅛H⅛)∙

V2∙5,,⅛
(8)



200 А. Бикялис, Г. ЯсюнасИз (6), (7) и (8) вытекает∞
f x≡∣Λ(x)-Φ(x)∣Λ = o(y=-]. (9)

[δ,(∏)l 4Аналогично можно показать, что_2-[δ,(n)] 4
f χ2l⅞W-ΦWI<fr=o (y^-)∙

Теперь отсюда и (3 — 5), (9) следует утверждение теоремы 1.Доказательство теоремы 2 не будем проводить, поскольку оно мало чем отличается от доказательства теоремы 1.
§ 4. Доказательство теоремы 3Через Fθ0(x) обозначим и-кратную свертку функции

γ<,>wJfw при xsiy∙W I F (у) при х>У-Здесь j>0. Точнее у выберем ниже.Свертка Fθ0(x) постоянная при x>yn, следовательно, для каждого Л>0 и х интеграл ⅛>ω= ∕ e^dF^(u)

сходится, функции:где
Интеграл F⅛o (х) = F⅛ (х) можем разложить на сумму двухf⅝-,ω=φ*ω+ψv ,ω, (Ю)

f eh"dF(u) при
— 00

1φ*ω=
Ψλ0 (*)= ,

J
h
[ ehudF(u) при

О при х ≤ ± .

х
[ e^udF^(u) при x>j~∙

ЛВ дальнейшем пусть Ф;Л (х) — у-кратная свертка Φa (х), а ψy⅛0 (х) — у-кратная свертка функции ψj∕0(x). Пользуясь только что введенными обозначениями и тем, что операция свертывания является ассоциативной, дистрибутивной и коммутативной, интеграл F⅛(x) можем записать суммой:



О предельных теоремах в метрике пространства 201Заметим, что <∣⅛> = (θ) Φwi* ψ⅛> (х) и Φn4(x) = (θ) Ф„» *ψ{⅛ ,(x) ( -знак свертки).Очевидно F⅛> (х+0) - ⅛> (х) = Ф„л (х + 0) - Φnft (х) ++ Σ (?) Φλ*Γ‰*(*+0)-Ψ‰*( x)J
7=0rω (x + 0) - rω (х) = e-k*  [F® (х + 0) - F⅛> (х)]. (11)Переходим к оценке суммы

1= ∑ J⅛),H~⅛ s>ψ (л) V лЗдесь функция ф(и) бесконечно возрастает при возрастании аргумента п. Ввиду этого
ΣJ>ψ (л)Из дальнейших рассуждений выяснится на несколько сумм, а потом оценить каждую целесообразность разложить I из них в отдельности. Именно:

I= ∑ _ I Р„ (s) - U=y, (s + 0) - (s) ] +s>ψ (л) V n+ ∑________ (y^-)3 [f?1 (s + 0) - ⅛0 M] +s> F,° -⅛
÷ Σ________ ___*(»>/■;<«< ]∕3.to⅛⅞- (≠r)3

+⅛^ ∑ (l⅛)3φ(^ι⅛)+0 (⅛}=11+1*+l3+lt+0(⅛)-
s> ]A,n ⅛7Поскольку

'∙=-i⅛ ∑ . h⅛P(⅛H÷)∙j> 1/3n in -χX∕l -|Z 32000»TO 7=Λ + ∕2+Z3 + o (I). (12)Оценим I1, T2 и I3.
Оценка I1.Введем вспомогательную функциюβW(x)=∣ F(x)-FW припри x≥y,х<у,

V п

+



202λ А. Бикялис, Г. Ясюнаскоторая в сумме с F^(x) дает F(x):

F(x) = F^(x) + Q^(x).С помощью этого равенства Fπ(x) («-кратную свертку функции F(x)) можем записать следующим образом:F,W=FJr>(χ)+  X (')ηrt∙βWlW
ЛЧ 7=0Отсюда

Fπ (х + 0) - Fπ (х) - [F™ (х + 0) - F™ (х) ] == ∑ ("•) ^,*[β¾(χ+o)-e'¾ω].  (13)√=oЗдесь Qjy>(x) — у-кратная свертка функции βω(x), а F^(x) аналогично была определена выше.Для всех х и у>0 функция βω(x) неубывающая, поэтомуβω(x + o)-ρω(x)≥o.Очевидное неравенствоF⅛21 * (2ω(х + 0)- 0w (х) J ≤ Fn.1 [ßW (х + 0) - βW (x)]для всех х и y(y>0) и соотношение (13) дает
Рп W - UTZ’ U+0)- F⅛y (*)]  ≤P⅛> (∙S) +P⅛Ψ)>где Λ,ω = "fn-1*  [βω(J+0)-βw(j)],
< ω = ∑ (") *y>  * ιβtA (s+о) - βS¾ ωι∙

7 = 0В силу этогоΛ≤ ∑ _ (-j⅛y^w+ Σ _ (η⅛),^ω∙ <14> 
s> ]/3n In -oJ√nnn- 5> 1/ 3n In

|/ 3200 β1 I/ 3200 β1В последнем неравенстве вместо у подставляем и после небольшихподсчетов получаемp(j∖j)=Λ Σ [β^(n> + 0)-β^∖m)]∙[Fn-1(5-m + 0)-Fσ-1⅛-m)] = 
m=-∞

= п 2 P{ξι = m}∙P{ξ1 + ξ2+ ... +ξπ,1=5-w}. (15)
m> γДля оценки вероятности P{ξ1 + ξ2+...+ξπ-ι=s-m} можем восполь­зоваться известной локальной теоремой (см. [14] или [15]):

(s-m)*>(⅛÷⅛÷.,.÷⅛.,-.-.>.√⅛÷ l̂ι∣ ■ <16>



О предельных теоремах в метрике пространствагде C1 — некоторая постоянная, независящая от п и s—m. Из (15) и (16) следует Σs*]∕ 3"to W⅛∙ / j у n(i) ∖l∕<ι∕ p'" V п

4m∑_________ ∑>P{ξ1 = m}∙m>l]∕3n∣n^⅛- 1~°
4 у 3200 0,

{
(j-∕n)1 
е 2<n~1)

(-) (-) Теперь оценим вторую сумму в (14). Функции F∕47(x)h Q*  (х) — не­убывающие относительно х и неотрицательные. ПоэтомуW≤δ⅛l> [fG)+ßG)r0,^a*[β2⅜+0)-ρ2ωω]. (17)
(£)Поскольку 2247(x)≡0 ДЛЯ Х<у, ТОpG)+ρ(7)]*<->  [βω<j+0bρG)ω-μ

= ∑ [β2^(^-"> + 0)-ρP(^-m)]{[∕^4∖ρ^^]* o,^2∖m + 0)-
т<1

С?
s — m - (÷)∙

ψΦ+ρ(i)]*<" →>(m)}. (18)Очевидноρ'4'(j-m + 0)-ρ^'(s-m)= 2 P{ξι=^-w-v}∙P{ξ1 = v}.
5 35-<v<--mВ последнем неравенстве вероятность P{ξ1=<y-т — v} оценим с помощью не­равенства Чебышева и получимρP(,-w+0)-ρk∖,-m)≤≡⅛≡- 2 ' P{ξι=*K-^-∙

s 3j-<v<--mИз (17), (18) и только что полученного неравенства следует
Отсюда
Показали, что '=,]∕3"l0⅛Γ

M÷)∙
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Оценка I2. Используя равенство (И), выражение I2 представляем в виде 
h = Σ (y^)se^b[⅛,(^+0)-f⅛,ωj∙ 1*y 3"1°-⅛7

Далее, пусть при У>~^ 
у

Rty,h)= f el"dF(u) = R1(h)+R3(j>,h),
— СОгде 2А у

R1(h) = [ et"dF(u), R2(y, ∕ι)= f eb,dF(u).
— ао 2

АС помощью формулы Тейлора оценим R1.

1 L 1
А А А

R1(h)= f dF(u)+h ∫ udF(u) + ⅛ [ u2dF(u) +

2 2

— оо —оо — оо

1
А

+ y f e^θ"u3√F(u), (O<Θ<1).Здесь — оо

1- f dF(u)≤Λ3β3, 1- f uidF(u)≤hβ3 и ∫ udF(u) = 0.

Поэтому Į Λ(⅛)-l-y j≤3β3A≡. (19)Аналогично можно показать, чтоI R1(h)- 11 < 2А2. (20)Отсюда для h<^ следует Λ1(A)>∣.
Теперь оценим сверху выражение R2(y, h) относительно у и h. Интегри­руя по частям, получаем 2 у¾(j',A) = [l-Λ")]eto ‘ +h f [1 -F(u)]e^du. (21)y 2

АПоскольку 1 - F (и) < для и > 0, то∕ [l-F(u)]<*-d⅛≤β,  ∕ £ du = β3W f ⅛du≤^.2 2 1
А А



О предельных теоремах в метрике пространства 205Очевидно wβe-"≤e-ααα, a, w>0 и1 - F (1) <A≡ββ≤8β3 £ .
Подставляя только что полученные оценки в (21), получаем

Rt(j>, A)≤50β, į-. (22)
По определению функция Fcny]t(s) — неубывающая относительно s и удов­летворяет неравенство F⅛(J)≤Λ"C∏, Л)для всех неотрицательных х, у и 0<A<y.В выражение Z2 вместо у целесообразно поставить j. После этого с по­мощью (20), (22) и (23) получаем

⅛≤ ∑__ (≠r)> { -⅛÷4+⅛l+3^ }•->V3"b⅛- 4
В последнем неравенстве положим теперь

то есть, что h является решением уравнения
50πβ,e^=(∣)*.

Такой выбор h не противоречит всем вышепроведенным рассуждениям, по­скольку y<A3 (-∣-)<4, Для всех ∙y > 1/ 3« In -3¾j0*β  . Теперь
х> 1/зл In -qXfΛ|/ 3200 β.

Оценка I3. Под знаком суммы 73 разностьfi"<>+0>-fl',<->-i⅛'(-i⅛)
обозначим через J и с помощью равенства (10) запищим в виде∕=e-te 2 (") Ψ‰)**  ‰(∙+θ)-Φ,W]-1⅛τ(⅛).у=о



206 А. Бикялис, Г. ЯсюнасДля дальнейшего изучения J проведем группировку:
7 — e~hs Rn (h∖ Г ФяА (j + 0)~Φ∏⅛ (j) _ Φ(J⅛) Į Ij^e Л?(Л) σ(Λ)Vn] +, ‘-'aR^ Γc-⅜ 11√-* ,⅞W Г_1_ _ .1+ V'2πσ*(ft)n  Г 'J+ K⅛ Lσ(Λ) *J  +-Li+γ=- [e-teΛ∏A)-e 2^"]+ne-*  ψjf> *[Φ to-n√,+0)-Φc,-ιu(j)] +
+ e'hs Σ (") ⅛⅛* *[φ>^<'+°)-φΛW1 ■ (24)7=0

s—пт (h)
У™ = il,xΛΓ 

σ(h) I/ ппри А<у. Каждый член этой суммы оценим в отдельности.Через η1 обозначим случайную величину с функцией распределения ¾∙z¾∙. Она принимает значения 5 = 0, + 1, ±2, ... с максимальным шагом Л1 (Л) распределения 1 2 
h 

m<κ>~-⅛Wi f ue"“äF(u)

— ∞и 2 2σ2W=Λ⅛ f u2ehudpW-[λ⅛ ∕"efa,^w]2∙
— со —∞соответственно, математическое ожидание и дисперсия случайной величины η1. Для всех h < η1 имеет конечный третий момент β3 (А).Положим 2 2

h hjR1(A) = J uehudF(u) и jR1(Λ)= f u2ehudF(μ).

Для изучения поведения функций m(h) и σ2(A) необходимо получить ряд оценок R1(k) и R1(h). С помощью формулы Тейлора получаем2 1
h h

Rl(h)≈ f udF(u) + ⅛ ∣^ ui<F>*dF(u)  (0<Θj<l), (25)
2 2 1
h h h

Ri(h) = f udF(u) + h ∫ u2dF(u) + ⅛ [ use4θ∙-dF(w) (0<Θ2<l)
— со —со -∞

И

(26)
2 2

_ Л ÄΛ1(A) = f utdF(u) + h f u3e* θ-ldF(u) (0<Θ3<l). (27)



О предельных теоремах в метрике пространства 207Поскольку случайная величина ξ1 имеет единичную дисперсию, тоj
h ∞[ u2<ZF(n)>l-Aβ3 и f a<ZF(a)≤A2β3.-'со 2

hТеперь из (25-28) следует ∣Λ1(A)∣ ≤e¼
(28)
(29)I Λ1(A)-A∣ ≤4β3A2IΛ(A)-1 ∣≤(e+ l)β3A.Отсюда и (19) получаемIX, (А) - AΛ1 (А) I ≤ IЛ (А) - АI +1Λ1 (А) -11А ≤ 5 β3 А2иОчевидно

и
∣Λ1(A)-Λ1(A)∣≤6β3A.

m(A)=A + ⅞(A)-A⅞(A) ⅛(A)
⅞(⅛) Л((Л) •

(30)
(31)(32)

Далее, подставляя в эти равенства оценки (29), (31), (32), получаем
и (33)(34) i 1 2ЛСледовательно, для ^<"3gβ- имеет место неравенства σ(A)>-g Hm(A)>-g-.Теперь оценим сверху характеристическую функцию

λw=x⅛ f e"a<iφ*ω

случайной величины η1 для 0 < ε < 111 ≤ π.Случайная величина ξ1 имеет решетчатое распределение с максимальным шагом распределения 1, следовательно, ее характеристическая функция f (t) для всех ε < 111 ≤ π удовлетворяет неравенствоl∕WI≤c<ι. (35)Лемма 1. Для всех ε<∣z∣≤π и ∕ι<-^ имеет место неравенство l∕*( z)l≤eχP {-(l-C) + -s⅛r}. (36)
Доказательство леммы 1. Имеем

i ∣Λ(,)I,-д.0) sint%*~* 0 e*< “+’’<ZF(u)dF(t>).



208 А. Бикялис, Г. ЯсюнасОтсюда немедленно следует
аз ооЛ? (А) [1 - 1Л (О I2] ≥ e~t f f sin*'< ,'-t0 dF(u) dF(v) -

_1 _2
^e^2[∕ f+f f ] ~ai,2~,'l dF^dF^- <37>

1 1 — аз —аз
~h ^hЗдесь f f sini'<1'~a> dF(u)dF(v) =l-∖f(t)∣2.

— 00 —00Второй член правой части неравенства (37) оцениваем с помощью неравен­ства Чебышева:_1 _1
/ f sin,'<a~,° dF(u)dF(υ) + f f dF(u)dF(v)≤ht.

— 00 —00 1 1
h ~hПолучим

RI W [1 - |/A (012] > e-2 [1 -1/« p - A2].Заметим, что R1(h)>^ при A<y. Отсюда и неравенства (25) следует утверждение леммы 1.Пусть η1, η8, ..., ηπ — последовательность независимых одинаково рас­пределенных случайных величин,ę _ ηι+ηa + • ♦ ∙ + η∏-∏m (А)πh σ (Л) 1/ пФункция распределения суммы Snh тождественно равна соотношению
ФлЛ (≈σ (А) V Λ÷πm(A)j

Характеристическую функцию Snh обозначим через fnjl(t). Как известно, для всех 111 ≤ σ3 (h) У w∕5β3(λ) она будет удовлетворять неравенство
__ t^_jZrtW-e 2 ∣≤ 7∣>∣*β,(⅛)6σ8 (Л) V п t*

4 (38)е

(см. теорему 6')∙ На основе этого неравенства докажем следующую лемму. 
Лемма 2. Для всех целых положительных s и 0<h< 0J-7- имеет мес-

ÖO p3

то неравенствоΦw⅛(J÷Q)-Φλ⅛(^) 9(Упз) -RΓ (А) σ(A)l∕' 1096βa -(1-on+-⅞2—+ 2πe 9 (O≤C<1). (39)



О предельных теоремах в метрике пространства 209Доказательство леммы 2. По формуле обращения имеет место ра­венство Φ∏⅜ (j+0)-Φb⅛(j)________ g 2 =Л” (Л) σ (А) V 2πn

12πσ (А) ]/ п πσ (h) V п ___ t*∫ [/»*(')-«  2]e-"'"s<Λ +
— πσ (А) V п

1σ (А) V 2π∏ t*
г -,tyns-~2 , f _е а- 

111 >πσ (Л) / л

(40)
Будем рассматривать, когда σ3 (А) ]/и/5 β3 (А) < πσ (А) < φ]∕ п, поскольку в противоположном случае доказательство леммы только упрощается. Имеют место неравенства σ2(A)<2 и β3(A)<8eβ3 для всех 0<h<-^~. Поэтому σ3(A) Į/25β3 (А) 20eβ9 ’Далее, в силу (36) и (38),12πσ (А) ]/ п f J‰ω-e^2]

I r I ≤πσ (Л) V п

e-,y"dt∖≤ ∏⅛(⅛)]∕ 2π σ4 (Л) п+ 2πexp{-(l-C)n + -2j^-} + exp {-⅞g⅛ Очевидно
f .1 I Г ~^2^~,tyns , I e-nσ*(Λ)2πσ(A)]∕n | ■' J ™ | ≤ (А)

I r I > πσ (А) У л

}• (41)
(42)

В соотношение (40) подставляем оценки (41) и (42). Потом, ввиду того, что σ (А) > у, β3 (А) < 8 е β3 и σ3 (А) / 5 β3 (А) > ]/ 2 / 20 е β3, после несложных вычисле­ний получаем утверждение леммы 2.
Лемма 3. Существуют постоянные C1 и С2 независимые от n, s, у 

и h такие, что для всех целых положительных чисел s и для всех А, удов- 
летворяющих неравенство —<h< , имеет место соотношение∞-*∙ψω  .[Φ0,.1,*( f+0)-Φo,.1,*(j)]≤C 1V ne^,tt R2(h)R2(y, h) +

+ C2nR"(h) R2(y, A)exp∣-Aj-(l-C)n + ^- (43)Доказательство леммы 3. По определению функции ψj⅛j0(t>) для — <А имеем: ψ^, * [Φ(.-l)4(i + 0)-Φ(,-l)4(j)]≤
У≤sup[Φ(n-i)4(w + 0)-Φ(l,-1)4(M)] f e^dF(v). “ 1

А
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s"p tfrrω < утл + τrτ^++ 2πexp {-(1-C)(n-1)+}. (44)В дальнейшем положим¾0-, Й)= ∫ ehodF(υ).

hИспользуя новое обозначение, получаемne-faψy> [Ф(„-1)А (з + 0) - Φ0,-i)4 (∙s)] ≤ ≤ne-* ,Λ2(j>, A)Λ{^1(A)sup ⅜-∙>>(2+JI)-*⅛-a>W  
и R1 (А)Отсюда и (44) следует утверждение леммы 3.Лемма 4. Для положительных у и всех А, удовлетворяющих неравен- 

ство -<h< ост-» имеем
у 36β8e^fa Σ (" ) Ψ‰>Λ * ‰ (* +0) - ‰ Ml ≤ ⅜ e→Λ" 0-, Ä) Λi (у, h). (45)√=0Доказательство леммы 4. По определению функции ФА(м) и Tjį* 0(и) являются неубывающими относительно и и неотрицательными. Поэтому∑ (”)n⅛**‰u+θ)-φ>*ωj≤τ  ∑ (л;2) 4‰^∙tl⅛=7=0 7=0= ⅜ ∫ [Φ4+Ψy>]*<"- s><Γr⅛i(≈j)≤⅜sup[Φ4+Ψy)]*<"-≡>  fdΨ⅛>(v).

Поскольку sup[Φ4 + ΨM*<"- 2>=fΛ"-2Cf, А)
иИ

f dΦ⅛>(u) = J%(y, h),

функция,1/л проведен- Пусть да­

та из последнего неравенства следует утверждение леммы 4.Выражение J (см. (24)) должны оценить сверху для всех целых s из интервала (ψ (п) 1/7; ∣∕ 31n 32^0"fe )■ Здесь ψ(n) — некоторая 
удовлетворяющая неравенства 14^ < ψ (и) < |/ 3 In . Всеные выше рассуждения имеют место для всех положительных у. лее J = ⅛∙ Интервал изменения h сузим до ; -36^Через А обозначим множество значений функции m (h) (h > 0). Оценка (33) показывает, что уравнение

u=m(u)



О предельных теоремах в метрике пространства 211при любом и< и иеА имеет решение h (и), удовлетворяющее венство нера-∖h(u)-u I ≤23β3ua.Введем следующие обозначения: (46)
Б = { s'.^eA и ψ(n)V W<jr< ∣∕snlll I

м ΨWV"<^< l∕3nta-3S⅛Γ }•
целых seB.Сперва оценим J для всехИз неравенства (46) и того что u = m(h) вытекает, что A<-∣- m (h) дляА < . Отсюда для s еВ имеет место неравенство

Следовательно,

Поскольку для seB решение венстве (19) вместо h можем поставить h (-^∙)∙

А2
h

(47)р\ j К 50β,j∙
\ п / n 1 ла (48)

( s∖ л» 130β3s3∖n) ni ∏ ла ’ (49)
А (—) принадлежит интервалу Y, то в нера-

и

(a (⅜))-1-⅛^- ∣≤3β-* β(⅛)-
Учитывая оценки h , можем неравенство записать в виде

(50)
Для A∈y имеет место неравенство
Отсюда ∣Λ1(A)-1 ∣<2A2.

i≡^(4÷))+i→(λ(⅛))∣=
∑τ(1→w)'l≤

Далее ∙-2*∙  (7) ■
i≡λ* (ft(⅛))-÷А* (⅛) I≤4∣3∙a, (⅜)
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I ua* (a (⅛))-⅛h (⅛)+⅛ Н,пл (л (÷))-÷ι,i (⅛) l÷+∣4a2(⅛)-⅛a(⅛)I+I⅛-⅛a(⅛)I≤j¾δ∙ <51)Из последнего неравенства следует, что для каждого seB<)-"'∙^1(*(÷))>⅛- 2¾r>⅛.то есть (52)Из (34) и (47) получаемHa (÷))-,≤^∙ (53)Ввиду (22) и (48) ‘4 i÷ “У) (54)Отсюда для каждого seB имеет место неравенствоλ≡ (⅛∙ a(÷))≤⅛ -
Сумма R , h интегралов R1 (h и R2 1⅛∙*(÷))меньше 1+4А2(±) + 3Мз(А) + ^.Следовательно,λ" (⅛∙ a (τ))≤c∙“Р{⅜a2(÷)+3βa^(⅛) )≤ 

≤C12exp∣⅛ + -^-}. (55)В неравенствах (39), (43) и (45) вместо h и у, соответственно, подстав­ляем Л и у, после чего с помощью этих оценок из (24) получаемμ∣≤[-^^- + 2πexp{-(l-C)n + ⅜ A2(∙i∙)∣]exp {→a(⅛) + 
+ntaΛ (а(-⅛))}÷ ' J eχp 1~* a (⅛)’ V (л)) v2πn

+ Ic10V^n + C11nexp{-(l-C)zι + -^∙∣]λs(⅛∙ a (⅛)) exp {-∙rA +
exp {-,ft (i)+nto jRx (л (-^-))} +



О предельных теоремах в метрике пространства 213+ л,пЯ1 (a (⅛))} + ψ^^ e 2" I i-exp{-d1(±) ++ ⅛ + nlnΛ (л (⅛))}∣ + ⅜ (⅛, h (±)) R- (⅛. И (⅛)) /О

Далее из (51 —55) для seB вытекает, что
j»

-jä (-^) + £- ∣∣ + ^C1]∕ Λ + C13wexp { —(1—С)и + 
R]^≈4-⅛÷⅛÷¾4÷

^⅛).-⅛÷2,≈,p { - <1 - C>.÷⅜ I »• (Į)-į Į-⅛ |+ 
1 , 32Q0β,ya f »■ . 25β,j, 1 .

2n Į+ s» epĮ 6л + Зл> J + 
W~^ + 9^ Į *β (Λ^)~^l-18n } + H^-⅛+∣<*⅛ hhi≤ 

-τ⅜)'^+2"x√-<l-c, 
-p{-⅛÷j¾δI÷=⅜1^≈p!-⅛÷ +j^".p!-<1-^-⅛+⅛ψ

, C,,(3200βa)=n≡ f J> , 159β,j> ) + 2? exp∣^67+ n> fНетрудно заметить, что при s < Į/зи 1∏ имеет место неравенство s3∕n2 < C20.• 3200 β8Кроме того, exp { — (1 — С) n} < ~1 _ c^r. С помощью этих оценок неравенство (56) можем записать в более простом виде

лЛа+ —9, ∏acu (3200β8)a+ 2s∙≤(2≡l+
+ 2⅛≤rexp∣^ V 2π∏5 I л*, 3200C16β8Λ f z1 z,λ l 25β8ia+------- j3 exp j - (1 - C) n + —s^-l κaClβ (3200β8)a

2У/ 1096β,
. 77βa^a V 2πn6

21* 130β,s> )
л_ ‰^ + -‰5-| +25βas*  1 3b> j +

(56)

∣'∣≤(,≡÷⅛K⅛* _2£
9л

S*

C« 5® 2л 
+ zr=e +V л‘«• «■__ _ __, СмУл 6л .-⅞x, 18/1 .⅛L∖ 6я + s8 * ^t^ns* e ψj∙e (57)

3. Литовский математический сборник, VII



214 А. Бикялис, Г. ЯсюнасТеперь оценим ∣ J | для seB.Предположим, что Δ∕(x)=∕(x + 0)-∕(x). По определению функции 
R-i(h) и R1(h) непрерывные справа. Кроме того,ΔΛ1(A)=-eΔf(^-) 

ΔΛ1W=-f∆F(∣).Далее из этих равенств следуетΔm(A) = ∣Δf(l)Для каждого положительного h<^ по (26) и (30) имеют место нера­венства Λ1(A-0)>⅜A 
a(λ1(A-0}-1)<⅜A.Следовательно, Δm(A)> — 4e∆r(y) .Так как ∣Λ1(A)∣ < eh и ∣Λ1(A)-1 ∣<2Λ2, то для А <-^5 получаем Δm(A)≤0.Имеем ∣Δm(A)∣≤4eΔF(l). (58)Для целого чйсла s из интервала ^ψ(>ι)½r, j∕ Зл lnθ^Qβ выберем h0 такое, что m(Ao)<-^<m(Ao-0).оПоскольку h0<~2 m(h0)t то для s0eB, удовлетворяющего равенство = лти(Ао), имеет место неравенствод 3,y° З-Г

h° < 2п < 2п '

(59)
(60)
⅞ =

Далее, из (58) и (59) с помощью неравенства Чебышева, получаем0<5-50<л ∣Δ∕n(A0)I<4eβ3Agπ≤^ . (61)В равенстве выражение J, а также в неравенствах (39), (43) и (45) вместо h подставляем h0 и за у выбираем у. С помощью этих оценок из (24) выводим, что для seBμ∣≤[l ,̂ + 2πexp∣-(l-C)n+ ^0∣]exp{-jA0+nlnΛ1(A0)} +
1 11 f r(j-nm(Λ0)), I I+ утац eχp {+«m Λt (⅛)} 11 - eχP į - ¾5Γ(⅛-11++ 1 L eχP { - ∙sa∙ + n ta Λ1 (A<,)} + σ (A0) V 2πn
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+ е: 2" 11 -exp{-^ + ⅛ + n in ∙R1(⅛>)}∣ .+
+ Rt (■§■, Ao) [C2βVn + C⅛ exp I - (1 - C) n + j exp {.- sh9+n In Ä, (A,)} +

+ ⅞^(⅜, A0)λ-(⅜, Ai)e⅜. (62)
Из (51), (60) и (61) при s0e B∣in ¾ (⅛>-⅛+⅛∣=∣ι≡ *>  <⅛)-v+⅜+⅞,-τ+⅛-⅛≤

≤∣ln R1 (A0)-⅛ + ⅛∣ + £I⅞-s∣+⅛14-i∣ ≤ д(63)Отсюда n'lk'Λ1(A0)-jA0>-^∙. (64)По выбору .. ''. *∙√÷

A05-wm(∕⅛) = ly-50.Поэтому УХ: /Ii: :: ?•: : Л . ;• :» 4∖ 4.∖ HJ!J.⅛3.(*-W∣y(⅛⅛ , . V-⅛)∙ ^(27⅛is∙)∙ ^4 ∙ ,∙∖2πσt(A0)^vΓ∖ ‰*(A 0) " ’ 2⅛⅞ ∖,7JD∙ (65)Следовательно, ''. <«) ∙

jp(∣, A0)≤C2.exp{⅛≡⅜8βanAj} ca,kp{^⅛4')⅛-⅛ ∣+^j≤
;; ≤<⅛exp{⅛+≡^). i χ (68)Оценки (48), (61) и (63 — 68) подставляем в (62) для 's'eB, получаем

9j*
U1 ≤е- 55 [ + 2π ехр { _ (1 - с) п + ⅛

х 9з*  '4 + C88Ä* e~ 20 4_J n6l∕πn '• ■
+

+ [c1]∕n +C85nexp∣-(1 -C)n + ⅞}]^⅛e * +
+ exp⅛-,⅛+*⅜q≤

Сат^ I C**S_ lc 20л л*Ул n]/П J. c>>β> ^r na C40β8J, ‘ n∙Vft 2л +
+



216 А. Бикялис, Г. Ясюнас+^Vie-X+c^exp{|ĮAo_^Į+l|5_,o|_^j+ 
: + ^⅛^^ eχP∣-⅛+i∣ ⅜-λ*∣  +⅛∣*-∙¾∣I≤  

(1 1∕~ 1 nt \ **7 ÷ у + ∕ι⅛3 + c^e 24" • (69)Из (57) и (69) следует, что при ф(и)]/и <•*<  ^/зл In 32^ 
w≤(÷+⅛⅛+⅞)<~⅛.Следовательно,

/з = Σ . (i⅛)ljl→)
ψw∕.<.≤ р 3"lnι⅛rПолученные оценки Z1, /2 и Zs подставляем в (12) и получаем ∑ ≡^÷Λ(⅛)H÷)∙ 

*>Ψ (л) / пАналогично можно доказать равенство
∑ >.l'k-'∙>÷Λ-(1⅛)∣-"(÷)-

J< —ф(л)/лПоскольку при выполнении условий теоремы (см. [18])
∣,∙l,>-1⅛ζ∙(ι⅛)H.-≡=∙то

∑ Jv⅛IV-l≈>√.4⅛)h*⅛'
I j∣≤ψ (л)/ лЗдесь Ψ(h)→oo при n→∞. Теорема доказана.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию

15.XU.1966
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RIBINĖS TEOREMOS ERDVES Lx IR ∕1 METRIKOJEA. BIRELIS, H. JASIŪNAS
(Reziumė)Nagrinėjame nepriklausomą vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių seką ξb b, ∙ ∙ ∙, ^>n∙Fn(×) — sumos Sn pasiskirstymo funkcija.

1 teorema. Jeigu ξι yra nerėtinis atsitiktinis dydis ir turi baigtinį trečios eilės mo­
mentą β3, tai

Čia ∣∣f∣j — erdvės L↑ norma.2 teorema. Jeigu ξ∣ įgyja reikšmes 0, ±1, ±2,... su maksimaliu pasiskirstymo 
žingsniu lygiu vienam ir turi baigtinį trečią momentą, tai

Čia Hį/H — erdvės lx norma.
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LIMIT THEOREMS IN THE METRIC SPACES L1 AND ∕1A. BIRELIS, H. JASIÜNAS
(Summary)Let ξ∣, ξ2∣ ∙ ∙ ∙» ξn be a sequence of independent and equally distributed random va­riables. Let Fn(x) be the distribution function of Sn.It is proved.

Theorem 1. If ξι is a nonlattice random variable with a finite thiυd absolute moment β3, then ∣∣*∙[⅛ω-%(χ)]∣∣-o(^=J.
Here ∣lffl is the norm of the space L↑.

Theorem 2. If ξι assumes the values 0, ± 1, ±2,... with a maximal distribution step 
∕ and ξ∣ possess finite absolute moment βa, then

Here D√fl is the norm of the space li.


