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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА БЕСКОНЕЧНОШАГОВОГО 
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ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯВ. Б. БИСТРИЦКАС

f(x, y) = max Г
1. Рассматривается бесконечношаговый процесс f(x, у) на прямой x+^= 1, удовлетворяющий функциональному уравнению

А: a['i*+∕(U-'∙ i)∙*>  ^)].^∣
В: p2[r2j'+∕(x, (l-r2)j>)] J,где 0 < r1, г2, Pi, Pz < 1; ×, θ∙ Функция ∕(x, 1 - х) является выпуклой в интервале [0,1] и достигает минимума в интервале (2).Известно, что решение уравнения (1) является однородной функцией, поэтому ∕(x, 1—x)=∕(x) дает полное представление о функции /(х, у). Докажим два свойства функции /(х).Теорема 1. Функция f(x) выпукла в интервале [0,1]. Доказательство. По теореме существования и единственности (см.[1] стр. 86) функция f(x, 1-х) получается предельным переходом при 

N→∞ из соотношения

Га1 — x) = max∣
La

fN+1 (Х,

['ι*+Λr((l-'ι)x>  J~*)]."∣  ['2J'+Λ(x, (1 -r2)(l -x))]J,
ΛΓ-1, 2..............  ∕ι (х, 1 - х) = max[p1r1x, p2r2 (1 - х)].Методом математической индукции нетрудно показать, что все функции ∕jv(x, 1—х) - выпуклые. Последовательность ∕n(x, 1-х) сходится равно­мерно к функции ∕(x, 1—х) (см. [1] стр. 98). Следовательно, функция ∕(x, 1—х) является выпуклой в интервале [0,1].Обозначим через I интервал[ l-r1+∕c ’ (1 — ra) 2С+1 ] ’ ®где
„РА (1 -рд

РгГг (1 ~Pι) '
(3)Теорема 2. Если r1>r2, то минимум функции f(x) достигается в ин­

тервале I.



220 В. Б. БистрицкасДлина интервала I стремится к нулю при r1→0, и на основании теоре­мы минимум функции f(x) достигается в точке —⅛-τ . Теорема теряет свое л+ 1значение для больших r1 и r2, r2→l, так как тогда ∕→ [0,1].Доказательство. Оптимальное поведение U в точке x0 = -7-.-----*— .(1 —Г») л+ 1 для функции f(χ) имеет вид
U=AklBl,Ak∙Bl∙...,где klt k2, ..., Z1, l2, ... = 1, 2, ... Таким образом,Λ⅛)=∕VΛ+⅛,ι(l-φ<l+ ... ++pf,'∙1 (1 -r1f∙-1xts+pkl<p2r2(l -x0)+...+P⅛2',<∙2(1 -'2)',^1(1 -*0)+P1 ,+1P2','1(l ~'ι)* ,*o+  • • •Для доказательства теоремы достаточно показать, что производная линейной функции fu(x) неотрицательна. Отсюда в силу выпуклости функции f(x) бу­дет следовать, что минимум находится в интервале [0, x0].Очевидно, ΛW=S=Wι+⅛,(l-r1) + ... ++X,'∙ι(l-'∙ι)* ,-1-p⅛2r2- ... - (4)-P⅛2,'∙2 (1 - '∙2)'l*1 +Pι'+⅛2',n (1 - ∏)t, + •••Предположим, что ∕^(x)<0. Дифференцируя ряд S по параметру p2t полу­чаем

S'p,= -Λ'r2- ... -∕1P⅛2',^1Γ2(1-r2)',^1 ++ Z1p{∙¾'∙-1r1(l-rι)fc∙+ ...Полученный после дифференцирования ряд (4) сходится абсолютно. Докажем то S'p, < 0. Для этого исследуем остаточные члены ряда (4), обозначая их через S,ι = <S,-p1r1,
S∣ = S-[pΛ+p}rι(l-r2) + ... -Pι⅛2',r2(l-'2)'*̂ 1]=P1⅛2'*×  (6)×[ft'∙ι(l-'∙ι)t,+Pι',ι(l-'∙ι)* ,+1+ ■ +Pl,GU-^yt,+k,-⅛V2∣⅛7^- ■••]

/ = k14- ∕1.Предполагая, что в оптимальном поведении U на прямой выбирается только Л, проследим блуждание прямой r2)Kx согласно этому поведению.После первого выбора прямая у = (1 — r2) Кх преобразуется в прямую 
y = i∖~r^Kxt которая находится в области решения для процесса f(x, у) 1 - rι(следует из неравенства 1—r2>l-r1), и после /-го выбора попадает в пря­мую j = (1 -r2)Kx или ниже нее и тогда



Некоторые свойства бесконечношалового процесса 221Таким образом, из соотношения (6) имеемS,.<Γi,Λ'*(∙  -'ι)* ,[A'ι+d'∙ι(l-rι) ++ ... +pf,r1(l —r2)t,^1-p⅛2r2- ...]<<P⅛2',(∙ -rι)t,S<0. (8)При помощи соотношения (6) ряд (5) можно написать в виде¾ = ^>-i+P2∙S,λ1+ ∙∙∙ +P2,⅜+ •••>где S0 = S. Отсюда следует, что наше предположение 5<0 влечет ∙¾i<0. Аналогично продолжается доказательство неравенства ¾<0, если S < 0. Таким образом, min S,= min S = r1 + r1(l —r1)+ ...
O≤P1,P,≤1 P1,P1=1+''ι(l —''1)**̂ 1-»’s—J,s(l —r2)- ... -r2(l-'∙2)',-1 ++r,(l-r1)i,+ ...Так как полученный ряд сходится абсолютно, тоmin 5= ____ r-i_____________ r-* _____= о l-(l-r1) l-(l-r8)Получили противоречие. Оно доказывает, что √7z(x)≥0.Аналогично можно показать, что минимум функции находится в интер­вале [τ~7¾ζr* 1]» чем и завершается доказательство теоремы.Теорема 3. Если 1 — r1 = (l — r2y, для некоторого п = 2, 3 ..., тоmin ∕(x)≈ ∙, 1 ?„ ⅜min∕

0≤x≤l 1-Γ1 + Λ i
FH-Доказательство. Пусть процесс /(х, у) удовлетворяет соотноше­ниям (1). Тогда оптимальное поведение на прямой у = Кх имеет вид

U = ABB ... ВАВВ ... ВА ...Следовательно, для х = 1 tf+l
f (х) =fυ (x)=ι ∑ [PιPsir1 (1 - r1)ix+

ι=0

+P1P2+1r2(l-r2)in(l -х) + ... + 
+PιP2 +1 )л r2 (1 - r2) ('+ ,>, (1 - х)].Как и при доказательстве теоремы 2, нам достаточно показать, что ∕7√x)≥0. Дифференцируя f(j(x), получаем

Pi 2 lP⅛>2rι (1 -r1)l-pi1p2in+, r2(1 -r2)in∣=ι∙∙∙ -pjpσ+,,''r8(l-ra)<'+*>"->].



222 В. Б. БистрицкасПолученный ряд абсолютно сходится, и поэтому правомерна переста­новка членов ряда,∠∙∕ ________-Pιrι___________________ PιPirι_____________Ju{ ' l-PιΛn(l-Γι) 1-АР2(1-Г8)лPι^ra(l-ra)"-1 l-APj(l-'⅛)', _
= c[r1-p2r2- ... -p2r2(l-r2),,^1],где с>0. От подстановки 1 вместо р2 последнее выражение может только уменьшиться. ПоэтомуΛW>C[1 -(1 -r2yt-r2- ... — r2(l -r2y,"1] = 0.Следствие. Если r2 = r1, тоo±∕w=4j⅛i)∙

Замечание. Если r2>r1, то в теореме 3 r1 и r2 меняются местами. 2. Рассмотрим функциональное уравнение
Л:η(x, j) = max В:

С:

ft[r1x + η ((l-r1)x, у)], ∕⅛['⅛.>'+η(*.  (l-',a)j')]. Λ[⅛(*+.y)+η((∙ -r»)x, (l-rsb,)] О)

где 0 ≤p1, p2i p3, r1, r2, r3 < 1; х, у ≥ 0. Для этого уравнения нетрудно про­верить теорему существования и единственности непрерывного решения (см. [1] стр. 98).
Теорема 4. Если M<(l-s)L, где s=max(r1, r2),

m ~Pιrι (1 -p3)-para (1 -p1)∕v⅛(1-a)para(l-A)________
РгЪ (1 -p3)-PiΓ3 (1 -pi) t

то

v∣(x, у) =

Pl pι*+η  ((1 -''ι)X, j)], когда y ≤Mx,

w*S×±y)  когда Mx≤y≤Lx,
1 ~Рз U — ∣'a)

p2 [r2y + η (х, (1 - r2) yjj, когда у ≥ Lx, (Ю)
для 0<L, М< оо.JДоказательство. Для процесса ^γ∖n(x, у) с конечным числом шагов автором (см. [2], теорема 5) была получена формула, аналогичная (10), где вместо М стоит Mn, и вместо L — Ln, коэффициенты прямых Mn и Ln там же приведены в явном виде, откуда легко следует, что Mn→M и 



Некоторые свойства бесконечношалового процесса 223
Ln→L монотонно при N→∞. В случае PιP2≥p3 последовательность {Λfw} не убывает, а {Ln} не возрастает. Следовательно, предельный переход в вышеуказанной теореме доказывает формулу (10).Рассмотрим случай, |когда p19 p2, ≤jp3. В силу условия Λf<(l-s) L и того, что в этом случае последовательность { Мn} не возрастает, а {£„} не убывает, найдется такое л, что для λ≥λ0

(1 -s)Ln> Mπ,

Mn<K<Ln (11)(число К определено в п. 1 ).ĮОбозначим через ⅛(h, х, у) значение л-шагового процесса при поведе­нии S и положим ηΛc"-,(H, Ху у), когда y≤Mnx,ηo(*.  J) = ηcnfa, х, j), когда Mnx≤y ≤Lnx,ηscn-1(", Ху У\ когда y>Lπx.

(Мп и Ln . — коэффициенты соответственно прямых ηΛc"-1(zι> x> j) = = ηcn(7j, Ху У)у γ)Bcn~1(n> х, y) = ^cn(ny Ху j))∙ Рассмотрим рекуррентное со­отношение Λpi*+ηw((l  -r1)'x, j)],
ηw+ι(*,  Jl) = max Λ[¾μ + ηjv((x, (1 - ⅞)j')],

Λ [r∙ (×+у) + (1 - гз) Vn (*,  J,)]
NžO.Теорема существования и единственности (см. [lj сто. 146) обеспечивает сходимость η∕√(x, у) к единственному непрерывному пределу для любой не­прерывной начальной функции η0(x, _у) в ограниченной области
Поэтому 0≤x≤X, 0≤y≤ У.

1im ηw(x, y) = η(x, у).
N→∞Докажем, что л можно подобрать так, чтобы для всех #=1, 2, ... выполнялось соотношение

T∣N(Xy У) =

∕>ι['ι*  + ηw-ι((l-'ι)x, j)], когда y≤Mx, 
P3['∙3(*+j')  + (l-'⅛)ηw-ι(*.  j)], когда Mx≤y≤Lx, 
P2['y' + ¾-1(*.  (l-rs)j,)]. когда y>Lx.

(12)
Пусть W=l. Исследуем поведение функции η1(x, j) в области Mx≤y≤Mπx. Докажем, что η1 (х, у) ≠ max [ηx (х, у), ηβ (х, j)].



224 В. Б. БистрицкасВ области y≥Mx ηj4cn(n+l, X, j)≤ηcΛC'>-√H+l, х, У)по определению Μ. По определению η0(x, j) для достаточно большого п 
Челе”-'(п+1, х, j) = ηc(*>  J,)∙Следовательно, ÷u(*>  J)≤η(*,  J)∙Равенство имеет место только на прямой у = Мх. Если⅛(*,  j) = ηfl(*,  Лто

⅛b(x, y) = -riBAC"-'(n+l, х, у),так как точка (х, (1—r2) j) находится в области y≤tMnx. Отсюда из вто­рого неравенства соотношения (11) следует
⅛b(x, y)<^r∖ABC''-Λn+l, х, У\Так как при выборе А из области y≤tMnx попадание в область y≥Lnx, в которой η0 = γ)Bc"^1 невозможно, то последнее неравенство еще не может служить основанием неоптимальности В. Поэтому мы докажем еще неравен­ство ηχBC"-ι(Λ+l, X, y)<4AC"(n-t-l, х, У) = Ча(х, у), (13)

Mx≤y≤Mnx.Приравнивая ηΛBC"-√"+ L х, У)и ηxc"("+L х, У),получаем ηβc∏-1(zι, (1-r1)x, y∣ = ricn(n, (l-r1)x, j). (14)Последнее равенство выполняется на прямой [(1 -rl)Lπx=y, которая в силу первого неравенства соотношения (11) находится выше прямой y = Mnx. Та­ким образом для Mnx ≤ у < (1 - r1) Lnx

Час*(п +1, х, y)> ^)ABcn~1(n+1, х, у),так как ниже прямой y = (l — r1)Lnx

ricn(n, (l-r1)x, y)>f}Bc^(n, (l-r1)x, у}.Отсюда, имея в виду (14), получаем соотношение (13). Следовательно,⅛(*>  j) = ηcΛc'>-√Λ+l, х, У), когда
Мх ≤ у ≤ Mnx,причем ηι (*>  7) = ηc>>+ι (п +1, х. у). j = Λ∕πx.когда



Некоторые свойства бесконечношалового процесса 225Аналогично следует, чтоηι(*,  J,) = ηcBC"~1(rt+1» х, Лкогда Lπx≤y ≤Lx,причем ηι(*,  j)=ηc"+√Λ+i, х> у)укогда
y=Lπx.В силу выпуклости функции η1 (х, 1 - х) и последних соотношений для 

Mnx≤y≤Lπx ÷iι(*.  j)=ηc"+√Λ+h х> у)-Таким образом, ⅛(*,  j)=P3[M*+j)  + (l-'3)ηo(*,  Jθlдля
Mx≤y≤Lx.Проводя стандартные рассуждения в области y≤Mx, получаем соотно­шение η∣jΛC"-√Λ+L х, y)<f∣AC^(n+l> х, У)и, так как при достаточно большом п

(∖ -r1)Mn<M,также неравенство ηcxc--*(Λ+l,  х> У)<γlAC'>(п + 1, х, Лкогда Λfκ<y≤(l -r1)Mπx.Следовательно, ηι(*,  J')=P1['1*  + ηo((l ~rι)χt Д')]ДЛЯ у ≤ Мх.Очевидно, что
⅛ (х. у) =Рг ['∙ay + η0 (х, (1 - r2) J») ,когда, y≥Lx. Этим соотношение (12) для 7V=1 доказано.Далее продолжаем доказательство этого соотношения для N в предпо­ложении, что оно верно для N— 1. Исследуем оптимальное поведение функ­ции ηjv(x, у) в области

Мх ≤y≤Mnx.Так как ÷UW X' j)=Ap∙ι*  + ¾-ι((l →ι)*,  J,)] =
= ÷UcW ×y У)<Ъса(^9 Ху y)yN≥2



226 В. Б. Бистрицкаси ¾(JV, X, J,) = 4imW X, У)<Члв(Я, X, у).то η√x> J')≠max[η^ (N, х, у), τtβ(N, х, j>)].Следовательно,
in(χ, J,)=⅛(ft х, у).когда

Mx≤ty≤tMnx,причем
⅛ (х, у) = η<A+" (N+n, х, у), когда

У = М„х.Аналогично
¾(*,  y)≈τ∖c{N, х, Лкогда Lnx≤y≤Lnx,причем

⅛n(x> y) = τ∣cN+n(N+n, х, у),когда
y=E∏χ-В силу выпуклости функции η√X, 1-х),

⅛n(x, y) = ⅛c(N, х, У),когда Mx≤y≤Lx. Проводя стандартные рассуждения для областей jμ≤Λfx, 
y≥Lx, получаем соотношение (12). Переход к пределу W→ ∞, в этом со­отношении доказывает теорему при p2, p1≤p3.Если Pι<p3<p2 или p3<p3<p1, первые неравенства соотношения ..(11) меняются соответственно на неравенства

(l-r1)L>Mn,

(↑-rz)Ln>M.Далее применяются рассуждения, аналогичные проведенным выше. 
Следствие. Если Λf≤0 и 0<L<oo, то

V(x, ∙H) = Ψ(x, ?) = p2 [',2^ + Ψ (х (1 - ⅞)^)]» когда y>Lx, (1S)
Если L < 0 или L = ∞ и О <М, то

η(^ jO=φ(*.  у)=

Pl pl* +ф ((1 - Г1) X, j) , когда у ≤ Мх>

Если Λf≤0 и L<0 или £= оо, тоη.(^ У) =
ptri(χ+y) l-p8(l-Γa)

(16)
(17)



Некоторые свойства бесконечношалового процесса 227Доказательство. Докажем соотношение (15). Пусть у=0. Тогда
η(*, 0) = max

А: Pι[rιx+η ((1-Γι)x, θ)],
В: p2[θ + η(x, 0)],
С: p3['3x + (l-⅞)η(*,  0)]откуда η(x, 0) = max[ 14y,rj Рзг»х l-Pa(l-r>)Если < , то выбор А не является оптимальным для процесса η (х, 0)

I — pl 1 — ряи тем более выбор А не оптимален в области х, у>0. Отсюда получаем, что
[

p2[r2y + η (х, (1 -'⅛)j')]. 1Г 1λIγs(x+j)+(1-rs)η(x, j»)J JЭто уравнение можно получить как аппроксимацию процесса ψw (х, у) с боль­шим N, т. е. lim ψjv (х, y) = η (х, у). Таким) образом, переходя к пределу, 
N→∞когда ^оо, получаем соотношение (15) по известному решению ψjv(x, у) (см. [2], теорема 3).Соотношения (16) и (17) доказываются аналогично.

Теорема 6. Функция η(x, у) имеет не более, чем четыри области ре­
шения. В случае четырех областей, одной из граничных прямых является 
прямая у = Кх.Доказательство. Пусть имеются все три А, В n С области реше­ния (возможно разделенные одна другой). При отсутствии этого предполо­жения теорема очевидна. Из выпуклости функции η(x, 1-х) и ηc(x, у) = = ηc∞(x. y)(r3 = r4) [следует область С для однородной функции, состоящая из одного сектора. Предположим, чтоmin min ^==^. (18)

x° (χ,y)εBx (x,y)εCx *1Равенство — = —, очевидно, означало бы, что. есть только три области 
x0 x1решения, и поэтому этот случай из рассмотрения исключен.Тогда JC≤7l. (19)где у = Кх - граничная прямая между А и В областями решения для функ­ции f(x, у) дихотомического процесса (см. соотн. (1) и (3)). Отсюда полу­чаем η(χ, J')=ηβ(χ, Л 



228 В. Б. Бистрицкаскогда — > max — = —, так как в противном случае получили быx (х, >) ≡ с x *» η(*>  J,) = ∙*J b(λγ> j) длячто невозможно в силу ^ав<^ва πPh У>Кх. Таким образом равенство * ηβcβo(*,  j)=ηc∞(*,  j)возможно только в области ≥ . Согласно следствию теоремы 4, равен­ство ηβcβ(*,  Jz) = γ)c∞(χ, У) имеет место на граничной прямой y=Lx между 
А и С областями решения для процесса φ(x, у). Следовательно,

L>K.Используя одну лемму (см. [2] лемма 2), получаем
K>Mt (20)где М - коэффициент граничной прямой между Ан С областями решения для процесса φ(x, j) (см. следствие теоремы 4). Из последнего неравенства 

и соотношения (19) следует, что ни в какой точке области у> — х
Х9η(*,  j)≠γu(*,  Л так как в противном случае было быη(x, >) = max[η^(x, у), ηxβ(x, ^)] при y>Kx.Далее докажем, что 2⅛=JC,ХоТак как прямая — х=у является граничной прямой между А и В областя- χ0ми решения, то после выбора А на ней имеемη×(*>  J) = max[ηz<β(x, j0, flActo(x, Л- Если было бы η√*,  y)=fiAc∞(χ> Л то равенство ηxcα> = ηc∞ выполнялось бы на прямой у = Мх, которая нахо­дилась бы ниже прямой у = Кх, что противоречит неравенству (20). Следо­вательно, η(*,  j)=ηΛB(*,  J) на прямой у = у- х и

ХоСравнивая последнее и (19) соотношения получаем
⅛-≈K.



Некоторые свойства бесконечношалового процесса 229Таким образом, при предложении (18) имеется четыре области решения, т.е. η,4(*.  J,) Для y≤Kx,

?)в(х, У) Для
■*1ηc∞(x, J) ДЛЯ x1 хг

7⅛(x> У) ДЛЯ y>^-x,
xi

f∣(x, У) =

где x1 xi 1- rlПри отсутствии предположения (18) может случиться, что имеет место соотношение
τ∣(x, J,) = 4λ⅛ >)при у> — х. В этом случае доказательство теоремы приводится совсем ана 

χiлогично рассмотренному случаю и будет по одной области В и С и две области А. Если η(*,  J)≠ηχ(*.  Т)ни в одной точке области у> — х, то имеется три области решения.Наконец, я хотел бы поблагодарить Э. И. Вилкаса за ценные советы и исправления.
Институт физики и математикиАкадемии наук Литовской ССР Поступило в редакцию28.XI.1966

Л ИТЕРАТУРА1. Р. Б е л л м а н, Динамическое программирование, ИЛ, 1960.2. В. Б и стр и ц к а с, К вопросу дихотомической и трихотомической задач динами­ческого программирования для процесса с конечным числом шагов, Лит. мат. сб., VI. № 3 (1966).
KAI KURIOS DINAMINIO PROGRAVIMO DICHOTOMINIO 
IR TRICHOTOMINIO PROCESO SU BEGALINIU ŽINGSNIŲ 
SKAIČIUMI SAVYBĖSV. BISTRICKAS
(Reziumė)Darbe įrodoma (1) funkcionalinės lygties sprendinio iškilumo ir minimalios reikš­mės teoremos bei sprendimo sričių skaičiaus teorema (9) lunkcionalinei lygčiai. Suranda­mas tam tikros klasės (9) funkcionalinių lygčių sprendinys.
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SOME PROPERTIES OF SOLUTIONS OF TWO-CHOICE AND 
THREE-CHOICE PROBLEMS OF DYNAMIC PROGRAMMING FOR 
INFINITE STAGE PROCESSESV. BISTRICKAS
(Summary)Theorems about convexity and minimal-value of solution of the functional equation (I) and theorem about number of the decision regions for the functional equation (9) are proved. A solution of some class of functional equations (9) is given.


