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ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ ОСТАНОВКЕ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВБ. ГРИГЕЛИОНИС
ВведениеПусть X={xt, ζ, cfllt, Pλ} — однородный марковский процесс5*0 с непре­рывным временем Z≥0 в полукомпакте (E,, g(x)) — некоторая неотрица­тельная функция, заданная на Е. Обозначимj(x) = supMxg(xτ),

геЭДгде — класс марковских моментов (м. м.), называемых моментами останов­ки процесса X. Μ. м. τ называют оптимальным моментом остановки процес­са X, если для всех хеЕ
S(x) = 'Mχg(.XτYЕ. Б. Дынкиным в работе [2] (см. также [3]) при общих условиях доказано, что функция s(x), называемая ценой, является наименьшей эксцес- сивной мажорантой (н.э.м.) функции g(x) и что оптимальный момент оста­новки при широких предположениях определяется как момент первого дости­жения процессом X множества D = {x ∙s(x) = g(x)}. В нашей совместной с А. Н. Ширяевым статье [3] установлено, что для обширного класса непре­рывных марковских процессов задача отыскания оптимального момента оста­новки τ и цены s(x) эквивалентна так называемой обобщенной задаче Сте­фана. С другой стороны, автором в работе [4] при общих предположениях показано, что задача об оптимальной остановке ступенчатых марковских про­цессов эквивалентна аналогичной задаче для определенного марковского про­цесса с дискретным временем. Последняя же задача в настоящее время хо- рощо исследована.Настоящая статья примыкает к работе [3] и ее целью является обобще­ние многих результатов, полученных в [3] для непрерывных процессов, на случай широкого класса марковских процессов, имеющих разрывные траек­тории. Основным результатом является доказательство эквивалентности задачи оптимальной остановки марковского процесса из рассматриваемого класса некоторому аналогу обобщенной задачи Стефана.В § 1 показывается, что н.э.м. s(x) функции g(x) является решением нелинейного интегрального уравнения

j(x)=max{⅛M, Tτws(x)}, (1)где Tt — полугруппа операторов, отвечающая процессу X, U — достаточно малая окрестность точки х и τ(U) — момент первого выхода процесса X из окрестности 17. В § 2 исследуется вопрос единственности уравнения (1).♦) Мы будем пользоваться обозначениями и терминологией монографии [1].



266 Б. ГригелионисИз уравнения (1) следует, что21j(x) = 0, xeE∖D,

s(x)=g(x'!, X≡D,

тр& SI - характеристический оператор процесса X. В § 3 в предположении, что E⊂Λ", доказывается, что s(x) удовлетворяет определенным условиям ,,склеивания“, которые в случае непрерывных процессов превращаются в так называемые условия ,,гладкого склеивания“:
Таким образом, устанавливается, что ∖s(x)t D j является решением некоторо­го аналога обобщенной задачи Стефана.§ 4 носит вспомогательный характер, хотя полученный там результат о гармонических функциях стандартных марковских процессов может пред­ставлять и самостоятельный интерес.В § 5 даются условия эквивалентности задач оптимальной остановки марковского процесса и соответствующей обобщенной задачи Стефана. На­конец, в § 6 в качестве примера рассматривается задача Вальда различения двух простых гипотез о параметре пуассоновского процесса.

§ 1. Интегральное уравнениеПусть стандартный марковский процесс X={xt, ζ, QZΓz, Px} и ограни- • ченная непрерывная функция g(x) заданы на полукомпакте (Е, Обозна­чим через SR — класс м. м., т. е. совокупность неотрицательных случайных величин τ таких, что при любом ∕≥0{τ>∕}∈Q7Γn и положим s(x) = = sup Mxg (* τ)∙ Из результатов работ [2] и [3] следует, что s (х) будет н. э. м. функции g(x). Напомним, что почти борелевская с0 — непрерывная (т. е. не­прерывная в естественной топологии, связанной с процессом X) функция 
f(x), определенная на (£, ^), со значениями в [0, оо] называется эксцессив- 
ной функцией (э. ф.) относительно процесса X, если Ttf(x)≤f(x) для всех 
хеЕ и Ttf(x) = Mxf(xt). Э.ф. f(x) называется н.э.м. функции g(x), если ∕(x)≥g(х) и f (х)≤∕1 (х) для любой э.ф. f1 (х), f1 (х)≥g(х), хеЕ. Известно (см. [1], [2], [5]), что если /(х)-э.ф., то для любого м.м. τ Tτ∕(x)≤∕(x) и ес­ли м.м. τ является моментом первого достижения какого — нибудь множества Г, то ∕ι(x) = ^τ∕(x) также является э. ф.Далее для нас будет существенным следующее предположение.А. Для хеЕ и каждого ε>0 существует окрестность точки х 
Ū=Ū(x) с компактным замыканием такая, чтоP,{xτ(u)∈ t7}≤εи P√τ(u)<ζ}>l-ε
для любой окрестности U=U(x), U≤0 и любого у e U, где τ(U) - мо­
мент первого выхода процесса X из U, a Ū — замыкание множества U.



Об оптимальной остановке марковских процессов 267Обозначим D = { х: g (х) = 5 (х)}, C=E∖D и предположим, что j (х) - не­прерывна снизу. Тогда легко убедиться, что С—открытое множество (см. [3])β
Теорема 1. Если для всех хе С выполнено условие А*\  то для каждой 

точки хеЕ существует такая достаточно малая окрестность с компакт­
ным замыканием Ū=Ū(x), что для всех окрестностей U=U(x), U^Ū, 
н.э.м. s(x) функции g(x) удовлетворяет уравнению,y(x) = max{g(x), Tτ^s(x)}. (1)Доказательство. Поскольку для любого множества Ue&Γτ(t05(x)≤ j(x), то при хе D (1) всегда выполнено. Пусть теперь x0∈C. Выберем окрестность точки x0 U1 = U1 (х0) так, чтобы t71 было компактно и L∕1⊂C. Обозначим inf [s(x)-g(x)] = 8>0. В силу непрерывности функции хе Ul
g(x) можно выбрать окрестность U2 точки х0 так, что j∕2≡¼ и ∣g(x∕- -<g,C∏)l ≤∣ ПРИ х> УЕи2- Наконец, в силу условия А можно выбрать ок­рестность с компактным замыканием Ū=Ū(x0) так, что (7⊂ U2 и для лю­бой окрестности U = U (x0), C7⊂ č7,px { xτ (t∕) ∈ Ū } ≤ 2(δ+2tf)и Pχ{τ(^)<ζ}≥l~ 2(δ+2tf) ’ x E U’где AS=supg(x).

хеЕПусть U - любая такая окрестность точки х0. Положим su(x) = 
Tτ(uys(x). Функция su(x), по сказанному выше, эксцессивна и jcz(x)≤j(x). Докажем, что su (х) ≥ g (x)∙ Отсюда и из минимальности э. м. j (х) будет сле­довать, что s(x) = su(x) = Tτ(U}S(x), и тем самым равенство (1) для всех хеЕ.При x∈ UPx{τ(U) = 0} = 1 и su(x) = s(x)≥g(x). Пусть xeU. Тогда

Su (Х) = Mjc5 (xτ (CZ)) = g (Х) + Mx [5 (xτ (£/)) - g (Хт (17))] ++ Mjc[g(xτw)-g(x)]-g(x)(l-Px{τ(C∕)<ζ})>≥gW + f [^⅛(L∕))-g⅛(σ))]^+ f [g(χτ(U))-g(χ)]^Px+ {⅛≡0} {χτ(U)e°}+ ∫⅛⅛(c∕))-gW]^Pχ-gW(l-Pχ{τ(i7)<ζ})>{^τ([∕)≡σ}
♦> Примечание при корректуре. Используя равенство Mxj(xτe)=j(x) для любых хеЕ и ε>0, где τε — момент первого достижения множества { х : j(x)≤^(x) + ε } (см. [2]), мож­но убедится, что требование выполнимости условия А при хе С — в теореме 1, а также в лемме 1, излишне.
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^g(x) + SP,{x,me f∕}--∣∙ Р,{х,(О)е£?}- 
-KPx{x,meU}-K(l-P,{τ(U)<ζ})> 

≡ssW + ⅜(P√τ(lz)<ζ}-P*{*τ(υ>θ  tf})-∙K,Pχ{*τ(σ>≡  
-X(l-P√τ(σ)<ζ})>g(x) + 4(l-s-⅛)-^^⅛.=g(x).Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Отметим, что, если хеЕ является поглощающей точкой процесса X, то условие А не выполнено, но в этом случае для любого τ∈9JlMxg(xτ)=g(x) и s{x)=g(x), т. е. все поглощающие точки процесса X принадлежат множеству D.
Замечание 2. Функция s(x') будет непрерывной снизу, если, например, 

X будет феллеровским процессом (см. [3]).
Замечание 3. Нетрудно убедиться, что условиям теоремы 1 удовлетво­ряют, кроме непрерывных, широкий класс разрывных марковских процессов, у которых, грубо говоря, не вырождена непрерывная часть.
Следствие 1. При предположениях теоремы 1 функция s(x) удовлетво­

ряет условиям:
515 (х) = О, х ∈ С,

s(x)=g(x), xeD, (2)
где 51 — характеристический оператор процесса X.Соотношения (2) прямо следуют из уравнения (1) и определения опера­тора 51 (см. [1], гл. 5).

§ 2. Единственность решенияРешение уравнения (1), вообще говоря, не единственно. Например, если процесс X - не обрывающийся, то любая функция f{x)≡C>K= sup g (х) 
хеЕ этому уравнению удовлетворяет.Исследуем поэтому условия единственности решения уравнения (1) в определенном классе функции.

tОбозначим P(t, х, A) = Px{xleA}, Ae^"μ,(t, х, Λ) = -∣- f P(s, х, A)ds 
ои предположим, что существует мера μ(Λ) такая, что для каждой измери­мой ограниченной Со - непрерывной функции /(х)

f∕(y)μ(t, ×∙ ⅛,)→f∕O,)μ(⅛,). <→∞> (3)
Ė Едля всех хеЕ.

Теорема 2. Пусть X — необрывающийся стандартный процесс, s1 (х) и 
sz(x) — два измеримых ограниченных Со — непрерывных решения уравнения (1), 
совпадающие на некотором множестве Ae^S. Если μ(A)>0, то s1(x)≡si(x),Доказательство этого утверждения аналогично доказательству теоремы 6 из [3] и мы его опускаем.



Об оптимальной остановке марковских процессов 269Следствие 2. Пусть необрывающийся стандартный процесс X, функции 
g(x) и s(x) удовлетворяют предположениям теоремы 1 и s1(x) — какое то 
измеримое ограниченное Со - непрерывное решение уравнения (1)., совпадаю­
щее с g(x) на множестве А с μ(√4)>0. Тогда s1(x)½s(x).Действительно, из (1) следует, что Sι(x)>gW.M ¾ (х) — локально экс- цессивна. Тогда по теореме 2 из [6] следует, что j1 (х) является э. м. функ­ции g(x), а из минимальности э. м. s(x) функции g(x) получаем, что s(x) = = j1(x)=g(x) на множестве А с μ(J)>0. Отсюда из теорем 1 и 2 следует, что j1(x)≡j(x).Замечание 4. Выполнимость условия (3) связана с вопросами существо­вания конечных инвариантных мер процессов X. Последние задачи подробно исследовались в работах [7] [8].Пусть далее X — любой стандартный процесс и G — некоторое открытое подмножество Е. Обозначим через X — процесс, полученный из X останов­кой в момент τ(G) (см. [1], гл. 10), π(x) = Px{τ(G)<ζ}, Р(/, х, А) = 

t
= Px{xleA}, įi (t, х, Λ) = γ [ P (s, x, A) ds. Предположим, что существует омера μ (А), заданная на σ - алгебре измеримых подмножеств множества G, такая, что для каждой измеримой ограниченной Со — непревывной функции ∕ω

f f(j,)ii∙(t, х. dy)→ f f(y)μ-{<iy), t→∞, (4)
G Gдля всех хе G.Теорема 3. Пусть s1(x) и 1y2(x) — два измеримых Co — непревывных ре­

шения уравнения (1) совпадающие на множестве E∖G и ∣1y1(x)-⅞(*)∣≤∙  
≤ K1π (х) для всех хеЕ, где K1 — некоторая константа. Если μ (G) < 1, то 

s1(x)=s2(x).Доказательство. Заметим, что процесс X — стандартный (в силу теоремы 10.3 из [1]) и функции s1(x) и s2(x)- Со — непрерывны (т. е. непре­рывны в естественной топологии, связанной с процессом X), так как, оче­видно, C0⊂C0.Обозначим r(x) = ∣Sι(x)→2(x)∣ и r(x) = K1π(x)-r(x). Из уравнения (1) следует, что для каждой точки хеЕ существует окрестность Ū с компакт­ным замыканием такая, что
Г (х) ≤ Tτ (цуГ (х), U ≤ П, причем для xeG Ū можно выбрать так, что Ū^G. Отсюда следует, чтоr(x)≤Tτl[ηr(x), CJ⊂C7, (5)где T∕∕(x) = Mx∕(xz), поскольку для (7⊂G Рт(С7)г(х) = Тт(С7)г(х), а при x∈ G Tτ(t0r(x) = r(x) для всех Ue@.По теореме 4.6 из [1] имеем, чтоπ(х) = fτwπ(х), U<=O, хеЕ, (6)Из (5) и (6) получим, чтоr(x)>fτ(tz∕(x), U^Ū, хеЕ. (7)



270 Б. ГригелионисПоскольку функция f(x) измерима Со - непрерывна и процесс X - стандарт­ный, то по теореме 2 из [6] г(х) будет эксцессивной для процесса X. Зна­чит, для любого ∕≥0 T,r(x)≤f(x). (8)Но Ttπ(x) = π(x) (см. [1} стр. 519), и из (8) получаем, чтоr(x)≤f,,r(x).Отсюда и из (4) r(x)≤ f r(y)μ(t, х, dy)
G

И r(*)≤  f r(y)μ(dy)∙
GПоскольку sup г (x) ≤ sup r (x) μ (G)

хёЕ хёЕ

{i(G)<∖, то ∕∙ω≡o, т. е. j1(x)≡j2(x).Теорема 3 доказана.
Следствие 3. Пусть стандартный процесс X, функции g(x) и s(x) 

удовлетворяют предположениям теоремы 1 и s1 (х) — какое-то измеримое 
ограниченное Со — непрерывное решение уравнения (1), совпадающее с g(x) 
на некотором замкнутом множестве E∖G. Если įi (G) < 1 и inf π (х) >0, то 

χeG 
s1(x)≡s(x).Действительно, как и при доказательстве следствия 2, убеждаемся, что s1(x) является э.м. функции g(x) и s(x)=s1(x)=g(x), xeE∖G. По условиям следствия Į s(x)- g(x)∣ ≤X1π(x), и утверждения следствия 3 вытекают из теорем 1 и 3.

Замечание 5. Мера μ(Λ), AeG, может быть тождественно равна нулю 
и тем самым условия единственности решения уравнения (1) выполнены в то время как инвариантной меры, удовлетворяющей условиям теовемы 2, для процесса X вообще не существует. С другой стороны, поскольку, очевидно, μ(r, х, ∣√4)≤μ(∕, х, А) для всех t≥0, xeG∏A<=G, то два измеримые Со — непрерывные решения s1(x) и s2(x) уравнения (1), совпадающие на множестве E∖G и такие, что, ∣1y1 (х) — 1y2(х)I≤K1 π(х) для всех хеЕ, совпада­ют тождественно, если выполняется соотношение (3) и μ (С) < 1.

§ 3. Условия ,,склеивания “Будем теперь предполагать, что X={ xt, ζ, Q‰ Px} - стандартный про­цесс, фазовое пространство которого E≤Rn.Если процесс X и функции g(x) и s (х) удовлетворяют условиям теоре­мы 1, то, как мы доказали в § 1, функция s(x) является решением задачи
SI s (х) = 0, хе С,
s(x) = g(x), xeD,



Об оптимальной остановке марковских процессов 271где D — замкнутое множество, но нам неизвестное, поскольку, вообще гово­ря, нам неизвестна функция s(x). Как видим, нахождение цены j(x) и мно­жества D неразрывны между собой. Сейчас мы займемся выводом дополни­тельных условий, так называемых условий ,,склеивания“, помогающих среди решений задачи (9) выделить решение, являющееся ценой.Обозначим через Г границу множества D = { х: s (х)=g (х)}, tx — каса­тельную гиперплоскость в точке х е Г и vζ — вектор нормали в точке х е Г, направленный внутрь множества С. Далее мы всюду будем обозначать U= 
U(x) окрестности точки хеЕ вида {y: ∣∣x-y∣∣ < р}, где x= (x1, ..., х„), 
y = (y1, .∙., ∙Jλ), ll*ll=  ]/ ∑ *?•  С каждой точкой хе Г свяжем ортогональ- 1=1ную систему координат (7, κ1.............κ∏-i), где направление орта 7 совпадаетс направлением вектора vx, и пусть v = v(κ1, ..., κπ.1) — уравнение грани­цы Г в окрестности точки x∈Г, а (vr, κcfυ, ..., κ{"^υ)- координаты процес­са x, = (xcf1∖ ...» х(л)) в новой системе координат.В дальнейшем мы будем пользоваться следующими предположениями.A1. Для хеГ Mxτ(U) = β(х)р + ар), где β(x) - неотрицательная конеч­
ная функция, и Px{xT(tZ)e j7} = O(Mxτ(tf))jA2. Для хеГ g(x) = TT(£Z)g(x)-o(p) в случае, когда β(x) = 0 и ∕(x) = 
= s(x)-g(x)eDf^(x) и⅛nM⅛t∕) f_ f(^(σ))^Px=Hlsf(x)

<xτ(U)e

существует в случае, когда β(x)>0.А3. В окрестности точки х е Г производные ∙~, i = 1, ..., п, сущест­

вуют и непрерывны, а также для yeC7∩Cu{x} существуют и непрерывны 
„односторонние“ производные , i=l, п, понимаемые как опреде­

ляющие производные пределы, когда переменная точка стремится к точке х, оставаясь в области С (ст. [3]).А4. В точке хеГ определена касательная гиперплоскость tx, произ­

водные ^fal , i=l, ...» й — 1, существуют и непрерывны в окрестности 
точки хе Г.Аб. Для хе Г

f '⅛(√P, = Φ)p + o(p),{χτ(t∕)e c nгде а (х) — некоторая функция (θ ≤ а (х) ≤ 1).Теорема 4. Пусть s (х) - н.э.м. функции g(x), f(x) = s(x)-g(x), D = = {x√(x) = 0}, V = ∂D и Γ1 ⊂Г - множество тех точек границы Г, для 
которых справедливы предположения A1-Аб. Кроме того, пусть выполнены 
условия теоремы 1.
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Тогда необходимо выполнены условия:

2U(x) = 0, хе С, (10)

s(x)=g(x∖ x≡Di (11)

= 0, i = 1, ..., и - 1, х е Γ1, (12)

)■£ L=β(x)¾∕ω, x∈Γ1, (13)

Sl1 = !tt-‰Доказательство. Соотношения (10) и (11) установлены в следст­вии 1. Доказательство условий (12) аналогично доказательству таких же ус ловий в теореме 8 из [3] и мы его опускаем. Займемся выводом условия [13]Пусть сначала lβ(x) = 0 для x∈Γ1. Тогда по предположению А2 и экс- цессивности s(x)

g(×) = T-,mg(x)+o(p) = s(x)>Ttms(x),откуда o(p)>Tτ(tη∕(x)≥0или WM = °⅛)∙ (И)Имеем Γτtι√(x)= f ^(xr(V>)dPx= f f(xτm)dPx +

{χτ(,U)ec) <xτ(U)e c n

+ ∫ f(,Xχm)<iPx= f f(xτm)dPx+
Φcτ(U)≡O) <xτ(U)ecn+ θ(Pχ{τ(tf)≡ ^7})∙ (15)Далее, имея ввиду A1, A3 и (12), разлагая f {у) в ряд Тейлора, из (15) получим, что
^mf(x)=^∖χ f vτ<t√Px+o(p)∙ (16)<xτ(U)ecn t7>Из (14), (16) и Аб следует, чтоαW-^-∣1P + °(p) = o∙Отсюда выводим, что *ωf L=o∙

Таким образом, в случае, когда β(x) = 0, условие (13) доказано.В случае, когда β(x)>0, по предположению Аа 
T^nf(x)=^f(x)-Mxτ(U) + o (M√r(t∕))



Об оптимальной остановке марковских процессов 273и по предположению A1Γτ(to∕W∙∙βW≡∕Wp+«(₽)• Об)Имеем ^τ(tθ∕(*)≡  У f(xτ(U))d^×= į f(xτ(U))d^x +{χτ(C7)ec} (χτ(C7)ecn^
+ f fx,m)JPlc. (17)15τ(σ)≡ O}Так же как и в случае, когда β(x) = 0, находим, что

f ∕(*τ(σ))<fPχ= α(*)-∣7∣ j,P + 0(p)∙ (18)
{χτ(U)ecnТак как

f Λxτll0)rfPx=Mxτ(U)‰f(x)+o (Mxτ(U)) =<*τ(I∕)≡  J7} = β(x)5I2∕(x)ρ+o(p), (19)то из (16) - (19) получаем, что(α W -∣7 Į x - ß W ≡ι∕w) ₽ + О (ρ) = О,откуда
aω<∣x=βωsiι∕ω∙

Теорема 4 полностью доказана.Замечание 6. Из теоремы 4 следует, что цена s(x) является решением некоторого аналога обобщенной задачи Стефана, хотя в общем случае „склеивание“ не будет гладким.
Замечание 7. Если для всех

*≡Γ1Px{xτ(t0g P} = o(p)
И a(*)>0∙!то условия (12) и (13) превращаются в условия „гладкого склеивания“:

§ 4. О гармонических функциях стандартных 
марковских процессовПри исследовании эквивалентности задачи оптимальной остановки процес­са X и соответствующей обобщенной задачи Стефана нам понадобятся не­которые результаты о гармонических функциях рассматриваемых процессов. Общее определение супергармонических и гармонических функций f(x) для 



274 Б. Григелиониснепрерывных марковских процессов на открытом множестве G, принадле­жит Е. Б. Дынкину (см. [1] гл. 12). Эти определения разумно распростра­нить и на любые стандартные процессы, считая, что функции f(x) заданы не только на рассматриваемом множестве G, но и для всех хеЕ.Мы будем обозначать через cb (G) совокупность всех открытых множеств, замыкания которых компактны и содержатся в G.Пусть X={xt, ζ, cMr, Рх} - стандартный процесс в полукомпакте (Е, ^). Следуя определению в [1], функцию f(x), заданную на (Е, и при­нимающую значения из интервала (— ∞ + оо] назовем супергармонической 
для процесса X на открытом множестве G, если она удовлетворяет сле­дующим условиям.B1. Функция f(x) является Со — непрерывной и почти борелевской;В2. Функция f(x) ограничена снизу на каждом множестве Uec⅛(G)tВ3. Для любых xeG, Uec⅛(G)Γτ(t∕)∕ω≤∕M∙Говорят, что f{x) — супергармоническая функция для процесса X, если она является супергармонической функцией на всем пространстве Е. Из тео­ремы 12.4 в [1] вытекает, что множество всех неотрицательных супергар­
монических функций совпадает с множеством всех эксцессивных функций 
для процесса X.Функция ∕(x)(x∈E) называется субгармонической для X на открытом 
множестве G, если функция — f{x) является супергармонической для X на
G. Функции, являющиеся одновременно супер и субгармоническими, назы­ваются гармоническими.Напомним еще, что функцию f(x), заданную на полукомпакте (Е, #), называют Č — функцией, если она непрерывна в случае компактного Е, а в случае локально компактного, но не компактного Е, если f(x) непрерывна и_ для каждого ε > 0 существует компакт Kz такой, что ∣∕(x) ∣ < ε для всех 
xeKε.

Теорема 5. Пусть X — стандартный процесс, G — открытое множество, 
<⅛, (G) - подсистема ch (G) такая, что каждое множество из c⅛ (G) содержи­
тся в некотором множестве из Q∕∙(G). Предположим, что для каждого 
Uec7,(G) процесс, полученный из X путем остановки в момент τ(C7) перво­
го выхода из U, является феллеровским и intPx{τ(C7)<ζ}>0.

хем
При этих условиях для того, чтобы Č — функция ∕(x)(xeE) была 

гармонической для процесса X на множестве G необходимо и достаточно, 
чтобы /е D^(G)u 3I∕(x) = 0, хео.Доказательство. Необходимость прямо следует из определений SI, ⅜ (<7) и гармоничности функции f(x) для X на G.Пусть теперь U — произвольное множество из 9ι (G). Для доказатель­ства достаточности нам следует показать, что для всех хеЕTτ(σ>∕(x)=∕ω∙



Об оптимальной остановке марковских процессов 275Выберем (∕⊃t∕, Πecil(G) и обозначим через X — процесс, полученный из X путем остановки в момент τ(t7). Из условий теоремы следует, что X является стандартным Č — процессом, т. е. отвечающая ему полугруппа опе­раторов ft переводит в себя пространство С всех С — функций. Обозначим через Л и Й его Č — инфинитезимальный (см. [1] стр. 88) и характеристичес­кий операторы, соответственно. Очевидно, что ∕∈Z⅛ и Й/(х) = 0 для всех 
хеЕ. Поскольку fe Č и 5l/eČ, то по теореме 5.5 в [1]∕∈Z)~ и Л/=Й/=0. В силу 1.3.В из [1]' отсюда следует, что для всех r≥0 ftf(x)≈f(x).Обозначим π(x) = Px{τ(C7)<ζ}. Поскольку frπ(x) = π(x) для всех ∕≥0 (см. [1] стр. 519) и inf π(x)>0, то при достаточно большой константе К2 

хеЕфункции f(x) + K2π(x) и -f(x) + K2π(x) будут эксцессивными для процесса X. Отсюда, в частности, следует, что
ττ (U) [∕(x) + K2π (x)] ≤∕(x) + K2π (х) (20)и

T- (V) [ -f(x)+Kiπ (x)] ≤ -f(x) + K2π (х).Из теоремы 4.6 в [1] следует, что^τ(ωπ(x) = π(x). (21)Тогда из (20) и (21) получаем, что≠τ<t∕)∕ω≤∕ωи - Λ(i∕)∕W≤ -f(χ), т. е. Λ(t∕>∕W=∕W∙Поскольку, очевидно, TT(tZ)/(x) = TT(t/)/(x), то TT(tZ)/(x)=/(x) и теорема до­казана.
Замечание 8. Заметим, что аналогичный несколько белее сильный ре­зультат для непрерывных стандартных процессов получен Е. Б. Дынкиным в м. 12.21 из [1].
§ 5. Об эквивалентности задачи оптимальной 
остановки и обобщенной задачи СтефанаПредположим, [что мы нашли некоторое решение (s(x), задачи (10)-(13). Возникает естественный вопрос о том, при каких условиях най­денное решение s(x) совпадает с ценой.Сначала докажем следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть X — стандартный процесс, g(x) — непрерывная огра­

ниченная функция и ее н.э.м. s(x) непрерывна снизу. Сделаем следующие 
предположения.



276 Б. ГригелионисC1. Эксцессивная С — функция s1(x)>g(x), хеЕ, в некотором откры 
том множестве С удовлетворяет уравнению2Is1(x) = 0, x∈C,
и ■У1 (×) = g (×)t xeD = Е\С\С2. Для каждого Uecb (С) процесс, полученный из X путем остановки 
в момент τ (U) является феллеровским и inf Px { τ (U) < ζ } > 0;

хе иC3. Существует мера μ(∙) на С, удовлетворяющая (4), иμ(C)<hС4. Для процесса X выполнено условие А при хе С.

Тогда
s1(x)≡s(x).Доказательство. Из теоремы 5 и эксцессивности функции s1(x) легко вытекает, что s1(x) удовлетворяет уравнению (1):j1(x) = max{g(x), T,ms1(x)},где U — достаточно малые окрестности точки хеЕ. Утверждение леммы 1 вытекает из следствия 3.

Теорема 6. Пусть стандартный процесс X с фазовым пространством 
E≈Rn, функция g(x) и ее н.э.м. s(x) удовлетворяют условиям леммы 1. 
Пусть Č — функция s1{x) является решением задачи (10) — (13) u множе­
ство С={ х ιs1(x)≠g(x)} такое, что:D1. g(x)≥Tτtt0g(x) для достаточно малых окрестностей точек

xeE∖C',D2. g W>Tτct∕)g(x) + c1(p), xeΓ = ∂C, где U - сфера радиуса p с цент­
ром в точке х\D3. Ji(x)>g(x), хеЕ и Jι(j)-g(y)≤c2(p) для достаточно малых р и 
уеС таких, что ∣∣x- y∣∣<p, хе Г, причем c1(p)> c2(p)>0.

Тогда
sl(x)=s(x).Доказательство теоремы 6 аналогично доказательству теоремы 9 из [3] и, используя результат теоремы 5, сводится к проверке того, что s1 (х) явля­ется эксцессивной. Мы этого проводить не будем. Окончательное утвержде­ние теоремы тогда следует из леммы 1.Сделаем сейчас два замечания относительно возможного обобщения раз­витой в §§ 1—5 теории. Во-первых, вместо функционала Mx g (xτ) можно τ рассматривать более общий функционал Mx(g(xτ) + J*  c(xτ)^j. Во многих ослучаях эта задача сводится к прежней, если заменить функцию g на неко­торую другую функцию g (по этому поводу см. [2] и [3]).



Об оптимальной остановке марковских процессов 277Во-вторых, если или функция g зависит от времени г, или процесс xt неоднороден, или то и другое, то, рассматривая вместо процесса xt одно­родный процесс (xf, /), задачу опять сведем к исследованной.
§ 6. Задача Вальда различения двух простых ■
гипотез о параметре пуассоновского процессаВ качестве примера рассмотрим вальдовскую задачу различения двух простых гипотез о неизвестном параметре пуассоновского процесса по резуль­татам наблюдения и покажем, что она сводится к задаче оптимальной оста­новки некоторого процесса изученного нами класса, а последняя — к некото­рой обобщенной задаче Стефана.Предположим, что наблюдается случайный процесс xt, ∕≥0, на R1, удовлетворяющий стохастическому уравнению Ито<⅛=p(λ×[A. c0)},

где р (dt × du) - стандартная пуассоновская мера (см., например, [9]), Θ- случайная величина (P{Θ = 0} = π, P{Θ=1}=1-π), λ0≠λ1-÷ некоторые по­ложительные константы.Рассматриваемая задача состоит в различении двух гипотез Ho: Θ = 0 и 
H1: Θ = 1 по результатам наблюдений за процессом xt. Пусть штрафы за ошибки первого и второго рода будут а и Ь, соответственно, а плата за еди­ницу времени наблюдения процесса равна с.Обозначим π, = P{Θ = 0∣x5, 5≤∕}, g(π) = min(απ, 6(1—π)j.

Аналогично, как это сделано в случае той же задачи для винеровского процесса в [10], можно доказать, что вальдовская задача сводится к опти­мальной остановке процесса πl, t ≥ 0, когда минимизируется функционал Mπ (cτ+g(πτ)j.Нетрудно непосредственно проверить, что π,, r≥0, является марковским процессом и удовлетворяет стохастическому уравнению Ито:
гдеи

dπt = a{πt)dt+ f f(πt, u)p(dt×du),
R1α(π) = (λ1-λ0)π(l -π)

∕(π, и) =
0

π(l-π) (λ0-λ1) (λ0-λι) π + λ1
при
при

1U< (λ0-λ1)π + λ1
(λ0-λ1)π÷λiЛегко также убедиться, что для процесса {πn ∕≥0} применимы результаты полученные в §§ 1-5.

7. Литовский математический сборник, VII



278 Б. ГригелионисНаходим, что функцияs = ⅛m" (С τ + s (πτ))удовлетворяет уравнению5(π) = min{g(π), с Mπτ(u) + Ttβjis(π)}и для некоторого открытого интервала (π1, π2)⊂[0, 1]‰(π)=-c, π∈(π1, π2),и s(π) = g(π), πe(π1, π2), (22)где‰(π) = (X1-X2)π(l-π) * + [(X0-X1)π + XJ (,(_^_)_,(π)} .
Имеем, что

, ч f 1 при ⅞ < λ1,α(π1)=∣0 при λ0 > λ1,f 0 при ∖) < λχ,a(π2) = ∣ j при λ0 > λ1,β(π'>^ ∣0(π,)∣ ■> 1=1, 2.Далее, при λ0<λ1 (∕(π)=s(π)-g(π)j
%∕(π1) = О, VW=¾Γ0⅞) - «(".) ,а при λ0>λ1 %∕(¾)=(π1) - а (π1) , %∕(π2) = 0.Таким образом, условия „склеивания“ будут в случае λ0<λ1⅛l)=^(π1) и ^=^-.а в случае λ0>λ1 ⅛>=⅛L и ,(π2)=g(π2).Ими и (22) цена j(π) и константы π1 и π2 определяются однозначно.В заключение заметим, что некоторые исследования о последовательном выборе между двумя решениями для процесса Пуассона проводились В. С. Михалевичем [11-12].Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию
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APIE MARKOVO PROCESŲ OPTIMALŲ SUSTABDYMĄB. GRIGELIONIS
(Reziumė)[3] darbe gautos sąlygos, kai tolydinio Markovo proceso optimalaus sustabdymo uždavinys yra ekvivalentus taip vadinamam apibendrintam Stefano uždaviniui. Siame straipsnyje tie rezultatai apibendrinami plačiai netolydinių Markovo procesų klasei.
ON OPTIMAL STOPPING OF MARKOV PROCESSES

B. GRIGELIONIS
(Summary)In the paper [3] the conditions, when the optimal stopping problem for continuous Markov processes is equivalent to the so called generalized Stefan problem, are given. These results are extended for the wide class of discontinuous Markov processes in this paper.




