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АНОЛОГ ТЕОРЕМЫ ЭРДЕША - ВИНТНЕРА ДЛЯ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЗНАЧЕНИЙ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО 
ПОЛИНОМА

Р. УЖДАВИНИСВещественную или комплексную функцию f(m), определенную на мно­жестве целых положительных чисел, называют аддитивной, если для любой пары взаимно простых /и, п

f(mn)=f(m)+f(n).Целью настоящей статьи является изучение распределения значений су­перпозиции вещественной аддитивной функции и полинома с целыми коэф­фициентами, т. е. функции распределенияi Λr{m≤n, ∕(Λ(m)j<x∣, (1)
где символ 7V{...} означает число целых положительных чисел т, удовлет­воряющих написанным в скобках условиям, и R (т) — целочисленный полином.И. Кубилюс в своей недавней статье [1] обратил внимание на то, что предложенный им новый метод доказательства известной теоремы Эрдеша — Винтнера может быть применен к рассмотрению условий сходимости функции распределения (1) при n→∞ к предельной функции. Как бы потверждением этого высказывания является доказательство нижеследующей теоремы.В теореме будем ограничиваться лишь теми неприводимыми целочислен­ными полиномами R(m), которые принимают положительные значения при 
m=l,2, ... и обладают следующими двумя свойствами:а) не только R(m), но и все его приведенные полиномы по простым мо­дулям p≤v (v — степень полинома) являются примитивными;б) R(m)≡0(modp2) неразрешимо при любом простомp∖D (D — дискрими­нант полинома).

Теорема. Пусть f (т) —вещественная аддитивная функция, обладающая 
следующими свойствами: ∣∕(pα)∣ ≤α,∣∕(p)∣*∖  ∣∕(p)∣≤ψ(p), где s — произволь­
ная положительная постоянная, не [зависящая от р, и ψ(p)- какая-либо 
медленно убывающая к нулю при p→∞ монотонная функция. Необходи­
мым и достаточным условием сходимости функции распределения (1) при

♦) Здесь и всюду в дальнейшем pa-знак целой положительной степени простого числа.
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n→∞ к некоторой предельной функции распределения в каждой точке 
непрерывности последней является сходимость рядов

∕(p)Lr Ср)
Σ P(p)lr(p)

Р

(2)
(3)

где Lr(p)-число классов вычетов, удовлетворяющих сравнению R(m)≡ ≡ Э (mod р). Характеристическая функция предельной функции распределения 
в случае ее существования равна

Л_>0°р1Р pJ(D 1

p≤n+⅛Hi4)∑δ44 ™
а= 1

причем предел существует для всех t и сходимость к пределу равномерна 
при p I ≤ Т для всякого фиксированного Т.Доказательство. В ходе доказательства будем обозначать через с, c1, с2, ... абсолютные положительные константы или константы, зависящие от f (m) или полинома R(τn)∖ через В — ограничительное число, не всегда одно и то же, и через ©-ограниченное число по модулю числом 1, также не всегда одно и то же.1. Пусть предельная функция распределения для (1) существует и равна 
F(x). В этом случае докажем, что ряд (3) сходится. Допустим, напротив, что этот ряд расходится. Тогда из свойств функции f (m), теорем 1 и 2 в [2] и рассуждений, приводимых в статье [1] (см. стр. 265 - 266), следует, чтоF(m)-F(-m) = 0,где — ми м —любые фиксированные точки непрерывности F(x). А это ра­венство невозможно при достаточно большом и. Поэтому ряд (3) должен сходиться.2. Докажем теперь, что в случае сходимости ряда (3) необходимым и достаточным условием сходимости функции распределения (1) к предельной функции распределения является сходимость ряда (2) и что характеристичес­кая функция предельной функции распределения в случае ее существования равна (4).На основании теорем (см. [3], стр. 238), устанавливающих взаимно од­нозначное и непрерывное соответствие между функциями распределения и их характеристическими функциями, необходимым и достаточным условием схо­димости функции распределения (1) к предельной является равномерная схо­димость ее характеристической функцииΦ,(0= ] e'4(± jvL≤n,∕(A(m))<x}) = l į eM^<->)=__ ' ' 1

4 Σ exp {>7(∑∕(P⅛(^∏)+∑∕(P∙H^^)].m=l p∖D pJ[D
(5)



Аналог теоремы Эрдеша—Винтнера 331при Į r 1 ≤ Т для всякого фиксированного Т. Здесь1, если p∖mf О, если p⅛mи αp(w) означает такое а, что pa∣∣w, т. е. pa∣w, pa+14w.Заметим что оценки в дальнейшем будут равномерны относительно ∕∈[-T, Т].Положим ∑ (6)
3 ___

р >exp∕ln1πтак что в силу сходимости ряда (3) z(w)→0 монотонно при я->оо. Пусть
з  

r = r(n) = exp∣∕ln2H.Очевидно, что In r (n) = о (ln п). Введем еще новые обозначения. Обозначим че­рез γp целую часть от и положим βp(w) = min (ap(∕n), γp) .Теперь в (5) заменим функцией∕n(Λ(m)) = ∑∕(∕'(s'">)+ ∑ ∕(Λ^<">))+∑∕(∕'<^*>)),.
P∖D p≤r, p%D p>rгде г (п) > ID |. Для m = 1,2, ..., п функция f (jR (m) j может отличаться от 

fπ (r (ти)) лишь по тем m, для которых R (m) делятся хотя бы на одно из чисел pa, p≤r, a>γp. Очевидно, что таких чисел не больше чемI7(n) = ∑ N{m≤n, Λ(w)≡0(modpa)}.
p≤r

, , In Ä (л)
γp + 1^s≡Π^Γ-По лемме 3 (см. [2], стр. 225)ΛΓ{m≤n, Λ(m)≡0(modp∙)} = ([-^-] + Θ)Ljt(∕>∙) *>,⅛(∕>a)≤c.Вернемся к сумме (7). Имеем, что

(7)

(8)
t∕(n)≤cn ∑ -L + c ∑ 1 =

P≤r,a>τp+1^

-A∑⅛+"'"^Σ⅛-v Σ⅛,→>
P^r p≤r pζrОтсюда следует, что ошибка от такой замены будет о(1). Поэтому

пφ.ω = ∙^-∑ e,v"('il"'>)+o(l)∙
/л=1♦) Здесь [х] означает целую часть от х.

(9)



332 P. УждавинисЧтобы, далее, заменить в (9) fn ∖R (m)j функцией∕r(∕{(m))=∑∕(√Λ^ <">)) + X ∕(A(^H),
PlD p⅛r, pfDнам понадобится оценить сумму

s- ∑ IЛ (*w) -Л (*(«))-  (л (пг)-А W) I.
Очевидно, что

5≤ ∑1+ Σ2 + Σ3÷ Σ4, <10)где
∑1= Σ z_ /(р)-(л(л2)-Л(г)) ∣, ∑∙∑-∑ l∕(p)l.

m~l r<p≤∕ п m=l r<p≤V~n
p∖R(rri), P*l ∖R(m)

∑, = ∑i Σ ∣∕⅛')∣∙ ∑α=∑ Σ !Z(Pβ)l-
m=l r<p≤∕n m = l p>i~n

pa∣R(m), α>l ра|Я (т)Займемся сперва оценкой Σ4. Ввиду того, что для каждого 'm число прос­тых чисел р > j/л при достаточно большом и, делящих R (m), не больше чем 
2v + 1, получим

∑4≤Ψ(1∕")∑ ∑ αs≤nψ(V л)(2«+l)'+1≤c1Λψ(l∕ п). (11)
m=1 p>V~n 

pu∣R (m)Перейдем к оценкам сумм Σ8 и Σ2. Учитывая (8) и свойства функции f(m∖ найдем: ∑j≤cψ(r) 2 al(^5- + l)≤<⅛''ψ(',). (12)
r<p⅛V п

∑t≤2cψ(r) 2 ^-≤¾nψW∙ (13)
r<p≤∕ пОстается оценить ∑1. В силу неравенства Коши

∑1≤"2f∑ ( Σ ∕(P)-(^("2)-Λ(r)
Lm=l ∖r<p≤∕∏

P∣Λ («)Поступая совершенно так же, как в § 3 [2], получим оценку 
∑( ∑ ∕(rt-(≠l)→))Y='> ∑ ∕,⅞ζ⅛^-+^(r), 'r<p≤∕ п ’ τ<p<V п

р|Л (m)
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_1_∑1≤" ( ∑ z^^-)2+^Ψ(r) = nzsW+csπψ(r). (14)

p>rПодставляя оценки (11), (12), (13), (14) в (10), находим lS'≤Λz3(rt) + cβwψ(r)≤c7wmax {z3(n), ψ(r)j = c7wζ3(w).Откуда следует, что■i- JV∣m≤n, j/„(«(m))-∕,(-S(""))-^ (n2)~Λ (f)) | >Ž2 (я)|≤cβz(и). (15)
Разобьем теперь сумму в правой части (9) на две суммы ∑1 и Σ2. Сумма ∑1 будет состоять из всех тех чисел m, для которых 

— (^A (п2 j — А (r)^ > ž2 (л), а сумма Σ2 — из чисел ти, для которых выполняет­
ся противоположное неравенство. Согласно (15) сумма ∑1 равна Bz(ri). В сумме Σ2eχp{rt∕n(j!(m))J = exp{17∕r(A(nl)) + j7 ∑ + Bz*  Ц =

r<p≤∕ п= exp{,7 2 ^^-Je"^(R(m» + B?(n).
r<p≤∕ лСледовательно,φn(r) = lexp{,7 ∑ z0,^ω} ∑ Λ(rH+0(1), (16)

r<p≤∕ л m=1

Для дальнейшего нам необходима следующая лемма.Лемма. Пусть г = r(n)-функция от л, подчиненная условиям г>2, In г (и) = о (In п) при n→∞-, В, Ь —целые положительные числа, причем
4 _

Bb≤t∖, п; Q — любое множество простых чисел, не превосходящих г. Тогда 
число целых положительных чисел m≤n, удовлетворяющих условиям

R (т) ≡ 0 (mod Bb),
R (th)≠0 (mod bp), peQ, рХВ, 

разно 0, если Bb ≡0(modp2) для простых p∖D, или
⅛ ∏ ⅛w ∏ (.-^)(ι+o(≈>)

p∖Bb p€Q

в противном случае, где

''κ(j>') =

0, если р\В,1, если p∖B, p∖b,

Lκ(p), если p∖Bb, 
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причем оценка равномерна относительно Q, В, b с Bb≤]∕ п и полинома 
R(m),Доказательство леммы ничем не отличается от доказательства методом решета аналогичной леммы 6, данного в [2]. Причем здесь используются до­полнительные свойства функции Lr (p): Lr (p) <р для p≤v, Lr (pa) = 0 с α > 1 для p∖D, которые непосредственно следуют из свойств полинома Л(ти) и яв­ляются существенными для приводимой леммы.Введем далее в рассмотрение два вероятностных пространства {E, <5, μ7l} и {E, Q, Р}, где пространством элементарных событий служит E={l,2, . ..,n}, множеством случайных событий Q - наименьшая алгебра подмножеств мно­жества Е, содержащая все множества Eω(p8) с p∖D, 8 = 0;1; Е(2)(р®) с p⅛D, p≤r, α = 0,l, ...tγp. Здесь каждое из множеств Eω(p8), E2(p∞) состоит из тех целых положительных m≤n, для которых соответственно δp ^R(m)^ = 8t 
βp{R(m)^ = a. Так как γP

Eω (1) U £(1) (р) = Е, (J £(2) (р®) = Еot=Oи множоства Eω(p8) для-S = 0;1, а также множества Е{2)(ра) для различных а, не пересекаются, то множества алгебры ∈> можно представить в виде объединений множеств типа
∩ ∩ E^(p^k∖
p∖D p<r

p ∖D где число k имеет вид
t = ∏∕'ΓP- 0≤8p≤1- 0≤a,≤γ,∙

p∖D p≤r
PĄDТаким образом, для всякого А ∈ <5 существует набор различных между собой 

к, что л=и ∩ *ω(∕'w) ∩ *8,(Λ

1 __£«(£). f если s = 0>
Р π'*Hp*) =Lr(p> , если 8=1,

Р

к p∖D p≤r
PJ(Dпричем объединение берется по этим к. После этого определяем вероятност­ную меру Р(Л)=2 ∏ πω(P^w) ∏ πω (/р(Л)),

к P∖D p≤r 
PĄDгде сумма берется по тем же к и

π<1>⅛η =
1 _ lr⅛,)- если a = о,

р если 1<а<ь>Lr^- , если a = γp.



Аналог теоремы Эрдеша—Винтнера 335В качестве меры μn(√4) возьмем ± N{m≤n, те А}.Воспользовавшись сформулированной выше леммой, леммой 7 и теми же рассуждениями, которые приведены в статье [2] (стр. 268 — 269), получим для всех Леб оценку Ил(Л)-Р(Л) = 0(1). (17)Так как f(p8p(R(m^) с p∖D и f(p&p^R (m))) c p являются независимыми случайными величинами относительно пространства {E, (≡, Р}, то в силу ,∕ω⅛w Į ∩ ξ<l,w ∏ ξ<2>n(r)+o(i),
r<p≤∕ п pId p≤r, pJ(D

φn(0=≈Φ ∑ (17)(18)где
ξ<1) W = 1 + W⅛⅛) , ξ<2ζ w = £ π<2> w

<х=0Очевидно,
ξ(2)n (Г) -1 - ⅛,,ztl,>-i)⅛⅛>) = θ ( lr{p) +

∙⅛-, x, г /_ч/. 1 \ 1 , bκ(P) ∖ 2ΘZλ(p)
+⅛(p)(l-7) i -f + -^-Γ~~pγ~ 

<x=2 Ии (19)
∣⅛,,<∣)|>| 1+ ∣-^u.1-^(1÷1)>1-⅛(1÷1)>^⅛для p>2v. Итак, ξ∞n(r)≠O при p>2v. Из (18), (19), (20) заключаем,9.(0= ∏ ⅛nM ∏ ξg,.(θexp {⅛ ∑ +

РР p≤2t> r<p≤∕n
pJ[D

+ ∑ ln¾⅞(θ} + o(l)=∏ ¾140 П 5)?.(0ехР {*(0+
2c<p≤r p∖D p≤2v

p*  D

+it Σ.
r<p≤V п

(20)что

f(p)Lκ(j>)
Ргде

Ввиду неравенства ×ω= ∑
2t><p≤r

(g⅛∕⅛)-l)LB(p) 
Р

∣e"-l→∣≤∣ Л справедливого для всех вещественных у, и свойств функии f(m) 
κ(t)=it £ ∕(p)⅛⅛>) + θ

2t><p≤r 2o<p≤r

(21)
(22)



336 P. УждавинисСледовательно,φ.ω-∏¾,,(r) ∏ ξg,,(Oeχp{ft X ∕w⅛ω +
p∖D p<2v,pjD 2v<p<V~n

+®р 2 +bĮ+o(1).
2c<p≤rОткуда в виду сходимости ряда (3) следует, что для равномерной сходи­мости при te[-Tt Т] функции φn(∕) к предельной необходима и достаточна сходимость ряда (2).Остается подсчитать еще характеристическую функцию предельной функции паспределения в случае ее существования.В силу сходимости ряда (2)φ1,ω=∏¾0ω ∏ ξ^ω+o(i)∙

plD p≤r,p∖DПолагая x,ω=(ι-^)⅛ω(∙4)∑151∙
α=lоценим разность χp(0-¾*∏(0∙  Имеем

z,ω-ξg∖ω = +
Р p

Тогда +⅛a>)(1-7) Σ
a=γp + l

e∕V(Pg) 2QLκ{p) B 
pa pγP + 1 r

φ.ω=∏¾0(') ∏ (z,ω+τ-)+o(i)∙
pl∑> p≤r, рД DДалее, поступая совершенно так же, как в статье [1] (стр. 270), получим⅛W∙∏W ∏ Z,(')+<HD∙ (23)

P∖D P<Sr, pXDТочно так же, как в (19), (20), выводим:
χ (f) Į (e,vθ,>-D⅛⅛) ..2Q⅛(p),

∣‰<r>∣^ <2p÷l)> ’ ПРИ p>2υ-Тогда ввиду (21) и сходимости рядов (2), (3)∏ Z√0 = exp { ∑ ς ±}.
r<P≤Λ r<p≤π p>r=exp{,7 ς ∕⅜⅛+⅜! ς ∕∙ω⅛⅛) +0(1)}_

Γ<p≤Λ r<P≤Λ= exp{o(l)}= 1+о(1).



Аналог теоремы Эрдеша—Винтнера 337Отсюда и из (23) следует, чтоφn(0 = ∏ { .+ l} ∏ χ,w + 0(l).
p∖D p∙ζn

p∖DТеорема доказана.
Примеры. В качестве примеров рассмотрим распределение значений функций φ^- и σ-^- на множестве 'значений полинома R(m)=m2 + 1 (тп = = 1, 2, ...» л), когда n→∞. Здесь φ(т) — функция Эйлера, σ(w)-сумма делителей числа т. Легко проверить, что полином m2 +1 обладает в начале статьи перечисленными свойствами. При этом1 при jp = 2,2 при р ≡ 1 (mod 4),О при р = - 1 (mod 4).Очевидно, что функции In и In σ аддитивные и удовлетворяютусловиям теоремы, так как

и ряды
Р Рсходятся. Поэтому для функций распределения

существуют предельные функции распределения, характеристические функ­ции которых соответственно равны

Вильнюсский филиалКаунасского Политехнического института Поступило в редакцию20.XI.1966
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ERDESO—VINTNERJO TEOREMOS ANALOGAS POLINOMO SU 
SVEIKAIS KOEFICIENTAIS REIKŠMIŲ SEKAI

R. UŽDAVINYS
(Reziumė)Funkcija f (m), definuota natūrinių skaičių aibėje, yra vadinama adityvine, jei kiek­vienai reliatyviai pirminių skaičių porai m, n

f(mn)=f(m)+f(n).Straipsnyje, naudojantis rėčio metodu ir charakteringųjų funkcijų teorija, įrodomas Erdešo—Vintnerio teoremos analogas funkcijoms f (m), kurių argumentais yra polinomai su sveikais koeficientais.
ANALOG DES ERDÖS—WINTNERSCHEN SATZES FÜR DIE 
ZAHLENFOLGE DER WERTE VON POLYNOME MIT GANZZAHLINGEN 
KOEFF1CIENTEN

R. UŽDAVINYS
(Zuzammenfassung)Eine additive Funktion f(m) ist durch Eigenschaft

f(mri)=f(m) +f(n), (m, n)=l,definiert.Mit Hilfe der Siebmethode und der Theorie der charakteristischen Funktionen wird ein Analog des Erdös—Wintnerschen Satzes über die Verteilung der Werte von Funktio­nen f(m), deren Argumente die Polynome mit ganzzahligen Koefficienten sind, abgeleitet.


