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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СУММ 
ДИСКРЕТНЫХ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯА. АЛЕШКЯВИЧЕНЕПусть имеется последовательность ξ1 ξ2, ... независимых неотрицатель­ных одинаково распределенных случайных величин с общей функцией рас­пределения F(x) и принимающих только целочисленные значения к с веро­ятностями

pk=P{tsl = k}, 1=1,2.............. £ = 0,1, 2,...Чтобы исключить тривиальный случай, будем предполагать, что ξi не равны константе с вероятностью единица.Обозначим Ą = 0, Sa=∑ξl, m=l, 2, ...
1=1Случайный процесс N(t), t = 0, 1, 2, ... называем дискретным процес­сом восстановления, если N(t) равно максимальному значению т, для кото­рого Sm ≤ t — 1. Если величины ξl интерпретировать как длительности существования последовательности заменяемых элементов, то N(t) будет числом восстановлений элемента за отрезок времени (0, t— 1) в предполо­жении, что восстановления производятся в целочисленные моменты времени.В. Феллером в работе [1], исходя из соотношения

P{Sn<t}=P {N(t+l)'≥n}, в частности, была доказана следующая теорема об асимптотической нор­мальности N(t) при больших t. Если μ2< оо, то
, N(t)-- 1 *limP{ .,.J⅛-<¾1 = Φ(¾)—7*= fe 2 du, м, I «У ( J 1/ 2π J

— ∞где μ,= ∑‰ σ≡=i^.
k=0Мы будем рассматривать последовательность

Nι(t), вд, Nπ(t), ...независимых одинаково распределенных дискретных процессов восстановления. 
пСумму Nl(t) мы можем интерпретировать как число восстановлений за 

1=1отрезок времени (0, t— 1) в системе, состоящей из п однородных элементов.



382 А. АлешкявиченеВ работе [2] Б. Григелионисом была получена асимптотическая нормаль- 
лность сумм Nt(t) при больших значениях nut для процесса вос- 

/=1становления, распределение времени восстановления (или величины ξz) кото­рого имеет абсолютно непрерывную компоненту. В. Лютикас в ра­боте [3] получил тот же результат для дискретного процесса вос­становления. Но в обеих работах предполагалось существование четвертого момента времени восстановления, т. е. предполагалось что μ4<oo. В насто­ящей работе доказывается асимптотическая нормальность сумм ∑ Nι(t) для
/=1дискретного процесса восстановления при менее жестких условиях, а именно в предположении, что μ2< оо.Обозначим ^ω=5⅛∑(Mω-Λω),где

A (t) = MNl (t); Fn, t (х)=P { Nπ (t) < x }.
Теорема. Если μ2 < оо, то Um Fa,,(x) = Φ(x)

n,t→∞

равномерно относительно х.Доказательство. Пусть
В силу независимости процессов Nl(t) имеем

/ ⅛^=(^(r)-Λ(θ)∖n f x

где ft(z) является характеристической функцией величины Nl(t). Но (1)
(2)⅛⅛⅛('jH⅛(*(⅛)-'4za

0<∣θ∣<l.Далее, согласно (1), имеем, что7; (z)=Р [Л2 (0 е -feΛ ω/, (z) - 2Л (<) е-ЙЛ <,>∕', (z)+e~^ (z)]∙ (3)Обозначим
лл CD

J,(z)=∑ PιJk и β(z)=∑

к-0 к-0где
00

4k=P{^ι>k} = ∑ Pi-
J≈k+l



Центральная предельная теорема 383Известно, что характеристическая функция ft(z) является коэффициен­том при 5r~1 в разложении выражения

1 — e'zPr (s) = О, (7)т. e. 1 — eizPt (st (z) j ≡ 0. Нетрудно видеть, что при z = 0 уравнение (7) имеет наименьший по модулю положительный корень st (0), удовлетворяющий не­равенствам 1 <j,(0)=l+δ,≤√------ 1+0(⅛)∙∑ Л (8)
Л=1Далее, так как P't (st (0)) ≠ 0, то st (0) является простым корнем. Следова­тельно, мы можем воспользоваться свойствами неявных функций (см., напр., [6], стр. 95 — 102), согласно которым существует такое число ∆r > 0, что уравнение (7) определяет в интервале [ —Δ,, ΔJ однозначную, непрерывную и дважды дифференцируемую функцию s = st(z)t обращающую это уравнение в тождество и удовлетворяющую равенство sf(O)=l+δf. Вместо интервала [ —∆1, ∆t] можно взять интервал, в котором

1-Pfr) = _ßW_ ∕4x(1 - 5) (1 - eizP (j)) 1 - e,zP (s)по степеням 5, (см. [1], теорема 8). Отсюда нетрудно видеть, что производ­ные f't(iz) и f"(iz) являются коэффициентами при 1y'^1 соответственно в раз­ложении выражений Г gω Т __ eizP(s)Q{s)ll-e*P(5)Jlz [l-e*pωi2И (5)Г gω Г = eizP(s)Q(s) . 9 e2izPi{s)Q{s}Il-e'*P(6)Jte [l-e'4P(s)]2 ^tz [1 -eizP (s)]’по степеням s. Но, так как нас будут интересовать только коэффициенты

Пусть, далее, st(z) является корнем уравнения

при st~1, то вместо выражений (4) и (5) мы можем рассмотреть выражения
ßrW e'jA(s)β<(s)l-e*P,(j) ’ [l-e'⅛>,(<и e⅛,,ωβrW , О [l-e"Λ(j)J∙ e≈⅛,,(s)fl<U)[l-<≈⅛>,(0F ’

(6)
где ΛW=∑ ⅛, 2,(j)=∑ ⅛.

Zc=l к=1



384 А. Алешкявиченето вместо интервала [ —∆r, ∆f] можно, например, взять интервал [ —Δ,, Δ,] Тогда при всех ∣z∣≤∆t справедливо разложение

(9)где
t

mι=∑ ⅛⅛=β<(l)=μ1 + θ(7)
*=1и σ2 = μ2-μι∙Имеем, что при ∣ z ∣ ≤ ∆t P't (st (z) j ≠ 0 и Qt (st (z)j ≠ 0. Следовательно, притех же z

q,(^) = e-,2 q,(s) = b Q√⅞ω) 11 -e⅛>,(J) р,(,,{z))-p,(s) р;(j, (z)) ‘ s,(z)→
Г e; (* (Z)) p,l Qi (z)) -^Ql (s, (z)) P" (s, (z)) , <× 1 +-------------------------≠-,-----r--------------- k(z)-s +0Į ∩. (s. 6гЙ P, (s. 'Qι (ft (z)) p; (s, (z))Теперь можем уже найти характеристическую функцию ft(z) как коэф­фициент при st~1 правой части выражения (10). Итак, при всех ∣z∣≤∆f

∕>(z) = e -iz
Qt (st U))
P't (st fc))

(11)
Приступим к отысканию функций f't (iz) и ∕" (iz). Имеем, что (см. (6)) 

e,'2Pt(s)Qt(s) = Qt(s) _ Qt(s) 
[l-e>zPt(s)P [l-e∙zPt(s)P l-e<zPt(s)

eizPt(s) Qf(s) 1 o ea⅛≡ (s)Qt(s) [l-e*P,(s)]a + 2 [l-e'>Pf(s)]8
-9 Gt(s) Ч Qt(s) д- Qt(s)[1 - eizPt (s)]8 ° [1 - eizPt (^)]a ^r 1 - eizPt (s) '

QιW = .-M, a (z) _c-2.z g<(¾(z>)[l-e>zp,(1)]> [P,(⅛(z))-P,ω], P'>(z,(z))(s,(z)-z)*
«, Q',^i^)P',^t^)-QiQi^)p;(s,(.z)) Į I Į Į \Λ,(¾(z))(z,(z)→) ∖ I Z<(z)-5 U



Центральная предельная теорема 385и
Qι (si <Z>)____________

P’,’(s,(z)) (s,(z)-s)’ “

e; (z, (z)) p; (⅛ (z))a (¾ (z)) p,” (⅝ (z)) 1
+°∖(^y)

g>ω =e-3i2 [l-e⅛>r(z)F
-e~3iz

^∙(⅛ω)(⅛ω-s),Следовательно, для всех ∣z∣≤∆f
/; (iz) = e-20t s-∣→ (z) _ e-2⅛ ×Λs(Mz))

Q't (st (z)) P,t (st (z)) - Qt (st (z)) р; (sl (z)) _r z λ 
× ~ st ∖z) ~

— еи
P,ts(s'<z>)

(12)
f ∕,∙z∖ _ 9e-3<z > (>+ О --Г-2 (,) _f∙M-* p;s(j/(2)) 2 S, (z)

- 2e-3'3 Q’ P‘ (Z)^ ~ Q' p, ^' (Z)^ ts~'~1 (z) -

~3e^*z ⅛⅞)wr'^ιω+0(wr'ω) •Далее находим, что при ∣z∣≤∆,
P∣ (Mz)) = μι+(μ3-μι)>z+o(7 + ∣z∣j,

(13)
J7(*ω)

(14)
И

6!(⅛ω)Λ'0-ω)-⅜ a(⅛ω)J7(⅛ω)≡ -μg-μι
И1P,t (*t (z)) Qt (st (z))Согласно (9) существуют такое положительное число c1 и такие доста­точно большие конечные числа t0 и п0, что при всех r>r0 и n≥n0 для всех



386 А. Алешкявиченегде Z любое положительное конечное число, будет иметь место неравен­ство i / \ i i 1 2” ∩ I σ2 — μ11 Zl n5f (z) > 1-----------7= - 2 '---------- -=r- > C1 > 0.Hi σ]∕nt Hi σ"'Следовательно, для всех z≥∕0, n≥n0 и z, лежащих в интервале
H≤ z

σ]∕ nt

st(z) отлична от нуля иz,^,(z) = exp∣ -H∏[1-→z-∙≤^ ¾-+δ, + o(-ψ-- 
= ехр {μj'z+,⅜^2+o(τ+ ∣z∣ +rz2)} ■

Отметим еще, что при предположениях нашей теоремы (15)

и Λ(r)= ÷+⅛ ⅛t'-*+°(i)
i-tι λ

M(M(r)-Λw)2 = ^ + 0(z) = ^+0(θ
(см. [1], теорема 9).В силу соотношений (3), (11)-(16) для всех z, заключенных 

zвале I z ∣ ≤ , и достаточно больших t и п имеем, чтоσ]∕ nt

в
(16)

интер

- 2Л (t) e~'ztP', (z, (z)) s, (z) + 2Λ (r)Λ2 (z. (z)) 4(z)) +
+2Λ(Qe-2 ^+2e.i,1

βr(⅛ω)

_ 2e.2ilf s; (⅜ w) Л (⅜ ω) - ⅜ g- (⅝ ω) г 0> w) j _

r<r+1)2
P,t(st(z))Ql(st{z))

- 3e~iztP,l (st (z)j st (z) + о (/)] =

+/е7Г!+о('|г|)+о(,)}='?+о('|г|)+о(,)-



Центральная предельная теорема 387Отсюда и из (16) для всех z, лежащих в произвольном конечном интервале. I z Į ≤ Z, и всех достаточно больших t \\ п получаем^(1⅛⅛H'<o>=<,(⅛¾)+-'w- <17’Далее, из (2), (16) и (17) находим, что для всех [ z ∣ ≤ Z и достаточно боль­ших п и t

где (18)
Значит, для всех z, заключенных в любом конечном интервале ∣z! ≤ Z, и доста­точно больших t и п ft(^r=∖ отлична от нуля, п из соотношений (1) и ‘ ∖σVw∕∕(18) окончательно получаем

(--))]=-lim ln∕π.f(z) = lim п Inf 1 — (∣^ + R∏,t 
n,t→∞ ' π,t→∞ I- 2 ∙Теорема доказана.В заключение автор выражает глубокую благодарность В. А. Статуля- вичюсу за постановку задачи.Институт физики и математики Поступило в редакцию-Академии наук Литовской ССР 1.И. 1967Вильнюсский Государственный педагогический институт

ЛИТЕРАТУРА1. W. Feller, Fluctuation theory of recurrent events, Trans. Amer. Math. Soc., 67, 98— 119, (1949).2. Б. Григелионис, О центральной предельной теореме для сумм процессов вос­становления, Лит. мат. сб., IV, 2, 197—201 (1964).3. В. Л ю т и к а с, О центральной предельной теореме для сумм дискретных процессов восстановления, Лит. мат. сб., VI, 3 (1966).4. А. Алешкявичене, Асимптотическое разложение для распределения числа появлений рекуррентного события, Лит. мат. сб., VI, 1, (1966), VII, 1 (1967).5. А. Алешкявичене, Большие уклонения для числа появлений рекуррентного события, Лит. мат. сб., VII, 2 (1967).6. Справочная математическая библиотека, Математический анализ, дифференциро­вание и интегрирование, Физматгиз, 95—102 (1961).
CENTRINĖ RIBINĖ TEOREMA DISKRETINIŲ ATSTATYMO 
PROCESŲ SUMOMSA. ALESKEVICIENĖ
(Reziumė)Sakysime, turime seką {ξ∕} nepriklausomų neneigiamų vienodai pasiskirsčiusių- at­sitiktinių dydžių, priimančių tik sveikas reikšmes k su tikimybėmis Pk≈P { ξ∕=Λ}, £=0, 1». 2............. /=1, 2, ...,



388 А. АлешкявиченеŽymėsime
F(*)=P{ξ∕<x}, ∞

= ∑ k,Pk<

k=0s0=o, ξ∕,
vadiname diskretiniu atstatymo procesu, kai

m

sm=
/=1Atsitiktinį procesą N(t), t=0, 1, 2,...,AT (r) = max { m : Sm≤t- 1 }.Darbe nagrinėjama seka { N∣(t)} nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių diskretinių atstatymo procesų. Įrodoma: jei μ2<∞, tai tolygiai x atžvilgiu

Čia
n x u*Jiτz{⅛ ∑ H-λ<'H}=⅛ f e~du-

Λ(r)=≡∕(∕), σ≡ = ^* 
μ?

THE CENTRAL LIMIT THEOREMS FOR SUMS OF THE DISCRETE 
RENEWAL PROCESSESA. ALESKEVICIENE
(Summary)Let {ξ∕} be a sequence of independent nonnegative equally distributed random va­riables, having only integer values k with probabilities p*=P{ξ∕=Λ} k = Q, 1, 2, ..., 1 = 1, 2,...Let

F(x)=P{ξ∕<x}, 00μr=y krp∣ct

k=0s0=o, sra=2 ξ'∙∕ = 1 m=l, 2, .The stochastic process 2V(r) = max { m : Sm≤r-1 } . r = 0, 1, 2, .... is called the discrete renewal process.The sequence { Ne(t) } of the independent equally distributed discrete renewal proces­ses is examined in this paper. We prove that if μ2<∞ then
X 
∕√x∕{i⅛ ,ξ H-λ<'¼} =⅛

— co

U»
e 2 du

uniformly with respect to x, where
A(r)=MM(f),


