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О СТРОГО КОСИНГУЛЯРНЫХ ОПЕРАТОРАХ

Ю. Н. ВЛАДИМИРСКИЙВсе рассматриваемые пространства предполагаются банаховскими, а операторы - линейными и ограниченными.Будем придерживаться терминологии из [2]. Нормально разрешимый оператор А: X→Y (или, что то же, оператор A∖X→Y, имеющий замкну­тый образ Im Л) называют Ф+ — (Ф_ —) оператором [1], если dimKer√4<oo (codim Im А < oo)*∖ оператор В: X→Y называют Ф+ — (Ф_ —) допустимым воз­
мущением [2], если А + В есть Ф+ — (Ф_ —) — оператор для любого Фч — -(Ф_-) оператора А.Изучая Ф+—допустимые возмущения, Т. Като [3] ввел важный класс операторов, названных им строго сингулярными. Это — операторы T.X→Yt сужение которых на любое бесконечномерное банаховское подпространство в % не есть изоморфное вложение (или, что то же, не имеет одновременно нулевое ядро и замкнутый образ). Т. Като показал (см. также [2]), что строго сингулярные операторы Т: X→Y являются Ф+—допустимыми возму­щениями и образуют замкнутое подпространство в пространстве L(Ar, У) всех ограниченных линейных операторов из X в У, притом являющееся дву­сторонним идеалом, когда X = У.Определение строгой сингулярности оператора Т: X→ У можно перефор­мулировать следующим образом: не существует бесконечномерного банаховс- кого пространства Е и изоморфных вложений i1∙.E→Xi i2ιE→Y, для кото­рых была бы коммутативна диаграмма

х τ ÷ Y

А. Пелчинский [4] ввел дуальное понятие, назвав оператор T'.X→Y строго 
несингулярным, если не существует бесконечномерного банаховского прост­ранства Е и (гомоморфных) наложений h1: X→E, k2: Y→E, для которых была бы коммутативна диаграмма

X —I—> У∖λ1 /
В настоящей статье доказывается, что строго косингулярные операторы являются Ф_—допустимыми возмущениями и образуют в L(Xi У) замкну-♦> Приведенное здесь определение Φ+~(Φ--)-оператора взято из [2] и несколько от­личается от определения, данного в [1].



400 Ю. Н. Владимирскийтое подпространство, являющееся при X = Y двусторонним идеалом.Условимся еще о некоторых обозначениях. Под словом ,,подпространство“ всегда будем понимать замкнутое подпространство. Следуя В. Птаку, будем использовать обозначение У^Удля выражения того, что X есть подпрост­ранство в У. Пусть X1ζX. Тогда Xį- = {x* ∈ X*: <x, x*>=0 для всех 
xeX1}. Если TeL(Xi У) и X1ζX, то Т∣X1 обозначает сужение оператора 
Т на X1.Лемма 1. Пусть TeL(X, У). Тогда „Т строго косингулярен“+±„ су­
жение Т* на любое бесконечномерное слабо замкнутое подпространство в У* не есть изоморфное вложение11.Доказательство. Как известно, слабо замкнутые подпространства в У*-это подпространства, представимые в виде Y-j-, где УХ€У. Пусть y1<gy. Обозначим через φ: Y→Y∣Y1 каноническое наложение, через i',,Yj∙→Y* кано­ническое вложение. Рассмотрим коммутативную диаграмму

X* <____ у*<_________ (У/У1)*

где j = i~1 φ* — изоморфизм. Пользуясь теоремой VI. 6. 2 и леммой VI. 6.3 в [5], заключаем, что ,,φT наложение“ ≠= ,,T*φ* изоморфное вложение“ ≠r 5± ,,T*i изоморфное вложение“. Остается заметить, что „dim Yf- = ∞lt 5± „dim Y∣Y1= ∞lt.Лемма 2. Пусть TeL(X, У). Если Т*|^± не есть Ф+ —оператор, то 
для любого ε > 0 найдется бесконечномерное Yį- Yį- и вполне непрерывный 
оператор AeL(Y*, X*) такие, что T*I jl=Λ∣ 1 и ∣ А∣ <ε.

γ2 γ2Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 4.1 в [2]. Так как Т*\ ± не есть Ф+-оператор, то для любого ZšYį- с 
Г1dim Yį-ĮZ < ∞ T* |_ не есть изоморфное вложение. (Действительно, пусть 

Yį- = Z +К, где dim K=n<∞. Тогда если T* (Z) замкнуто и Кег (Г* |2) = 0, то T*(Yj-) замкнуто и dimKer(T*∣ jJ≤λ<oo). Возьмем произвольное ε>0.yι 'Найдется у^еУ^ такой, что ∣y{t∣ = l, ∣T*yf ∣<ε∙2-2. Тогда найдется 
y1eY такой, 4τo<y1, yf>=l, ∣y1∣<2. Предположим, что построены биор- тогональные системы {у*}?-1, {yfc}ι-1,(y* ∈ У^, yfc∈y) такие, что∣y*l = l, lyd<22fc-1, ∣T⅜∣<ε.21-3*(*=l, ...«-D- (DОбозначим {y1, ..., yfl-1}j' = E. Ясно, что dim Yį-/(Yį- ∩ ^)≤dim Y*∣E< ∞, следовательно, Т* | не есть изоморфное вложение. Возьмем у* ∈ Y-j- ∩ rι ∩E∩ {y1, ..., yπ-1}1 такой, что ∣y*∣=l, ∣T*y* ∣ <ε∙21~3" и gnεY такой, что 
<gn, У*> =1 и I g„| <2.

л— 1Положим yπ=gn-∑ <gn,yH>yll- Тогда <у„, у?> = 8„, k(fc= 1...............л) и ∣j>n∣<
Λ=l



Острого косингулярных операторах 401<22n^1. Таким образом, по индукции можно построить биортогональные последовательности {j>*}Γ, {Ja}Γ (у* ≡ У^, jfc∈T) такие, что для всех k вы­полняются соотношения (1).Определим оператор А: Y*→X* равенством
∞

Λy*= ∑ <yt,y*>T*yi.
Jt=lЯсно, что А вполне непрерывен и ∣ А ∣ < ε. Но А = В*, где
со

Bx= ∑ <x∙ r*J,*>Λ∙
Jt=lПоэтому Ker(Т* — А) = (im (Т— В))Хслабо замкнуто. Обозначим Yį- ∩ Кег (Г* — 

—A)=Yį-. Для завершения доказательства остается заметить, что dimyJ- = ∞. Это следует из того, что для всех к Ayį=T*yį и yįeYį-, причем у* ли­
нейно независимы.Теорема 1. Пусть TgL(X, У). Тогда следующие условия эквивалентны:

а) Т есть строго косингулярный оператор;
б) для всякого бесконечномерного Yj-ζY*, T*∣ χ не есть Φ+-onepa-

rι

тор;
в) для всякого бесконечномерного У^У* найдется бесконечномерное 

Yį- (С У-j- такое, что Т* | ± вполне непрерывен.
γ2Доказательство, a)∑∑÷6). Пусть найдется бесконечномерное Y±ζ У* такое, что Т*∣jrχ есть Ф+—оператор. Тогда dim Кег (τ* ∣ jrl) < оо. Из теоре­мы Хана-Банаха следует, что существует Z-l^Y{- такое, что Yį~ = = Кег (т* fγ± ) + Zj^. Тогда Кег(Г* |z±) = 0, а так как Т* (Z1) = Т* (Y∖), то 

Т* (Zj^) замкнуто. Следовательно . T* Į ± есть изоморфное вложение. Но так как dimz-l = ∞, то это противоречит лемме 1.6)→b) следует из леммы 2.B)→a). Пусть выполнено условие в). Возьмем [произвольное бесконечно­мерное yι1 € У*. Из теоремы Рисса (см. теорему IV. 3.5 в [5]) следует, что Т*| ± не есть изоморфное вложение. Из леммы 1 следует а).
yιСледствие 1. Если оператор B'.X→Y строго косингулярный, a T:X+-Y 

есть Ф_ —оператор, то Т+В есть Ф_ — оператор.Доказательство. Заметим сначала, что „Г есть Ф_ —оператор“÷- 
„Т* есть Ф+-оператор“. (Это следует из того, что ,,ImT замкнут“ ,,hnT* замкнут“ (см. теоремы VL6.2 и VI. 6. 4 в [5]) и из соотношения dimКег T* = dim (У/Im Г)*). Предположим, что |Т+В не есть Ф_—опера­тор. Тогда (Т+В)* не есть Ф+—оператор. В силу леммы 2 существует бес­конечномерное yit^F* такое, что (Т+В)*|у± вполне непрерывен. Пользуясь 



402 Ю. Н. Владимирский,теоремой 1, найдем бесконечномерное Yį- (g Yf такое, что В* | вполне 
γ2 непрерывен. Тогда Т* | ± вполне непрерывен, и из теоремы Рисса (см. так-

Г2же теорему 4.1 в [2]) следует, что Г* не есть Φ+.-оператор. Но это проти­воречит тому, что Т есть Ф_—оператор. Значит, Т+В есть Ф_—оператор.
Замечание. Легко убедиться, что утверждение, содержащееся в следст­вии 1, сохраняет силу, если Т: X→ Y— замкнутый (но, вообще говоря, неог­раниченный) Ф_ — оператор.
Следствие [2. Множество всех строго косингулярных операторов из 

L(X, У) образует замкнутое подпространство в L(X, У), являющееся дву­
сторонним идеалом, если X = У.Доказательство. В [4] (см. предложение 1) доказано, что мно­жество всех строго косингулярных операторов из L(X, У) замкнуто, и что если B.X→Y строго косингулярен, AeL(Z1, X), CeL(Y, Z2), то В А и СВ строго косингулярны. Из теоремы 1 (α<±6) следует, что сумма любых двух строго косингулярных операторов из L(X, У) также есть строго косингуляр- ный оператор. Отсюда следует доказываемое утверждение.

Следствие 3. В пространствах lp(p^≥V) и Со строго косингулярные 
операторы вполне непрерывны.Доказательство. Утверждение следует из теоремы 5.1 в [2] о единственности нетривиального двустороннего замкнутого идеала в L(E, Е) (где Е—пространство одного из указанных типов) и следствия 2.

Замечание. В [2] построен пример строго ^сингулярного оператора 
T.X→X, который не является Ф_—допустимым возмущением. Используя конструкцию этого примера, нетрудно построить пример строго косингуляр- ного оператора T.X→X, ’не являющегося Ф+—допустимым возмущением. Остается открытым вопрос: существует ли Ф+ (Ф_ —) допустимое возмуще­ние Т: X→X, не являющееся строго сингулярным (строго косингулярным) оператором?Автор выражает глубокую признательность А. С. Маркусу и Д. А. Рай­кову за постановку задачи и помощь в работе. Поступило в редакцию Москва 17.11.1967
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О строго косингулярных операторах 403
APIE GRIEŽTAI KOS1NGULIARINIUS OPERATORIUS

J. VLADIMIRSKIS
(Reziumė)

Sakykime, X, Y — Banacho erdvės. Darbe įrodoma, kad bet kuriam Ф — operato­riui 4.∙X→y ir bet kokiems griežtai kosinguliariniams operatoriams B.,X→ Y ir C.,λ→ У, 
A+B yra Ф_ — operatoriaus, o B+C — griežtai kosinguliarinis operatorius.

ON STRICTLY COSINGULAR OPERATORS

J. VLADIMIRSKI
(Summary)Let X, Y are Banach spaces. In this article are prove that for every ф_ — operator A.X→y and strictly cosingular operators B:X->Y, and C>X→Y, A+B is а Ф_— opera­tor and B + C is a strictly cosingular operator.




