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О СХОДИМОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ РЯДОВ

Н. С. НАСЕКОВСКАЯ
§ 1. Рассмотрим ряд ∑ ¾Pn(z), (1)

л=0где
ЛP0(z)=l, Λ(z)=∏(l-⅞),

v=lи последовательность {λv} такова, что ∣λv∣↑ со. Обозначим 
где сумма распространена на те индексы v≤w, для которых θ1≤argλv<θ2.Пусть существует относительная угловая плотность последовательности {λv}, то есть для всех <9∙1, θ2, не принадлежащих некоторому счетному множеству, существует lim√1∙β, = F(θ2)-F(⅜1),

n→∞ Snгде F(θ) — некоторая монотонная функция. (Заметим, что, если, в частности, последовательность {Sπ} ограничена, то относительная угловая плотность последовательности {λv} всегда существует.)
Теорема 1. Если последовательность {λv} имеет относительную угло­

вую плотность, хотя бы одно из чисел А и В, где
2π 2π

A= [ cosψ<ZF(ψ), B= f sin ψ<ZF(ψ),
О о

отлично от нуля, и если ряд (1) сходится в точке⅞ = xo + 0'o≠Mv=l, 2, ...),
то ряд (1) сходится в любой точке

z = x + iy, 
для которой

A(x-xfi) + B(y-yo)>0.Для доказательства рассмотрим сумму
∑ ¾Λ(z)=2 dnPn(z6)∙-⅛⅛Ij.

п=р п=р



472 H. C. НасековскаяОбозначив anPn (z0) = A„ и = B„, при помощи преобразования Абеля по­лучим, что
9 д-1 я q

2 ¾P,(z)= ∑ [(2>.-⅛+1) 2 a]+⅞ Ž А-
л=р я=р k=p k=pТак как, по условию, ряд (1) сходится в точке⅞ = xo + υ,o≠∖ (v=l, 2, ...),то для любого η>0 найдется такое р0, что при tf>p≥p0 оI ∑ ∙4⅛ ∣<η-

k-fНо, каковы бы ни были ε>0 и z, при достаточно большом п [4] имеем I b I l-Pn(z)∣ M1e×p {-(Ax+By-ε)Sn}1 "l IΛ1(⅞)I Мехр{-(^0+ВЛ + е)5л} 
= N • ехр { - [А (х - х0) + В (У - Jo) - 2ε] S„ }, где N>0 зависит от ε, но не зависит от п.Поэтому при достаточно большом пι¾-⅛+ι∣=ι⅛ι∙∣ 1~τ+1∙÷ l=∣⅛ι∙∣ λz~∖ |<I λ∏+i- zo I I ^n+ι-∙⅞ Iλ, ехр {-[Л (x-x0)+B O'-yo)-2ε] Sn }< c ■~ π⅛i ’где С — постоянная (z — фиксировано, п = 1, 2, ...). Таким образом,I 2 anP. (z) I <η. { С ∑ +

п=р+ ΛΓ∙exp{-μ(x-xo) + ^(j-Jo)-2ε]¾}Пусть точка z = x + iy такова, что
A(x-x0) + B(y-y0)>Q.Взяв такое ε>0, что A(x-x0) + B(y-y0)>3ε, получим

Σ α"p"W ∣<η,{c ∑ ^г+№_‘5’ }•

п=р -----

n≈p

(2)Оценим сумму я—р

Пусть
9-1
Σ

п=р

-εs 
е___ п_∣λn∣ •

тогда
n=p n∙=pи пусть функция f(x) такова, что ∕'(x)>0, ∕*(x)<0 (f' (х) — убывающая функция j. По теореме Лагранжа (и - 1 <х < п),-i)=∕zω <∕∙'(*-i).



О сходимости интерполяционных рядов 473Поэтому ∑ ⅛f < ∑ e^'zw∙∕'(n-1)< ∑ e-,z<"-l>∙∕'(и—1)<
п—р п=р п=р

h-2
< ∫ c-.∕<*) f {x) dχ = -L (e-⅛-. - (3)

Р-2Из (2) и (3) следуетI 2 anPn(z) Į <η I -∣- [rε¼-e-εM + Nrt }. 
п=рТак как число η > 0 — произвольно, то теорема доказана. Теорема 2. Пусть lim Sn = 00,

n→∞

4∑∙-!5 = « = Йш —.
n→∞

со

если, ряд 2 flv расходится, (α≥0), и
v=0 b∣∑>,∣ S=β = lim----- ,

n→∞
00

если ряд av сходится, (-oo≤β≤0). Тогда ряд (1) сходится во всех v=0
точках z, принадлежащих полуплоскости

Ax + By-S>Q, (4)
и расходится в точках z≠λv (v=l, 2, ...), для которых

Ax+By-S<Q.
аоДоказательство. 1. Предположим, что ряд av расходится и v=0 а< 00. При помощи преобразования Абеля получим, что

т т—1 k л—1 т
∑ a∣,J,∣,(z) = ∑ [P*-P*+ι) ∑ av]-Λ X a,+Pm £ а,, 
k=n k=n v=0 v=0 v=0Имеем (5)

M,∙exp{ -(^x + B>' + ε)Sn}<∣Pn(z)∣<W1∙exp{ -(^x+By-ε)Sπ}, где Λf1 и Λf2 > 0 — константы независящие от л, иIА -Л+11=IА (z) ∙ p*tζlι,l .Пусть I z I ≤ R, тогда при достаточно большом k будем иметь, чтоIA (z) - A+ι (z) I ≤ C1 - t →-(Λ*+¾,-ε>⅞} fгде C1 - константа, независящая от k.



474 П. С. Насековская.Из определения числа а следует, чтоI į αv ∣<C2√4+'>∖
v=0где С2 — константа, независящая от п.Из равенства (5) получим, чтоI į ¾Λ(z) ∣<c1∙c, ∑ exp +

к=п к=п+ C2∙Λf1[exp {-(Ax + By-a.-2ε)Sπ} + ex1p {-(Ax + By-a-2ε)Sm}]. Возьмем точку z = x + iy≠∖, (v=l, 2, ...) такую, чтобы Ax + By-a = 3ε.Имеем I f ¾Λ(z) ∣<Z>1 £ ^+Z)2(e-^ + e-⅛), (6)
к=п к=пТаким образом, неравенства (3) и (6) показывают, что ряд (1) сходится в точке z, для которой Ax + By-a = 3ε, и так как ε>0 — произвольно, то в силу теоремы 1 ряд (1) сходится в полуплоскости

Ах + By — а > 0.
®Пусть теперь, ряд £ αv сходится.

v=0Имеемf akPk(z)= 2 [(A-Λ-ι) ∑ ≡,]+Λ ∑ ^^∙p"∙ Σ a"- <7>
k=n fc=n+l v=fc v=n v=j∏+1Рассуждениями, аналогичными приведенным, с использованием нера­венства I jrβ,(<⅛√^⅛

v=nгде С3 — константа, независящая от и,получим, что ряд (1) сходится в точке z=x+iy, для которой Ах + Ву—β>0.2. Предположим, что ряд (1) сходится в точке
z = x + iy≠∖, (v= 1,2, ...),причем Λx + By>0.Пусть αvPv(z) = Z>v(z). Применим преобразование Абеля:

Σ a*=∑ pl =
-⅛∙∑√∑i(⅛-⅛) ∑ +⅛ ∑ »»

v=π k=n 'v=k+l v=m+lПри некотором фиксированном z имеемj ∣<Λf∙exp {(Λx + jBy + ε)t⅜},где М — константа, независящая от к, и fe > 0 — любое.



О сходимости интерполяционных рядов 475Найдется v = w0 такое, что при любых η>0 ε1>0 и m>n>n0 будут иметь место неравенстваI 2 ¼∣<η И ^[⅛i+εv=π Тогда из (8) с учетом равенстваJ________ 11 z
Pk+ι Рк Рк "λk+ι~Z получимI f «, (<η∙[Λ∕∙exp {(^+⅛-+e)S,}+M1 ∑ e*p ^lff÷*)⅛l++ Λ≠∙exp{(^x+By + ε)‰} ], (9)где М и M1 — постоянные.Положим n = n0, тогда первое слагаемое в скобках постоянно, а второе будет оцениваться [1] величиной^⅛+7∙exP{(^ + ^ + ≡)‰}∙Таким образом, имеемj 2 flv ∣<η∙Λf4∙6xp {(Λx + By + ε)S,π}.v=π0Отсюда следует, что

mIn I ∑ °v IΛx+j5>≥lim ---------------- , (10)
m→∞то есть Ax + By≥S, и, следовательно, точка z = x + iy находится внутри или на границе полуплоскости (4).Пусть теперь ряд (1) сходится в точке

z = x + iy≠λv (v=l, 2, ...),для которой Ax+By<-ε<0. В этом случае (в соответствии с теоремой 1)соряд αv сходится.v=0Из неравенства (9) при m→oo получим2 ∣<η∙∣Λ∕∙exp {(Ax+By + ε)Sa}--~⅛^∙∞p {(Ax + By + ε)Sn-2}],
v=nоткуда I ∑ αv ∣<η∙M3∙exp {(Ax+By + ε)Sa},

и Ax + By≥β = S.Теорема доказана.Рассмотрим теперь случай, когда A = B≈0. Имеем 
Mi-e^csn<∖Pn(z)∖<Ml∙e's∙>, где ε > 0 — любое.



476 H. C. Насековская

Пусть сначала ряд αv сходится, и β<0. Из определения числа β имеем v=0

Так как
где М—постоянная, то при ∣z∣≤2i' из (7) получим

∑ mmz)∣≤λ∕.λ ∑ sφw÷⅞)¾ +
+ M1 exp {(β + 2ε) S11} + Λf1 exp {(β + 2ε) 5ra}.Взяв ε>0 такое, чтобы β + 2ε<0, и воспользовавшись неравенством (3) для

тсуммы 2
Λ=∏+l

т

lim ∑ ¾λ(z> =о.

Таким образом, ряд (1) будет сходиться при любом z.∞Пусть теперь ряд αv расходится и α> 0. Тогда, предположив, что 
v=0ряд (1) сходится в какой-нибудь точке
z≈x + iy≠Ki (v=l, 2, ...),мы из неравенства (10) получим, что a≤0. Следовательно, в этом случае ряд (1) расходится во всякой точке z≠λv (v=l, 2, ...).

нее [3].§ 2. Пусть теперь относительная угловая плотность последовательности {λv} не существует.Обозначим 

где
а σ* = [ψ*, Ψfc+1)>

S<P = S%k, Ψ⅛+ι.



О сходимости интерполяционных рядов 477Имеются оценки [4]
( Г i SW η )Λf2∙exp {-I∑ (*cos⅛w+,FSm⅛*>) -⅜-+εJ ∙Sj≤∣Pπ(z)∣≤, *-ι " ,≤ Mi exp {-[∑ (xcosφ,14>+3>smφ^>) -⅜-—εl S,}, (11)

где M1 и M2>0 - константы, ε>0 — любое, φc∕0∈σλ — такое, что xcosΘ + +y sin Θ принимает наименьшее значение в этом интервале; а <⅛fcj ∈ σk — та­кое, что xcosΘ+jsinΘ принимает наибольшее для этого интервала значе­ние; неравенства справедливы при любом разбиении плоскости на углы лучами ψ1..............ψ9, (q — любое).Возьмем какой-нибудь луч argz = γ (0≤γ<2π) и рассмотрим на этом луче точки z = x + iy≠∖t (v=l, 2, ...). Так как неравенства (11) справед­ливы при любом разбиении плоскости, то можно считать, что лучи γ + + у и γ--^ являются лучами разбиения.Рассмотрим
9 sw2 (х COS φ<∕0 + У sin φ<∕0) =Λ=l n= ]∕x2+У2 • Į 2 (cos Y cos 9(ifc) + sin γ ∙ sin -f^^] =

fc=ι n= ]∕x2 +y2 ∙ 2 cos (φι*0 - Y) -⅛^ ∙
⅛=ιТогда

± swУ (x COS φV0+J sin φV0) —į ≥ 
k=l

≥]∕x2+y2-{ ∑1 cos (φ<∕0 -γ) α (σi) + ΣJ (cos φ,1t, - γ) β (σ4)}, где сумма ΣJ распространена на те индексы, для которых cos (<йЛ) - γ) ≥ О, а сумма Σ[ — на те индексы, для которых cos(φ^-γ)< 0.Положим
÷Λι (γ) = ∫ COS (ψ - γ) a (<∕ψ) = sup ∑i cos (φ<1t> - γ) a (σt)t (Λx (γ) > 0),

∕1 
+

#i (γ) = f cos (Ψ - γ) β (<zψ) = sup ∑1 cos (φ<∕0 - γ) β (σfc), (B1 (γ) ≤ 0), ∕xгде верхняя грань берется по всевозможным разбиениям соответствующих полуплоскостей.АналогичноД sw ,_______ * sw∑ (* cos <⅛k>+у sin φ^) = ]∕x2 + y2. 2 cos (<⅛*> - γ) ≤
Л=1 Л=1≤ ]∕χ2+y2 ∙ { ∑2 cos (<p½*> - γ) β (σjk) + Σ⅛ cos (q⅛*> - γ) a (σft)}, где сумма Σ⅛ относится к тем к, для которых cos (φ⅛fcj - γ) ≥ 0, а сумма ∑2 - к тем к, для которых cos(<⅛a°-γ)<0.



478 H. C. НасековскаяПоложим
⅛(γ)= f cos (ψ - γ) β (<Zψ) = inf Sį cos (φ⅛fe> - γ) β (σt),

I,

Bi (γ) = f cos (Ψ - γ) α (Jψ) = inf cos (φξ∕0 - γ) a (σjk).
ιtИтак, получаем следующие оценки:Λf2 ∙ exp { - [∣∕x2+j2 ∙ C2 (γ)+εj Sn } ≤ ∣ Pn (z) ∣ ≤≤Λ∕1∙exp {-[V^+J2∙C1(γ)-εJ5o}, (12).где C1(γ) = Λ(γ) + B1(γ), C2 (γ) = A2 (γ) + Bi (γ) (c2(γ)>Cl(γ)).Рассмотрим ряды Дирихле∑ ∣aje-z^c∙ω^,

л= 1∑ |a„ \e-^e.Msn

Из (12) и известных формул для абсциссы сходимости рядов Дирихле сле­дует
Теорема 3. Пусть

In ∑ l"*'l 00

h= lim
n→∞

k=0 если 2 Į ak ∣ = ∞ ,
k=0

Sn

и

in 2 ∣α*∣ co

h= lim
n→∞

k=n 
Sn

если 1 ak ∣ < ∞.
k=0

Ряд (1) сходится абсолютно в точках z = x + iy луча argz = γ, определен-
ных неравенствами l∕x2+j>2>-^y, если C1(γ)>0 
и

]∕x2+y2 < ęjįįį , если Cl (γ) < 0.
Ряд (1) не сходится абсолютно в точках z = x + iy≠‰ (v=l, 2, ...) луча argz = γ, для которыхVx2+j2<-^γjy, если C2(γ)>0,

yx2+j2>-Λ-ι. если C2(γ)<0.Заметим, что если C1(γ) = 0, C2(γ)>0 и Λ<0, то ряд (1) сходится аб­солютно во всех точках луча argz = γ.



О сходимости интерполяционных рядов 479В самом деле, в этом случаеI Р„ (z) I < е61 s" (ε1 > О - любое).
∞Ряд ∑ Į а„ Į e~xSn сходится при всех x>h, а, значит, и при х = 8, где 

h < 8 < - ε1. Но ∣αn∣ eε*s"< |a„| e~8s*.Тем самым утверждение доказано.Аналогичными рассуждениями доказывается, что, еслиС2(у) = 0, C1(γ)<0 и h > 0, то ряд не будет сходиться абсолютно ни в одной точке z = х + iy ≠ λv (v=l, 2, ...) луча argz = γ.Замечание об относительной угловой плотности. Если последовательность {λv} имеет угловую плотность, не равную тождественно нулю, то существует и относительная угловая плотность этой последова­тельности.В самом деле, пусть lim-rΛ∣=P∙ (13)v→∞ IÄv IРассмотрим подпоследовательность {λvjfc} последовательности {λv} такую, чтобы θ1≤argλvfc<θ2,где θ1 и θ2 не принадлежат некоторому исключительному счетному мно­жеству.Из существования угловой плотности для последовательности {λvfc} сле­дует, что ton =D1. (14)
k→∞ I λ*k IБудем сначала считать, что D1>0.Из равенств (13) и (14) имеем, что для всех v>v0(ε) и fc≥fc0(ε) (ε>0 — любое) <7,-≡)÷≤⅛<β+ε>v- (15>(D1-ε) ∣≤-∣^-τ≤(Oι + ε)l. (16)

Просуммировав неравенства (15) и (16) соответственно по v(v0≤v≤p) и 
к (k0 ≤ к ≤ z), где р — число точек λv, a t — число точек λvfc в круге | z į ≤ R, 

*⅛W=l' (17)и пользуясь известными оценками частных сумм гармонического ряда, получим
р

Mi + (D-ε)∖np≤yi -∣y-j-≤(D + ε)lnp + Λf1, v=lΛ'8+(A-e)tar≤2 Jχ~f ≤(2,ι+ e)lnt + rf'∙
к=1где M1, M2, N1, N2 — постоянные.



480 H. C. Насековская

Из соотношения (17) следует, что

Обозначив
Σ ∣λv∣ и S(⅛ -∑ ∣λr 1 ’ 
v=l fc=l. *имеем (Z>1-ε) In r + 2Va s ⅞) (Z>1 + ε)ln t + N1

(D + ε) In p + Mi "i5 S (R) (D — e) In p + Λ∕a *

и поэтому существует относительная угловая плотность последовательности{λv}, равная
Dλ
D 'Если же Z>ι = 0, то нетрудно видеть, что 

S(R)^<ε∖np + N3,
S (R) >(D- ε1) Inp + M3,где ε > 0, ε1 > 0 — произвольные, а N3, М3 — некоторые константы. Следовательно, 1. SCR)<h'*∙ n

Пусть теперь последовательность {λv} такова, что Z> = 0 (следовательно, также и Z)1 = 0), а
∑∣÷r∞∙v=lПостроим пример, показывающий, что в этом случае относительная уг­ловая плотность последовательности {λv} может и не существовать.Пусть числа последовательности {λv} будут расположены на двух лучах arg z = 0 и arg z = θ ≠ 0 указанным ниже способом, а ∣ λv ∣ = (v + 1) In (v + 1).Очевидно, что α□D = lim z , l4Γ ; τfr- = 0, и У i-τ-r=oo. v→00 (v+l)ln(v+l) I Ху I

v=lПусть на луче argz = O будут расположены те λv, для которых 
p3k + 1 ≤v≤P2Λ+1, а на луче argz = θ те λv, для которых-p2fc+1+1 ≤v≤p2*+2» (fc = O, 1, 2, ...), причем po = O, a остальные pm(m=∖, 2, ...) определяются неравенствами

pm+ι~1 p∕n÷ι
Σ Ш<2- но ∑ T⅛T"2"+,∙ 

v=Pm+l ''=*m+1Если обозначить Ąo) = У , где суммирование распространено на теI λv I
v≤n

S(0)λv, для которых argλv = O, то, очевидно, что отношение -į— сколь угодно ∙J∏2 1близко к у, если n=p2jk+b и к у , если п=Рък> ak — достаточно велико.



О сходимости интерполяционных рядов 481
«<►>, О»Поэтому lim л._____ не существует при любых θ1, θ2, для которых

n→∞ sπθ1≤0<θ∙2 и 8- не принадлежит интервалу (θ1, θ∙2).Следует заметить, что относительная угловая плотность может суще­ствовать и тогда, когда последовательность {λv} не имеет угловой плотности.В частности, если вся последовательность {λv} расположена на одном луче, то относительная угловая плотность всегда существует.Московский институт Поступило в редакциюхимического машиностроения 27.XI 1.1966
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INTERPOLIACINIŲ EILUČIŲ KONVERGENCIJAN. NASEKOVSKAJA
(Reziumė)Darbe nagrinėjama eilutė
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∑ aπPn(z),

n=lkur
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fc=lir { λn }(∣λn∣ f oo) yra kompleksinių skaičių seka. Atveju, kai seka {λn} turi sąlyginį kampi­nį tankumą, nustatoma minėtos eilutės konvergencijos pusplokštumė. Bendru atveju įve­damos viršutinio ir apatinio kampinio tankumo sąvokos ir nustatomos dvi sritys: vienoje, jų eilutė konverguoja absoliučiai, kitoje eilutė absoliučiai ne konverguoja.
SUR LA CONVERGENCE DES SERIES D’INTERPOLATIONN. NASEKOVSKAJA
(Resume)On considėre la serie
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Σ an Λ (z)i

π=lOU
⅛ω-ri (1-⅛)∙

k=∖Dans le cas ou la suite des nombres complexes {λn} (∣ λ∏ ∣ ↑ ∞) possėde une densitė angu- laιre relative, on trouve le demi-plan de la convergence simple de cette serie. Dans le cas general on introduit des notions de densitė angulaire relative superieure et de densite angulaire relative inferieure. A Γaide de ces notions on trouve un domaine, ou la serie converge absolument et une autre domaine, ou la convergence absolue n’a pas lieu.




