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РОМБИЧЕСКИЕ И РОМБОЭДРИЧЕСКИЕ СЕТИ В ТРЕХМЕРНОМ 
ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. ПАДЕРВИНСКАСТрехмерная сеть, описываемая вектором r = r(w1, и2, и3), называется [1]: ромбической, если r21: ⅛: ⅛ = А (и2, u3)ιB(u1, u3): С (и1, м2); (1)ромбоэдрической, если
В этой заметке исследуются существование и автоморфизмы таких се­тей, а также возможность включить однопараметрическое семейство поверх­ностей в ромбическую или ромбоэдрическую сеть.
Дифференциальные уравнения и существование ромбических сетей. Чтобы выполнялось равенство (1), необходимо и достаточно, чтобы производные ruι, ruι, rus, которые дальше будем обозначать соответственно r1, r2, r3, удов­летворяли системе дифференциальных уравнений:Г?(r>)2(ril∙,v+>∙irw) + 2(⅛)2⅛¾∙)(ηru)[j∙, √] = 0, i, j=l, 2, 3; (3) скобка [i, j] означает альтернирование по индексам i и j. Уравнение (3) получаем исключая Л, В, С из уравнений (1). Среди уравнений (3) только два являются независимыми.После преобразования

ur = u1 + u2 + и3, w2' = w2,
u3' = u3,

(4)из системы (3) получаем:[(2rrrα,+⅛)rr-⅛rα.]rrrr=Fα.. (а' = 2, 3);
Fa' — рациональная скалярная функция производных вектора г; от rrrr Fa не зависит. Отсюда, после заменыη, rr r r = x}, x}> r r + х$ х$ r r + j# xjz r r, получаем уравнения, которые можем разрешить относительно x}, rι,, jφ1'1', так как определитель из коэффициентов при j⅛rr, ji>1>l> не равен нулю тождественно: I (2rl,r2. + ⅛)⅛-⅛⅛ (2rrry+⅛)⅛-⅛⅛ iI (2rrr3< + ⅛)⅛-⅛⅛ (2rrr3' + ⅛)xį,-r2<x2, μ * ’Таким образом, получаем нормальную систему дифференциальных урав­нений в частных производных:*ri'ι' = φ<x (a=l, 2). (6)



498 В. ПадервинскасВозьмем начальные условия:постоянные wθ, xį, x“' = aj, = (7)голоморфные в точке (ι∕J', ug') функции
х* !„.•_«» = φj (и2', U3'), xfι∙ !«-_«■' = 9? (и2', И2') (8)(<Pe("o'. "⅛') = <⅛ «. β=^1> 2)и произвольную голоморфную в точке (ul', uį', M3') функцию x3(w1', и2', и3'), такие, чтобы определитель D в точке (wj', uį, uį) был не равен нулю.При данных начальных условиях система (6) дифференциальных уравне­ний имеет единственное решение, удовлетворяющие начальным условиям (7). (8): γ = γ(m1', w2', м3).После преобразования (4) получим решение уравнений (3): r = r(u1 +w2 + m3, и2, lA).Таким образом, произвол ромбических сетей определяют начальные ус­ловия (7), (8).

Автоморфизмы ромбических сетей. Будем искать преобразования√' = √∙(√) (det) ~ (≠0), (9)которые любую ромбическую сеть г (и1, и2, и3) преобразуют в ромбическую сеть г'(и1, и2, и3). Дифференцируя г' как сложную функцию, получим:
f > т ( , ∂r, , ∂r' \r>=rSx7 b = ⅛7j rl=W)∙

τ')k = τSn Х7 xk + τ'm Xjk ’

t'jkl=τ'---x]ιx~kxil + r'-- (х$х"+х^ + xfk*f) + r'-x"kl.Подставляя эти выражения в уравнения (3) после некоторых преобразований получаем:

+ (r7 rp ⅛ rP ⅛ г? ¾ <x! χji x↑ χlj x7 x⅛ xij ⅛ xi + + xfxji xf xį х™ х] xpi x*i x,j + 2 xii xji x} xlj x"l х” xpix↑j xti + 
+ х]xji xį xljx-, х- xp xsiix,j + 2xiixjl4 xlixjt Ху xj xsixtj + + 2 xii xji xf xli x"' x"jxpjxsj xf) ++<r7 γP <γ1 3rP ⅛ γP rP (χi χii χkj χlj x7 xj χsaχt +

+ xiixjixkj xljx41 xp xsi xtiij + 2 xiixjixki x,ix↑ x^jX^j x,jj)(i, √] = 0. (10)Так как уравнения (3) преобразованием (4) сводятся в нормальную систему уравнений (6), то производные первого, второго, третьего порядков вектора г (и1, и2, и3), кроме уравнений (3), не связаны никакой алгебрической



Ромбические и ромбоэдрические сети 499зависимостью. Поэтому в уравнениях (10), когда u1 + u2 + u3 = ι⅛', xj, x}k, xjfct являются произвольными параметрами, связанными уравнениями (3). Из урав­нений (3) выражаем два параметра через другие, например,1 (rι)a⅛ r<χ r°tlα*1,α- ⅛(⅛)≈⅛ (а = 2, 3)подставляем в уравнения (10) и приравниваем нулю коэффициенты при xįla, так как равенства (10) должны обращаться в тождества, если сеть г (и1, и2, и3) ромбическая и преобразования (9) - автоморфизмы ромбических сетей. Получим: (<-<-) (⅛rΓ - x,1 x{ ^x'1x"xix∙, xla.) ≡ 0.Но эти равенства обращаются в тождества тогда и только тогда, когда γz∣ = γ'∣ = γ,∣∙, rJ-r∫ = O, если ~i≠j.Эти условия и достаточны для того, чтобы преобразование (9) любую ром­бическую сеть перевело опять в ромбическую.Таким образом, автоморфизмами ромбических сетей являются преобразо­вания конформной группы.
Включения однопараметрического семейства поверхностей в ромбическую 

сеть. Пусть дано однопараметрическое семейство поверхностей
r = r(u1, w2, и3) (11)(и3 — параметр семейства). Если вектор г голоморфный в точке (uj, ⅛ ujj), то в окрестности этой точки семейство всегда можно включить в ромбиче­скую сеть.Обозначим riτj=gij, тогда уравнения (3) можем записать в виде:

∂u, ди* δπ

∂gii ∂gii 
∂igjj ^gjj ∂ui ди* 

∂ui ди* giiБудем искать такое преобразование
wa = Ma(w',), Įu3 = u3', J (a=l, 2, det∣^∣≠θ),

(12)
(13)

чтобы после этого преобразования gi>i> удовлетворяли уравнениям (12). Возьмем какую-нибудь голоморфную в точке (wj', и2', ι⅛,) функцию ur(u,') и введем еще одно преобразование
w1' = w1'(u,'), m2' = w2',
и3' = и3',

(14)
Тогда

∂ul ди' ди1” ди*”
^i* ди1” ди*” ∂ui' ∂u', (15)



500 В. ПадервинскасПодставляем giτ в уравнения (12) и получаем:
∂ui ∂uj dul duk^ dum" ∕ du1’ du>’ durf dll’ 

SijSki dui- -far ~∂Jr ~d⅛r ∖∂tf diŠ ~∂up ^∂⅛7~

dui" ∂ui' dun' ∂ul" ∖ ∂a uk. „ ∩ p>
~~d^~dJ, ∂uJ' ^∂ij) ∂uk"∂um'∂ur~*i,j'' (10'где через Fi>r обозначены правые стороны уравнений (12). Возьмем два из этих уравнений (третье является следствием этих двух), например Г=1, 

j, = 3 и Г = 2, j, = 3. Эти уравнения в общем случае можно разрешить отно- 
dau1 d2u2 , 1. πсительно > (Для определенности возьмем k =1). Получим нор­мальную систему дифференциальных уравнений:

d2u1
(∂uιy ^φi>»а*(Л?')* ~tfi' (17)

Определитель из коэффициентов при » (дц1')8 в УРавнениях (16) равен
dui duj duk dul dum диР

D ~gljgklSlmS2p far far fair far faττf fap” ×

dui' ∂ui' ∂ιF du!’ Į du1’ ∖a I du1’ ∖2 ∕ du1’ ∖a ∕ ∂um' duP’ duτrt" duPr ∖
X dιfi' du?' dιf' dιF ∖ dua' ∕ ∖ du1’ ) ∖ du2’ ) ∖ du1' du2’ du2’ du1' ∕ *Так как требуется, чтобы преобразования (13) и (14) были не вырож­денными, то D может быть равным нулю тогда и только тогда, когда 

duP’ dum' duP’ ∖ n

ИЛИ
glmgzp fam” fap' ( du1' fat, fai, du1'

ИЛИ

Но это равенство выполняется только в том случае, если
т. е. когда произведения преобразований (13) и обратного (14) вырождается. Возьмем начальные условия для системы (17):постоянные
и голоморфные в точке («§', uj') функции:

dφ1 
du2’

такие, что (18)



Ромбические и ромбоэдрические сети 501Тогда этот определитель будет не равен нулю и в окрестности точки (w2', и3'), значит и в окрестности этой точки система (17) имеет единственное решение, удовлетворяющее данным начальным условиям;M≡ = Wα(M1', и2', w3')∙ После преобразования (14) получим ромбическую сеть γ = γ(m1' (ui'), и2’, w3'), включающую в себя данное семейство поверхностей. Начальные условия wα = φα(w2'j π3'ξ M3 = W3'определяют в трехмерном евклидовом пространстве поверхность 
r = r[φ1(w2^, u3'), Ψ2(w2', м3'), m31 = γ(m2', и3'). (19)Уравнением этой поверхности в параметрах w'' являетсяwr=<⅛. а в параметрах u,' - *1>'") = ⅛ (20) Поверхности и2'= const, u3' = const пересекают поверхность (19) по ее параметрическим кривым, а поверхности uv = с — по кривым и1' (с, и2', κ3^) = aį. Так как функции φa можно взять произвольно, то и поверхность (19) будет произвольной, также произвольно можно взять на ней одно семейство параметрических кривых (u2' = const), другое семейство параметрических кри­вых (u3' = const) определяет данное семейство поверхностей.Так как

Γr = Γ1W>÷Γ2M2i', то произвольность начальных условий φa+2 означает произвольность вектора 
r1∙ в каждой точке поверхности (19).Так как Γι-l'=rββjφ-aJr+raιφ-^ (a, β=l, 2),то произвольность φa+4 означает произвольность вектора raw≡1,ul,, который является проекцией вектора rrr на соответствующую касательную плоскость поверхности w8 = const по направлению вектора raβw≈1,Таким образом: если в трехмерном евклидовом пространстве дано одно­параметрическое семейство поверхностей Т, такое, что описывающий его вектор г (и1, и2, и3) (и3 — параметр семейства) голоморфный в точке (и}, ι⅛ι⅛), дана секущая этого семейства на поверхность S такая, что в параметрах 
ui она. определяется уравнениями:ua = ι∕a(w2', и3')» w3^=∕ (a= 1, 2, и® — голоморфные в точке (wj", wj") функции) , дано на поверхности 
S семейство кривых φ(u2', w3', c) = 0 (φ — голоморфная в точке ( ι⅛', wj') функ­ция), в каждой точке поверхности S даны векторы r1 и г2, касательные к соответствующей поверхности us = const:Γχ = flχ γ14i + Z>1 ги»,г2 = fl2 Ги* 4- Z>2 Ги»



502 В. Падервинскас(α<x, ba голоморфные в точке (wf, uį") функции), такие, что в точке (u2', и3') 
∂ut , ∂ul 

aι-Λf~bl-3F≠0∙.то в окрестности точки (uį, ⅛ wj) при данной параметризации поверхности S существует единственная ромбическая сеть r(w1', и2', w3'), одно семейство поверхностей которой (w3 = const) совпадает с данным семейством, а осталь­ные семейства поверхностей пересекают поверхность S по кривым и2" = const и φ(w2*, w3', с) = 0. Уравнением поверхности S в параметрах ui' является φ(κ2', w3', u1') = 0∙, rui'=r1 и проекция вектора rβκβv по направлению вектора гИ1 и» a2 + ruι uι ab + ги» и* b2в касательную плоскость соответствующей поверхности г? = const равна г2. 
Ромбоэдрические сети. Чтобы доказать существования ромбоэдрических се­тей, введем преобразования (4). Тогда из системы (2) получаем2rrrα' + ⅛ = 0. (21)Так как определитель
не равен нулю тождественно, то в общем случае уравнения (21) можно разрешить относительно хф и х2-; получим нормальную систему дифферен­циальных уравнений. Возьмем начальные условияwi', xt0, xa∣u∣'≈1∕j' = φa(w2', м3') (φa(wo, uo) = x⅛]и произвольную голоморфную в точке (ι⅛', wθ', wθ') функцию x3 = x3 (mv, m2', w3') (φa — тоже голоморфные функции в точке (wj', wj')) такие, чтобы определи­тель D в точке (uj', wj', κg') был не равен нулю.Тогда в окрестности точки (wj', w2', wįj') существует единственное реше­ние дифференциальных уравнений (21) (а тем самым и (2)):r = r(u1', м2', м3') = г(w1 + w2 + м3, w2, w3).Автоморфизмами ромбоэдрических сетей, очевидно, являются преобразо­вания конформной группы.Пусть дано однопараметрическое семейство поверхностей r = r(w1, и2, и3)
(и3 — параметр семейства). Будем искать такое преобразованиеua' = wa'(w1, и2, г?),w3' = u3 (a=l, 2) чтобы после этого преобразования получить

r12, = ⅛ = r32, (22)Введем еще преобразованияw1' = ιz1'(w1', и2’, и3'),
M2' = U2',

и1" голоморфная в точке (ι⅛', uį,
usr = u3' ι⅛') функция).



Ромбические и ромбоэдрические сети 503Тогда
_ ∂ui ∂uj ∂ui' ди>’

Si,i, ~ Sij Qui∙ į)uj” Qui' Qui'и уравнения (22) преобразуются в:

Для упрощения уравнений возьмем м1' = м1' + м2' + м3'.Тогда ę ∂uFl ∂ui _ ∂u, ∂u^

^ ∂uλ ∂uj _ ∂ui ди>
zgaJ 7ws~ lhf~ ~~gij ~∂^i~

(23)
(а = 2, 3).Эти уравнения в общем случае можно разрешить относительно ^“г—; по­лучим нормальную систему дифференциальных уравнений.Возьмем начальные условия:wf' = wį', м“, ⅛=u>∙ = φα(zZ, м3')(φa("o^, W(Γ) = Ma, a=l, 2, φa - голоморфные в точке (mJ', mJ") функции). Тогда в окрестности точки (mJ', mJ", w3') существует единственное преобразованиеwa = wa(w1', м2', м3') = ма (м1'+ м2'+ м3', м2', м3'),после которого выполняется равенство (22).Определитель D системы (23) равен:

D =

∂uj
glj ди2’

∂uj 
glj ~∂ips^

duš
g2j диг-

∂ιP 
g2j ^~∂u3i~

I Γ1rr

I Γ1Γ3'
Γ2Γ2'
Γ2Γ3<

= (l,1 X Γ2) (r2∙ X Γ3^).

Начальные условия φa определяют поверхность. Если эта поверхность в точке (mJ', u⅛r, ι⅛") не перпендикулярна к поверхности m3 = mJ, то D в этой точке не равен нулю.Таким образом: если дано однопараметрическое семейство поверхностей Т такое, что описывающий ее вектор г (и1, м2, и3) (ιi3 — параметр семейства) голоморфный в точке (mJ, uį, mJ), дана поверхность S, секущая данное се­мейство поверхностей и в точке (mJ, mJ, mJ), не перпендикулярная к поверх­ности m3 = mJ такая, что в параметрах м1, и2, и3 уравнение еема = ма(м2', w3'),
u3 = u3'(a = 1, 2, ua — голоморфные в точке (mJ', mJ') функции), то в окрестности точки (mJ, mJ, mJ), при данной параметризации поверхности S, существует единственная ромбоэдрическая сеть γ(m1', m2', м3'), такая что



504 В. Падервинскас1) одно семейство ее поверхностей совпадает с данным семейством по­верхностей,2) остальные семейства поверхностей этой сети пересекают S' по кривым u2' = const и и2'+ w3'= const,3) уравнением поверхности S в параметрах и1', и2’, if являетсяw1' + и2’ + w3' = 0.
Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 1.II. 1967
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ROMBINIAI IR ROMBOEDRINIAI TINKLAI TRIMATĖJE EUKLIDINĖJE 
ERDVĖJEV. PADERVINSKAS
(Reziumė)Darbe įrodomas trimatės euklidinės erdvės rombinių ir romboedrinių tinklų egzista­vimas ir automorfizmai, o taip pat įrodoma galimybė įjungti vienparametrinę paviršių šeimą į tokių tinklų sudėtį.
DIE RHOMBISCHE UND RHOMBOEDRISCHE NETZE IM 
DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUMV. PADERVINSKAS
(Zusammenfassung)In diesem Artikel untersucht man die Existenz und die Automorphismen der rhom­bischen und rhomboedrischen Netze im dreidimensionalen euklidischen Raum. Ebenso wird die Möglichkeit eine einparametrische Flächenschar in ein solches Netz einzubetten gezeigt.


