
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS, VII Nr. 3, 1968ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК, VII № 3, 1968

О ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ БИЛИНЕЙНО-МЕТРИЧЕСКОГО 
ПРОЕКТИВНОГО ПРОСТРАНСТВАЛ. СТИКЛАКИТЕВ настоящей статье рассматривается нормализация гиперповерхности би­линейно-метрического проективного пространства. Раньше нормализацию гиперповерхности проективного пространства тензорным методом исследовал А. П. Норден [3]. С. Μ. Бахрах занимался нормализацией поверхности и гиперповерхности обобщенного евклидового пространства [2], а Μ. А. Акивис исследовал нормализацию гиперповерхности конформного пространства, отне­сенного к нормированному реперу [1].

§ 1. Билинейно-метрическое проективное пространствоИнфинитезимальное перемещение репера {Λα} «-мерного проективного пространства Р„ имеет вид:
dAa = ω%Aβ (a, β, γ, ...=0, 1, ...» л, (1)J, J, К, ... = 1, z, у, к, ... = Γ, ...,n-l),где ωg пфаффовые формы, удовлетворяющие структурным уравнениям про­ективного пространства. Несимметрическое псевдоскалярное произведение в пространстве Рп можно определить при помощи тензора ЯаР (ЯаР ≠ Яр«), т. е. полагая (Aa, Aβ) = ffaβ, дифференциальные уравнения которого имеют вид:

dffaβ - ffγβ ωj - ffaγ ωj = 0. (2)В случае ЯвР = ЯРа псевдоскалярное произведение совпадает с обычным сим­метрическим скалярным произведением и будем обозначать его знаком = ^aβ∙Тензор ЯаР определяет корреляцию пространства Р„. Проективное про­странство Р„ с заданной невырожденной корреляцией, определенной тензо­ром ЯаР, называется билинейно-метрическим проективным пространством П„.Гиперповерхность ∏n.1 в пространстве Пл определяется уравнениями:Iω'=A(Θ', (3)где Θi линейно независимые пфаффовые формы, удовлетворяющие структур­ным уравнениям: PΘ'=[Θ< ΘJ],
DQ}-[Q}, ΘH = [Θ∖ ΘJt], (4)DΘ⅛-[θ⅛, θ∣] + [Θk. Θj] + [Θ),, Θi] = [Θ', Θ⅛],причем θb*)-θ∙ θj[*∏-θ∙



518 Л. СтиклакитеПродолжая систему (3), мы получим:
dNl - Λ∫ Θj+ΛfωJ - Λf ω∣∣=Aį Θ',

dAįj - Aįj Θ f - A 1ik &į + A{jωτj- Aį ωg-Λ[Θ⅛-
-(A{Af+A}A∕)ωi=AikΘ∖ (5)где Λ[yj = O, Af[Ä] = O.Пространственная корреляция индуцирует корреляцию на гиперповерх­ности Пл_1, определяющий тензор которой имеет вид:Я„ = Я„Л,'Л/, (6)где

(7) 

•И 00Компоненты этих тензоров являются решениями систем
dHrj - Hkj ωf - Hlκ = H,j, k Θt, (8)

dHtl-HkjQk-Hlk Q}-2Hua>i=Hlj,kQk, (9)где τ^r f (Яго+Яок) Я/0Я0/ HtκHaj+HjκH∣a ] дГ
ff"-k~[ Яй r⅛------------J b

hv. k=hij, k ц Λf+H,j (Λjt лу+л< λ⅞). Продолжая систему (9), мы получим:
dHvk - Hvk θ{ - Hi,k &} - Hvt (⅜ - 2Hijk ωg -

- H,j Θ't - Ha &ik - 2Hij Λ'k b>ol = Hlikl Θ'. (10)Если det И Hlj ∣∣ ≠ 0, то величины Я" и Я*, определенные равенствами
HljHjκ=tf, HuHa=⅛, HljHk>=^, HliH>k = %l, (11)являются решениями систем:

dH,j+Hkj<Jκ+H'k<dκ=H,κ1Qk, (12)
dHi∣+Hk>Q,k + HikQlk + 2Hii<^, = H^Qk, (13)где Я"= -H"H°'HPQ,k,

Hl= -HlPH<∣Hplhk.Оказывается, что системы величинΛ*}=⅛"ffzzΛf, (14)*ΛJ=⅛>⅛,∕Λ∕, (15)
Λ,1=Httt,HmΛf (16)являются тензорами, т. е.J*Λ} + *Л/ 0į - *Atj ωj + *Λ} ωjj = *Λ∕jk Θ*, (17)JA*}+Λ*} Θ⅛ - Λ*> ωf+Λ*} ωθ = Λ*1λ Θfc, (18)JA} + Л/ 0į — Aj со/ + Л/ coq = Λ}jfc Θfc, (19)



О гиперповерхностях 519где
*Λinc=HtHljΛf+HvHu, k л7+я*я„л,4, Λ=⅛ = H⅛HjrΛf+HJi HJTt k Af+H∣iHjrAjkt Λk = ⅛)⅛σ7)Λ∕+⅛ω)¾, k Λ∕+⅛ω‰Λ⅛.Если Haβ = Hpa, то тензоры *Λf, Л*} и Air совпадают. В общем случае эти тензоры различны.Точки Ao, Bk = A1kAr определяют касательную гиперплоскость гиперпо­верхности ∏n-1, проходящую через Ao.Гиперповерхность называется нормализованной в смысле А. П. Нордена [3], если каждой точке Ао гиперповерхности отнесены:1) прямая, проходящая через Ао, но не имеющая с касательной гипер­плоскостью других общих точек (нормаль первого рода);2) (л —2) — мерное линейное многообразие, расположенное в касательной гиперплоскости, но не проходящее через точку Ао (нормаль второго рода).Мы рассмотрим те нормализации, которые определяются фундаменталь­ной корреляцией пространства Пл, т. е. тензором Ha^. В общем случае существуют три различные нормализации.

§ 2. Правосопряженная нормализация гиперповерхностиНормаль первого рода П* вполне определяется точками Ао и N(N≠A0)ι

N=λA0 + NrA1, (20)где λ и Nr — неизвестные функции от компонент фундаментальных объектов гиперповерхности. Для определения этих функций мы воспользуемся усло­виями сопряженности, т. е. нормаль П* будем называть правой нормалью первого рода гиперповерхности, если
(Л, Я) = о,
(Bt, N) = 0. (21)Будем считать, что нормировка точки N выбрана следующим образом:
(N, N)=l.Соотношения (21) и (22) эквивалентны следующей системе:

Если введем обозначение
λHm + N'Hot = 0, 

HljA'iNj = 0, 
HwN'Nj=∖.

(N„ = 0, Nl=HljNJ),то уравнения (23) примут вид:∖Hm + N,Hιa=0, 
А‘Nt=Q, 
N,Nl=l.

(22)
(23)
(24)
(25)



520 Л. СтиклакитеСистема (25) имеет единственное решение
(26)
(27)

ζ7=σrr I Λτ, A1n-l,1 ^∙∙∙'rι-1 [l... „-и’ (28)
σ = »1 ... л-1
¾...ς-1 0λ∙-6,-1обобщенные символы Кронекера-Крамлета. Таким образом, правая нормаль первого рода гиперповерхности выбрана единственным образом.Величины N1, Ni, X являются решениями следующих уравнений:
dN1+Njωrj = N1kθk,

dN1-Njωj1 = Nrkθk, (29)Jλ + λωg + jV7ωJ = λjkΘfc,где Nik, Nlk, λk — вполне определенные функции от А-, Hij и их пфаффо­вых производных.Нормаль второго рода лежит в касательной плоскости гиперповерхности и является гиперплоскостью этого (п— 1)-мерного проективного пространства (точка Ао не принадлежит нормали второго рода). Каждая прямая, лежащая в [касательной плоскости гиперповерхности и проходящая через точку Ao, пересекает нормаль второго рода П*_2 в некоторой точке. Пусть прямые (Λ0, Bk) пересекают П*_2 в точках
Ck=Bk-∏kA0. (30)Точки Ck линейно независимы между собой и их задание вполне определяет положение плоскости П*_2. Эти точки, которые называются опорными точ­ками нормали второго рода, вполне определяются величинами nk, которые вместе с величинами Aį образуют геометрический объект (нормализатор) сле­дующей структуры:

dnk -np<δpk- Ak со? = nkp θp. (31 >Конечные законы преобразования компонент этого объекта приведены в ра­боте А. П. Нордена [3] (стр. 200).Оказывается, что величины nk можно образовать из компонент фунда­ментальных объектов второго порядка рассматриваемой гиперповерхности следующим образом: ¾ = Λ⅛Λ*{-1⅛*'⅛ (32)
Эти величины, в силу (5), (18), (10), (13), являются решением системы (31), т. е. образуют нормализатор.
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§ 3. Правосопряженный сопровождающий репер гиперповерхностиТочки Ao, Ck, N линейно независимы и их можно принять за вершины нового репера. Систему точек {Ло, C⅛, N} назовем правосопряженным сопровождающим репером рассматриваемой гиперповерхности. Пфаффовые производные от вершин, имеющие вид:

Bk=Λ'kAl, (33)
Ckp = (Λ⅞,-nkK'p)A1-nkpAp, (34)

Nk=XkAt + (∖⅛ + Nlk)Aι, (35)расскладывая по вершинам репера {A0, Ск, N}, получим правые деривацион­ные уравнения:
Ek = Ск + nk -^0,

Ckp=Llkp Ci + lkpA0 + akpNt (36)
Nk = l,kCi +lkA0 + skN.Умножая систему (36) справа на N, слева на Ао и Cj, в силу (6), (7), (11), (14), (21), (22), (24), (33), (34), (35) и соотношенийполучим (37)⅛=Λ*}(Λ⅛-wfcAi),

1 /а/ ап ∕a*∕ i ffo∕~Λ∙iΛfН.К \4,=(Λj⅛, - «к Aį) {Λ*'r nl +---------- gr----------- ) -nkp,

4kp=A1kpNl,
llk = Λ*lj(λΛk +Njk),

(38)
/Too

ι>k = N'kN1.Величины lkp, akp, llk, lk, sk образуют тензоры, а Llkp, имеющий вид 
⅛p=Llkp-⅛np, (39)— объект аффинной связности, ибо

dlkp — lpp — 1кя = 4и θ,.
<⅛, - ⅛ - akq &į - akp ωg = akpq ©«,<¾-¾ΘH⅛Θ'-∕iωg = ‰Θ*, ⅛-∕,θζ-⅛ωg = ∕t,Θ,. (40)<⅛-spΘj⅛=.⅛j,Θ',,

d⅛p - Ltv - Llkg 0’+⅛, θ'+©V=Llkpg &>,где lkpg, akpq, llkg, lkg, skp, Likpg вполне определенные функции от Λf, nf, Nl, 
N, и их пфаффовых производных. Объект будем называть объектом внешней правой аффинной связности, а тензор akp правым асимптотическим тензором. Обратный тензор akp определяется соотношением (det∣∣αjfcp ∣∣≠ 0) 

akpapq=⅛и удовлетворяет следующим дифференциальным уравнениям:
dakp+cflpQkq+akq ΘJ + с№ ωjj = akp 0«, (41)



522 Л. Стиклакитегде 
akp = -aksatpastq.Пфаффовые формы правой внешней аффинной связности имеют вид:Θi = Θf,ΘJ = ΘJ+⅛pΘp (42)и связаны структурными уравнениямиZ)Θf=[Θ>, Θj],

Dty-[ty, &k] = RįM[&p, Θ*], (43)где
^'jPQ = А/ [pq] ÷ Lk [р L∖j I q] (44)тензор кривизны.

L L LТак как ковариантные производные γpC⅛, v⅛Λ0 относительнообъекта связности Zįp имеют вид:V* -4) = -⅞>Vfc C⅛ = Ckp—L,kp Ci, (45)VjfcW=,‰то правые деривационные уравнения (36) можно представить так:
Bk= Ck + nkA0,

⅛p ck = npCk + lkp Λo + akp N, (46)v^= Zį Ci + 4 Ao + sk N.При помощи повторного ковариантного дифференцирования и алтернации по индексам дифференцирования, и имея в виду, что (аналогично как в [3 стр. 128)
V[jV∩ = ⅛Vk, (47)V»VΛ vi=-⅛ ¾ v∙n~V™ (48)где Rį тензор кручения (в нашем случае равен нулю), получаем условия совместности правых деривационных уравнений:

αt(il = (49)⅛+Vu"ιι-θ, (50)
R⅛ = 2 lw Sr-2li v ад - 2 al ll Z?b (51)V(t^lil√)+αl[√⅛ = θ∙ (52)ZV[Λ aj} i + ai [fc пл - aι [Λ sj] = θ> (53)V[Λ ⅞ ÷ hji nk} +P[i % + ¾ /į] = 0, (54)V[fc ⅛ + ⅛ nk] + Vi^jlki + ∙y[i ⅛ = о» (55)V[* 5i] + Mα∣7 ∣*] = θ, (56)



О гиперповерхностях 523которые в голономном репере совпадают с уравнениями, А. П. Норденом [3]. Свертывая уравнения (51), (52), (53) с получим:
полученными тензором аи,z" = S⅛ a' <2 ,w sr~2li 6 8"1 - Ш

h = — V[k /| i I Л»¾∙ = w> + T(⅛^fl'fcV[fcflj]i∙Из уравнений (32) и (39) следует, чтоЯ‘=Т-Т (⅛^¾-⅛)∙Не трудно убедиться, что компоненты индуцированного тензора Hij на гиперповерхности образуются из величин huv (м, v... = 0, 1, ... 
n— 1), имеющих вид:

(57)(58)(59)
(60)метрического
(61)

таким образом
тт г, hio hoj

В силу этого, в дальнейшем мы будем пользоваться псевдотензором *> компоненты которого являются решением дифференциальных уравнений 
dhw - 2 Z?oo ωj = Aoo, k Θft, 

dhQi — h0k Θ* — 2 h0i ωθ = ∕⅛l∙j k Θ∖ 
dhij - hkj Θ{c - hik Qf - 2 hij ω° = hijt k Θfc,¼o, к = (-‰ + 770ι) Aį, h0it k~BkCi + Λ0 Cik, hijt k = Ci Cjk + Cik Cj..Величины, определенные формулами

t0 = (N, Л), 
ti = (N, Ci),

(62)
huv∙,

(63)где
(64)(65) в случае правосопряженной нормализации не равны нулю. Они являются тензорами, ибо

где
dtQ —10 ωθ — t0k Θfc, <*∣-⅛Θ∣→lω8=⅛Θ*, (66)(67)

tok = NkA0 + NB∣c, ti∣c = NkCi+ NCik.Тензор ti будем называть основным правым ковектором, а t0 — основным правым псевдоскаляром рассматриваемой гиперповерхности.♦) Формы θj=Θj∕Θz = O — инвариантные формы группы центроаффинных преобразований, θ°=ωθ — инвариантная форма группы переноса на прямой. Группу, составленную из прямого произведения этих групп, т. е. группу, определенную инвариантными формами θ°, θj, назовем псевдогруппой. Линейный и однородный объект относительно этой группы будем называть псевдотензором.



Л. СтиклакитеНеголономные ковариантные производные от величин huv, tt, t0 имеют вид:
LV⅛ ⅞o = hk0 + hQk + 2 Aoo nk,

L
V k h0i = hki + 2 nk h0i + lik h00,V* ⅛ = 2 hij nk + lik (h0j + hj0) + aik tj,Vk tO = ^υθ^k + hOo 4 + + Zo (Sk + wk)> (θβ)Vk tι = hji ⅛ + h0i lk + (sk + nk) tl + lik t0 + aik.Из уравнений (57), (58), (59), (60), (62), (44), (68) следует, что величи­ны ZjJ,, Zfc, sj, nj, Hij и ковариантные производные от huo, t0, ti выражаются через тензоры Zσ, aij, ti, объект внешней правой аффинной связности, псев­дотензор huo и псевдоскаляр t0.Отсюда следуетТеорема 1. Пусть в некоторой области n-мерного дифференцируемого 

многообразия заданы несимметрический тензор lij, псевдотензор hm, симме­
трический тензор au, тензор ti, псевдоскалярная величина t0 и объект аф­
финной связности Ljk без кручения, удовлетворяющие уравнениям (50-56), (60), (68). Для того, чтобы в данном билинейно-метрическом проективном 
пространстве существовала такая гиперповерхность, для которой при пра­
восопряженной нормализации тензор Hii, имеющий вид (62), был метричес­
ким, aij — правым асимптотическим тензором, ti и t0 правыми основными 
ковектором и псевдоскаляром, lij — тензором на гиперповерхности, Lįk — 
объектом внешней аффинной связности, необходимо и достаточно, чтобы 
матрица 

"00 "01 • "0 л —1 и
Ä10 ⅛ •• • flln-l 0
¼ι-10 ¼ι-ll • • • ^n-ln-l 0
*0 h ■ 'л-1 1

была допустимой*^.

§ 4. Сопряженная нормализация гиперповерхностиНормаль первого рода ∏1 определяется точками Ао и М =μ A0 + M1A1, где μ, М1 неизвестные функции от компонент фундаментальных объектов гиперповерхности. Теперь мы их найдем пользуясь условиями сопряженности
♦) Матрицу

Coo C0l ... Сол

с« Си ... Cjλ

СЛ0 СЛ1 ∙ ∙ ∙ cnnназовем допустимой для пространства П„, если в пространстве Пл существует такой базис Fo, Fl, ..., Fπ, для которого данная матрица является матрицой Грамма.



О гиперповерхностях 525(точки M с точками, гиперповерхности ∏n-1), т. е. нормаль ∏1 будем назы­вать нормалью первого рода гиперповерхности, если<Λ0, Λf>=0,<B1∙, Λ∕>=0,<M, ΛO = 1∙Уравнения (69) эквивалентны системеμ Goo + Gor Мт = О,⅛∕ΛfM7=0,
GuMiMj=∖1где Gαβ = ¾β), Gij = H^lj).Уравнения (70) имеют единственное решение

(69)
(70)

(71)
(72)

(73)
(74)

_ g<,fG'∙'ξj G..l∕G',jc⅛ξ√ где ξz= Λ[i Λ2 ∙ ∙ ∙ Λ'"-lj,а σ∕j j = δ7, ∙ ∙ ∙ 7n-ιобобщенные символы Кронекера-Крамлета.Величины M1t μ и
Mi=GtjMj являются решениями следующих дифференциальных уравнений: 

dMr+Mjω1j = Mrk Θ*,Jμ + μωθ + M1 ω° = μfc Θfc,
dMj-Mjωr1 = MlkQk,где M1k, Mlk, μk вполне определенные функции от компонент фундаменталь­ных объектов гиперповерхности и их пфаффовых производных.Нормаль второго рода Пя_2, так же как в § 2, определяется точками 

Ok = Bk-mkAa, (75)которые будем называть опорными точками нормали второго рода в сопря­женной нормализации. Они вполне определяются системой величин
mk = ΛljΛil--^ GiiGljt, (76)где Guk пфаффовая производная от Gij. Пользуясь уравнениями (5), (10), (13), (19), можно проверить, что mk является решением системы (31), т. е. 

mk — нормализатор.
§ 5. Сопровождающий репер гиперповерхностиВ пространстве П„ имеем (л+1) линейно независимых точек Ao, Dk, М, которые "будем называть вершинами сопряженного сопровождающего репера гиперповерхности. Пфаффовые производные Bk, Dkp, Мк от вершин нового 



526 Л. Стиклакитерепера можно выразить через вершины репера {Λ0, Dk,M} следующим об­разом:
&к — &к ÷ tnk ^0>

Dkp = GtkpD,+gkpA,, + bkpM, (78)Л4=gi Pi+gt + rk M.Дифференцируя третье уравнение системы (69) получим<Λ∕fc, М> = 0. (79)Умножая уравнения системы (78) на Z>y, Λo и М, в силу уравнений (69), (73), (79), вычислим неизвестные величины в деривационных уравне­ниях (78):
G'kp = Л} Λ⅛p — mk 8į,

iki κi∖ (κi . G^~KiiKfG^\
gkP = (Λ(p - mk Λ') {A,f mi +--------- ------------j - mkp,

bkp = AkpM[, gi = ΛHμΛi + Λ∕i),1 ∕ A/ . .zλ G0j-A^(ΛfG0κ-mi Gw)) gfc = μjk+(μΛi+Λ∕j() -------- ,---------------------- ,Woort = 0.Оказывается, что величины
Gikp = Gikp-⅛mp (81>образуют объект аффинной связности, который назовем объектом внешней аффинной связности. Тензор bkp, компоненты которого являются решениями дифференциальных уравнений

dbkp - blp 0į - bkl θlp - bkp ωθ = bkpl Θ', (82)где
bkpi = Λ[pι Mt + A1kp Мlhбудем называть асимптотическим тензором. Если det ∣∣ bkp || ≠ 0, то компоненты тензора, определенного соотношением 

являются решением дифференциальных уравнений
dbkp + b'? Θjc + bkl Θf, + bkp ωθ = bfp &, где

bkp = -bkrbspbrsl.Величины gkpy gik, gk (аналогично, как в § 3) образуют тензоры.Пфаффовые формы. внешней аффинной связности имеют вид: φ' = Θ', φJ=Θj+G⅛Θfcи связаны структурными уравнениямиZψ = [φy, <pj],τ>φj-[φ,∙, φi] = ‰[φ', φ*Lгде
sjpq = gj [рч] + G,k [р Gkj I g]— тензор кривизны.

(83)
(84) .

(85)
(86)(87).
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G G G λТак как ковариантные производные vpDfc, vpΛ4, имеют вид:Vp ^P,

⅛pDk = Dkp-GikpDi, ( 88)
G 
ypM=Mptто деривационные уравнения можно переписать так:
= ^k ÷ mk ^0,

Vр Dk = mpDk + gkp Ao + bkp М, (89)
G
VkM=gkDi+gkA0.Аналогично, как в § 3, условия совместности деривационных уравнений выражаются следующими соотношениями:⅝ = 0, (90)Vuwfl+S(vJ = θ, (9 0¾= 2 gυ∙fcl δΓ - 2 gi lj δΓj - 2 bi b∙⅛ (92)∆[fc srι i I л + bi [jSk] = 0» (93)Vi* i i л ÷ mU b\ 11 *] = 9» (94)Vik g⅛ + 8j[i "ha + g[.∙ % = 0; (95)V[fc g.] + mk} + H∙ g∣ j i = θ, (96)H^ι√ι*] = θ∙ (97)Свертывая уравнения (92), (93), (94) с тензором bij' получимg? = 7⅛ & (2 gυ∙kl δΓ - 2 gi lj δg - δgi),

gk — 2 (л —2) ^ V[fcg∣∣M]>
mk = ~^∑2 ^, V[k^∣iui∙ (98)Из уравнений (76), (81) следует, чтоm*=7⅛ (I ^<⅛-<⅞)∙ (99)Так как 77αβ = Gαβ + ¾0j,то величины, определенные соотношениями

k0 = (A0, М\
ki = (Di, М), (100)в общем случае не равны нулю и имеют место равенства:(Ло, M)=-(M, Ао),

(Di, M)=-(Dh М). (101)Компоненты величин kQt ki являются решениями дифференциальных уравнений ⅛-^oωθ = fcozΘy,
dki - kj Θ'÷ - kj ωjj = kjp Θ', (102)
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k0j = (Mj, A0) + (M, Bj), klj=(M1l, D∂ + (M, Dik),т. е. k0, ki образуют тензоры. Тензор ki будем называть основным ковекто- ром, а k0 — основным псевдоскаляром рассматриваемой гиперповерхности.Индуцированный метрический тензор Gij на гиперповерхности можно вы­разить через компоненты псевдотензора zuv, гдеzoo= ^oo> z0i = (√40, А), z00 = (Pi, Ло), (103)z,y=(Db Dj).Таким образом: (104)Неголономные ковариантные производные от величин zuo, k0, ki относи­тельно объекта внешней аффинной связности имеют вид:V* zoo = zm ÷ ⅞∣t ÷ 2 ⅞0 mk>

GV* z0i ~ zki + 2 mk z0i + gik z00,

Vk zij = 2 zij rnk + gik (z0j + zj0) + bik kj,

Vkk0 = zi0gik+z00gk + kk + k0mki (105)Vk ki = zβ gik + z0i gk + mkki+gik k0 + lik.Из уравнений (98), (99), (104), (105) следует, что величины gk, gk, mk, метрический тензор Gil, а также ковариантные производные от величин zlrt,, 
k0, ki выражаются через объект внешней аффинной связности, тензоры gij, 
bij, ki, псевдотензор zuo, псевдоскаляр k0.Отсюда следует

Теорема 2. Пусть в некоторой области n-мерного дифференцируемого 
многообразия заданы тензоры gu, bij, псевдотензор zιw, тензор ki, псевдо­
скалярная величина k0 и объект аффинной связности Gijk без кручения, удов­
летворяющие условиям (90 — 97), (99), (105). Для того, чтобы в данном 
билинейно-метрическом пространстве существовала такая гиперповерхность, 
для которой при сопряженной нормализации тензор Gij имеющий вид (104), 
был метрическим, blj — асимптотическим тензором, ki, k9 — основными ко- 
вектором и псевдоскаляром, gij — тензором на гиперповерхности, G,jk — объ­
ектом внешней аффинной связности, необходимо и достаточно, чтобы 
матрица

zoo zoι • ∙ zo∏-ι k0

z19 zιι • ∙ zι∏-ι k1

zn-19 zn-ll • • ∙ zn-lιι-l ⅛ι-l
-k0 -k1 .... -kn.1 1

была допустимой.
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§ 6. Левосопряженная нормализация гиперповерхностиНормаль первого рода *∏1, определенную точками Ao, %Jl = γ A0 + %JiτAjy будем называть левой нормалью гиперповерхности, еслида, Λo)=0,(ЭД, B1∙) = 0. (106)Нормировка точки ЭД выбрана следующим образом:(ЭД, ЭД)=1. (107)Уравнения (106), (107) эквивалентны системеY + ЭДУ Ню = θ>⅛zzΛfary=o, (108)Я^ЭД'ЭД'М,которая имеет единственное решение, т. е.

⅛<,g∙"ξ∕
нм]/Компоненты величин ШУ, γ и ЭД7, где 

Wj=Hjr<!fflj, (109)являются решениями дифференциальных уравнений</ЭД'-ЭД7(4=ЭД10*,б/у+ γωθ + 9Jl7ωθ = γk0fc, (ПО)⅛+¾ωJ=‰Θfc.Нормаль второго рода *ПЛ_2 определяется точками
Ek = Bk-vkA0, (П1)которые будем называть опорными точками нормали второго рода в лево­сопряженной нормализации. Они вполне определяются системой величин:vt = Λ⅛*Λj-l (112)компоненты которых в силу (5), (10), (13), (19), являются решением систе­мы (31), т. е. vk - нормализатор.

§ 6. Левосопряженный сопровождающий репер гиперповерхностиРепер {Λ0, £к,ЭД} будем называть левосопряженным сопровождающим ре­пером гиперповерхности. Разложение пфаффовых производных Bkt Ekp, ЭДк от вершин нового репера по вершинам репера {Λ0, Ek, ЭД}, т. е. левые де­ривационные уравнения гиперповерхности, имеют вид:
Bk≈Ek + vkA0,

Ekp =^ikpEi + πfcp Ao + ckp ЭД,

% = ⅛ Ei + πkA0 + qk ЭД, (ИЗ)



530 И. Сапаговасгде π⅛,=*ΛiΛ⅛,-¾vt,
... k,Λ*k∣ Hl,-*UAfHκ,∖ π⅛ = (Л*р - v* Л') (*Л; v1 +------------------------)-‰,

c^=Λi,m∣, , πi-*ΛJ(γΛf+SW0,-ffjo-*Λ^ (Λjr⅞0-v,∙⅞w
Яоо

Величины
"*=τ*+(γΛf+SKiO----------s-

ft=TO^TO,.

образуют объект аффинной связности и назовем его объектом внешней левой аффинной связности. Тензор cih компоненты которого являются решениями дифференциальных уравнений
^cij ~ ckj θ* ~ cik®j ~ ciJ ω0 = cijk θ*, (11)где

cuk = Λ⅛fc % + Aįj 9Jl√k,будем называть левым асимптотическим тензором.Пфаффовы формы левой аффинной связности имеют вид:ψ,' = Θ',ψ}=Θ}+Π⅛Θ*,и связаны структурными уравнениямиDψ' = [ψ', ΨJ],2>ψj=[ψj, ψa+⅛[ψ', ψη,где объект
Pjpq = ∏J [pq] + Щ [р ∏ и 19) (117)является тензором кривизны рассматриваемой связности.Так как ковариантные производные от вершин левосопряженного сопро­вождающего репера имеют вид ½Λ = Ą>>V,⅞ = 2⅛,-¾,E1., (118)

V,TO = TO,,то систему (113) можно переписать следующим образом:
Ek = Ek ÷ vfc j^0>∏ j -w-Vp Ek = y,pEk + πtp √‰ + ckp Ул,Vp ТО = τ⅛ El + πkAfl + įkWt.

(119)



О гиперповерхностях 531Условие совместности левых деривационных уравнений выражается сле­дующими соотношениями: ⅝]=θ> (120)V(jVil + πwj = 0, (121)P]y∣∙ = 2 δjn — 2 πj [у δ⅛,j + 2 ci у π⅛j, (122)пV[k πl i ∣λ + ci [Jnk] = V> (123)n ПV[k cj] i ÷ 9 [к Y/1 - ci [к ¾1 — U> (124)V[k π⅛ + π⅛ vkl + π[i ¾ + 0[i 7⅛ = 0» (125)V[k πil + π[i vkl + π⅛ πl j 1 к] + ЯП πkl = θ> (126)ПV[k^il + πtcl√∣fc] = θ∙ (127)Свертывая уравнения (122), (123), (124) с тензором Hz получим: πΓ = τ⅛ с» (2 πt,fcj δΓ-2πiυ δft -Р&),
π* = “ 2 (л-2) cvV[k^∣i∣Λ*
¾∙ = vz∙ + 2 (л_2) c'k V[k 91 i∙Из уравнений (112), (115) следует, что⅛O⅞-⅛

(128)

(129)Компоненты метрического тензора Hij (он совпадает с метрическим тен­зором гиперповерхности в случае правосопряженной нормализации) образуются из величин Aut,, имеющих вид: Λ00 = -EΓ00,⅛j = (A, Ą)r⅛o = (⅞∙, Λq),

hii≈(Eb Ej), (130)таким образом ⅞ = Aσ--⅛⅛.. (131)
«00Величины, определенные формулами

p0 = (Λ0t ЭД),

pi = (Eh ЭД), (132)не равны нулю. Не трудно убедиться, что они образуют тензоры. Тензор pl будем называть левым основным ковектором, а р0 — левым основным псев­доскаляром гиперповерхности. '



532 Л. СтиклакитеНеголономные ковариантные производные от величин huv, p0, pi имеют вид: п - - -V⅛ 4o 4о “Ь 4⅛ “Ь 2 4o v⅛,Vfc = hki + 2 v⅛ A0i + πikh00,n -Vft hij = 2 hij vfc + πtt (h0j + ħj0) + cikpj, (133)VfcPo = 4o 4 + Aoo πfc +pjk +p0 (qk + vfc),¼Pi = 4 4 + 4i πk + ⅛ft + vfc) Pi + π,jkp0 + cik.Из уравнений (128), (129), (131), (117), (133), следует, что величины 4, πk, qj, vjt Hii и ковариантные производные от huv, p0, pi выражаются че­рез тензоры πσ, cy, pi объект внешней аффинной связности, псевдотензор 
huo, левый основной псевдоскаляр р0.Отсюда следует

Теорема 3. Пусть в некоторой области n-мерного дифференцируемого 
многообразия заданы несимметрический тензор πij, псевдотензор huo, симме­
трический тензор c0j, тензор pi, псевдоскалярная величина р0 и объект аффин­
ной связности ¾ без кручения, удовлетворяющие уравнениям (120—127), (129), (133). Для того, чтобы в данном билинейно-метрическом проектив­
ном пространстве существовала такая гиперповерхность, для которой при 
левосопряженной нормализации тензор Hij, имеющий вид (131), был метри­
ческим, Сц-левым асимптотическим тензором, pi и рулевыми основными 
ковектором и псевдоскаляром, πij — тензором на гиперповерхности ¾ объ­
ектом внешней аффинной связности, необходимо и достаточно, чтобы ма­
трица 

4θ ⅛oι • • 4 л-1 Ро
4о ÄU • • • 4 л-1 Pi

4-10 4-ι i • • • 4-1 л-1 Рп-10 0 0 1
была допустимой.В заключение выражаю глубокую благодарность научному руководителю доц. В. И. Близникасу за помощь в постановке задачи и советы при напи­сании статьи.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюпедагогический институт 12.Х.1966
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APIE DVITIESIŠKAI-METRINES PROJEKTYVINES ERDVES 
H1PERPAVIRSIUS

L. STJKLAKYTE

(Reziumė)Hiperpaviršius ∏π-1 dvitiesiškai-metrinėje projektyvinėje erdvėje П„ su nesimet- rine koreliacija, apibrėžiama teπzoriumi Haβ, apibrėžiamas lygtimisω^=Λ∕ Θfc.Siame straipsnyje yra surasti minėto hiperpaviršiaus objektai, kurių pagalba galima normalizuoti hiperpaviršių. Surastos hiperpaviršiaus derivacinės lygtys ir jų suderinamu­mo sąlygos.
ÜBER DIE HYPERFLÄCHE IN BILINEAR-METRISCHEM PROJEKTIVEM 
RAUML. STIKLAKYTE
(Zusammenfassung)Es sei eine Hyperfläche ∏n-1 in bilinear-metrischem projektivem Raum ∏n durch Differentialgleichungen ω7= Λ' Θfcgegeben.In diesem Artikel werden einige geometrische Objekte untersucht, die aus Kompo­nenten fundamentaler differentialgeometrischer Objekte dritter Ordnung der Hyperfläche gebildet sind. Mit Hilfe dieser Objekte wird die Normalisierung der Hyperfläche konstru­iert. Es wird gezeigt, dass im Raum ∏n drei verschiedene Ableitungsformeln existieren.




